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Giris

Birndce max we min bahalary kesgitlenyén z=f(x) funksiya
degisli  meseleleri bilen bilelikde, koplen¢ birnage fiziki
meselelerde hem max we min kesgitlemek meselesi yiize ¢ykyar.
Bu yagdaylar ayratyn ululuklar bilen bagly bolup, ony funksional
diyilip atlandyrylyar. Funksional diyilip nabellili ululygyn
bahasyny bir ya-da birndge funksiyalaryn Usti bilen kesgitlemegine
aydylyar.

Meselem: Funksional diyip egri ¢yzygyn L dugasynyn uzynlygyna
aydylyar. Ol duga A(Xo,Yo) we B(X1,y1) (1-nji surat)

B(x1.v1)

v

1-nji surat
nokatlaryn birikmegi bilen emele gelyér. Eger egrinin denlemesi
y=Yy(x) bolsa, onda L asakdaky yaly kesgitlemek bolyar:

Ly = [ (y Fox

Eger S ginislikde Ustun meydany bolsa, onda ol hem
funksionaldyr, sebabi ol hem Ustlin aylanmagynyn esasynda
kesgitlenyér, yagny z(x,y) funksiyanyn saylanmagy bilen z=z(x,y)
ustin denlemesinin icinde z(x.y) yerlesendir. Belli bolsy yaly:

S[z(x,y)]= g\/1+ [Z—ijz + [2—;j2dxdy




D-Ustlin Oxy tekizligine bolan proyeksiyasy.

Inersiya momenti, statiki momenti, haysy hem bolsa bir
jynsly egrinin ya-da Ustun agyrlyk merkezininin koordinatalary
we suna menzes meselelerin funksionalynyn bahalaryny
kesgitleméani éwredyan usulyete wariasion hasaplamalar diyilyar.

Funksionalyn max we min meselelerini derfieyén
meselelerine wariasion meseleler diyilyar.

Mehanikanyn we fizikanyn birnage kanunlaryny
seredilyan proseslerde max ya-da min bahalara eye bolmaly
bolyar. Bu bolsa ol meselelerifi funksional meseld getiryar. Su
gornusdaki kanunlara  wariasion prinsipli ~ mehanikanyn we

......

kanuny, impulsyn saklanmak kanuny, hereket sanynyn
saklanmagynyn kanuny, Fermanyn optikadaky kanuny,
mayysgaklyk nazaryetinde Kkastiliyanynn prinsipi we s.m.
Wariasion hasabyn Oslp baslan wagty 1696 y. Eylerin (1707-
1783y) duypli islerinden sonra ol 6zbasdak ussully matematiki
ders hokminde hasaplanyp baslapdyr. Wariasion hasabyn
Osmegine asakdaky 3 sany meseleler uly tasir yetirdi.

1) Brahistohrone barada mesele. 1969-njy yylda logann
Bernulli brahistrinone baradaky meselesini ¢ap eden
hatynda matematiklere hddurleyar. Bu meselede A hem B
nokatlary birikdiryén, bir dik ¢yzykda yatmayan, berlen
material nokadyn egri ¢yzyk bilen A nokatdan B nokada
ennitdigini kesgitleyédn egri ¢yzygy tapmaly. A we B
nokatlaryn in yakyn arasy goni ¢yzyk hem bolsa in calt
egri ¢yzyk bolyar. Sebébi goni ¢yzykda tizlik, néce calt
osyan bolsa hem, ol egri ¢yzykdakydan pes tizlik bilen
hereket edyar (2-nji surat).
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2-nji surat

Yoly uly (uzyn) hem bolsa, esasy yoly yokary caltlyk bilen
gecyar. Bu meselanin ¢ozlusini 1.Bernulli, Y.Bernulli, G.Leybnis,
I. Nyuton, G.Lopital in calt ennit sikloitdir diyip tapypdyrlar.

2) Geodeziki ¢yzyklaryn meselesi.

Berlen ¢(x,y,z)=0istde berlen A we B nokatlary birikdiryan in
gysga ¢yzygy kesgitlemeli. Solar yaly cyzyklara geodeziki

......

Y

-~

3-nji surat



Meselem, saherlerin kdgelerini gecirende, demir yollar gecirlende
we suna menzesler bu mesele wariasion meselelerin tipinden
bolyar we olara sertli ya-da baglansykly ekstremum diyilyar.
Berlen funksiyanyn min kesgitlemeli.

| = T 1+(y') +(z')dx

Xy

yone y(x) we z(x) funksiyalar ¢(x,y,z)=0 serte bagly
bolmalydyr. Bu mesele 1698-nji yylda Y.Bernulli tarapyndan
¢Ozulip, onun umumy usuly L.Eylerin, J.LagranZzyn islerinde
seredilendir.
3) lzoperimetrik mesele.

Berlen uzynlygy L max meydany S-(céklendirilen)-bolan
yapyk cyzygy kesgitlemeli. Kéne Gresiyada belli bolsy yaly, ol
cyzyk towerekdir. Bu mesele S funksionalyn maksimumyny
kesgitlemeli. Eger 6zbolusly gosmaca serti bar bolsa, yagny egri
cyzgyn uzynlygy hemiselik bolmaly. Yagny, funksional

| = j\/>'<(t)2 +y(t)dt

0zlnin hemiselik bahasyny saklayan bolsa sular yaly sertli
gornusdéki meselelere izoperimetriki mesele diyilyér.

Izoperimetriki sertler bilen umumy ¢ozilis usuly L.Eyler
tarapyndan iglenip kesgitlenen. Indi biz birndce wariasion
meselelerin ¢Ozulis usullary bilen tanysalyn. Olaryn hemmesem
esasan _ekstremumy kesgitlemége getirydr, in kdp gabat geljek
funksionallar:

ROy () y ()

Xo
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bolany tcin ona funksional diyilyér.



I Bap. Wariasion hasaplamalar, onun maksady we meseleleri

we min meselelerin dernelisi,

81. Wariasiya we onun esasy hasyetleri

Wariasion meselelerin ¢ozilis usullary we funksiyalaryn max

funksiyalaryn max we min

meselelerin dernielisine 6rdn menzesdir. Sona goré funksiyanyn
max we min Kesgitlenilisinin gysgaca nazaryyetini yatlamak
gerek, sonun bilen bilelikde ol dustnjeleri funksionallar Ggin
getirip, birmenzes teoremalaryn subutlaryna seredelin.

1.

10

z Uytgeyan ululyk, x
uytgeyan ululygyn
funksiyasy diyilip aydylyar
z=f(x), eger x haysy hem
bolsa, bir yayladaky her bir
bahasyna z bahasy degisli
bolsa, onda onun
uytgemesine x degislilik
emele gelyér: x sana z san
degislidir. Edil sonun yaly
hem kop  nébellili
funksiyalar kesgitlenilyar.

f(x) - funksiyasynyn argu-
menty X artdyrmasy
AX Uytgeyén ululygyn 2-
bahasynyn tapawudy
AX=X—-X aydylyar.
Eger x- erkin {ytgeyan

1. v-tytgeyan

ululyga
funksional diyilip aydylyar,
eger ol y(x)- funksiya bagly
bolyan bolsa seyle hem

v = v[y(x)]-diyilip
bellenilydn bolsa: eger her
bir funksiya y(x) synpdan
bolup v  funksionalyn
bahasyna degisli  bolsa,
yagny degislilik emele
gelyér: y(x)- funksiya ov-
sana degisli.

Edil sonun yaly hem birndge
bir nabellili funksiyalara we
birnéce kop nahilli
funksiyalara degisli bolyan
funksionallar hem
kesgitlenilyér.

2! v[y(x)] funksionalyii  y(x)

argumentinin artdyrmasy ya-
da wariasiyasy oy diyilip 2
funksiya-synyn arasyndaky
oy = y(x)-y,(x) tapawuda
aydylyar. Seyle hem y(x)-

a 0 | 51 3 -5
2 = (-3;0;-5;0)
2
X 1 0 -3
-2 1
x |0 5|2 | 1] 1
B 5| (oo-2
X, 1 1) 0 . 3 3
3 3
X, -5 0 |4 1 -5
(0;-1;0;-5)
2
X, | -3 | 1 0 -1
X, 1 -2 10 1 -3
[0;0;—£;—3j
X3 311 1 0 1 2
2 2 2
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1 -2 0 1 -3

0 5 -2 -3 10

0 5 -2 -3 10

0 5 -2 -3 10

1 -2 0 1 -3

0 1 _2 _3 2
5 5

X, 1 0 4 1 1

x, | 0 | L | 5] 5 2 (20, 0)

2| 3
5 5

Deiilemanin bazis ¢oziiwi C?

bolsa asakdaky yaly tapylyar.

=6 den. Galan bazis ¢ozlwler

Bazis X, X, X, X, Azat Bazis
uytge- aggzalar cozlwler
yanler
X, 1 0 4 1 1
5| 5 (1,2;0;0)
X, 0 1 2
_2 | _3
5 5
X, 5 0 1 1 5
4 4 4 [O%— % ’Oj
X
2 4 1 0 _1 g
2 2
286

ululyk bolsa, onda funksiya erkin  (ytgeyar

dx = AX . diyilip hasap edilyér, birndge
funksiya-laryn synpynda.

3. f(x) funksiya tzniksiz diyilip 3.  ofy(x)] - funksionala

aydylyar, eger x-in Kicijik
uytgemesine f(x)—
funksiyanyn Kicijik
uytgemesi degisli bolsa

Uzniiksiz  diyilip aydylyar,
eger y(x)-funksiyanyn kigijik
{iytgemesine o[y(x)]-
funksionalyn kici-jik
uytgemesi degisli bolsa

In sonky kesgitleme takyklyk we distndirigi talap edyér, sebabi
seyle bir soraglar ylze ¢ykyar, n&hili Gytgemeler argument y(x)-
funksiya funksional Ugin Kigi diylip atlandyrylyar. Seyle hem y=
y(x) we y= yi(x) biri-birinden 6rén az tapawutly ya-da biri-birine
orén yakyn diyilip hasap edilyédr, hacan olaryn modullarynyn
tapawudy hemme x (gin 6rén Kici diyilip hasap edilse, onda ol
berlen  funksiyalar ~ yakyn egriler ordinatalar  boyunca
yakynlasyarlar. Bular yaly yakynlasyan egriler durmusda
asakdaky funksional gornisde gabat gelyar.

o[y()]= [F(x y(3), y' (x)dx

Yéne bu integralyn asagynda y' -argumentin barlygy Ucin ayratyn
yagdaylarda funksional Uznilksiz bolup bilydr. Sona gord kop
yagdaylarda bu egriler hakykatdan yakyn bolup bilyéarler, dine
ordinatalara gord yakyn bolan egriler we galtasmalara tarap
ugrukdyrylan  degisli  nokatlarda.  Egrilerin  dine 0zara
tapawudynyn modullary dél-de eysem bolsa, olaryin 6niimlerinin
tapawudynyn modullarynyn hem 06rdan Kici bolmagyny talap
etmeli. K& hallarda dine seyle bir funksiyalaryakyn diyilip hasap
edilydr, hacan ol funksiyalaryin hékman hemme tapawutlarynyn
modullary 6rén kici bolsalar.

YOO =Y., Y ()= y{ (¥, y" () = ' (%), YO () = YO ()
Seylelikde, y= y(x) we y= vyi(X) egrilerin yakynlygy barada
asakdaky kesgitleméani girizmeklik gerek bolyar.

11



Kesgitleme 1. y= y(x) we y= yi(x) egriler nul tertipli yakynlykda
diylip aydylyar, eger olaryn tapawutlarynyn moduly y(x)- yi(x)
Orén kici bolsa.
Kesgitleme 2. y=y(x) we y=yi(x) egriler birinji tertipli
yakynlasma diyilyar, eger y(x)- y1(x) we Y/(x)- y1(x) modullarynyi
tapawudy 0Orén Kici bolsa.
Kesgitleme 3. y=y(x) we y=yi(x) egriler k-nji tertipli yakynlasma

y(X)- y1(x),

Y (X)- Y1(x),

y¥()- y91(x)
modullarynyn tapawudy 0ran Kici bolsa.
1-nji suratda nul tertipli yakynlasma egrileri sekillendirilendir. 2-
nji suratda birinji tertipli yakynlasma egrileri sekillendirilendir.

AV bV

A A

“M
r
¥i

4-nji surat 5-nji surat
Bu kesgitlemelerden gornusi yaly k-njy tertipli yakynlasma eye
bolsa, onda olar islendik Kici tertipli yakynlasma manysynda
yakynlasandyrlar.

3" Eger Ve>0 ucin >0 3" Eger Ve >0 iicin § >0

saylap bolyan bolsa, yagny saylap bolyan bolsa we
|X—X,| < & bolanda oly(x)] - u‘[y (x)] <e
|f(x)— f(x0)| <&  bolsa, ‘y(x)_ Yo (X)‘ <5

onda x=Xxo nokatda f(x)
12

Xl XZ X3
1 0 0 1
0 1 0 -3
0 0 1 2

Seylelikde, bu denlemeler ulgamynyn ¢ézawi (1; -3; 2) dendir.

Mesele 11. Denlemeler ulgamynyn hemme bazis ¢ozuwlerini
tapyn.

X, —2X, + X, =3
3%, — X, — 2%, =1
2% + X, —2X; — X, =4
X, +3X, —2X; —2X, =7

Cozulisi
Tablisany guralyn.

X X, X, X, Azat Bazis
aggzalar cozlwler
1) -2 0 1 -3
3 -1 -2 0 1
1 -2 -1 4
1 3 -2 -2 7
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funksiya Uznuksizdir.

Seylelikde, x-argument f(x)
funksiya kesgitlener )’/aly ................................
X, X, X, bahalara eye bolyar. ‘y(k) (k)(X)i <5
1 5 3 S bolsa, onda  ofy(x)]-
2 2 funksional k-tertipli
11 17 yakynlagma manysynda
0 < | -4 > y=Y,(x) bolanda
uznuksizdir.
0 0 3 -21

Seylelikde, y(x)-funksiya,  o[y(x)]-funksionaly  kesgitleyan
funksiyalar synpyndan alynan diyilip distnilyar.

Eger Y=Y,(x) we Y=Y,(x), (% <x<x) egri

Hasaplamalary gecirip alarys.

X X, Xs cyzyklaryii aralygyny p(y,,y,)- kesgitlemekligin disiinjesi ol
1 0 13 15 egrilerin yakynlasmasy, aralygyn Kiciligi bilen kesgitlenilyar.
11 11 Eger
s 17 Py, ¥2) = max|y,(x)- v, (x],
11 11 hasap etsek, yagny C, ginislikde metrikany girizsek, onda nul
tertipli yakynlasma distinjesine getiryar.
13 26
0 0 -— -— Eger
11 11
(p) 1
) max |y X
yl y2 Zx0<x<x1 y (

X, nabellini birinji we ikinji derilemelerden ayyryp alarys.
hasap etsek ( Y1, Y5 -funksiyalaryii k-tertibe cenli (izniiksiz
onumleri bar diyip hasap edyaris), onda egrilerin yakynlasmasy k-
tertipli diyen manyny beryar.

4. Cyzykly funksiya diyilip 1(x)- 4'.Cyzykly  funksional  diyilip
funksiya aydylyar, eger ol Ly(x)]- funksionala aydylyar,
agakdaky  sertleri  yerine eger ol asakdaky sertleri yerine
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yetiryan bolsa

I(cx) =cl(x),
bu yerde c-erkin hemiselik
we

I(X1+X2) = I(X1)+|(X2)-
Bir  Oytgeyanli  ¢yzykly
funksiya ayakdaky gornuse
evedir: 1(x) =kx
bu yerde k-hemiselik san.

5.Eger Af = f(X+Ax)— f(x)
funksiyanyn artdyrmasy
Af = AX)AX+ B(X,AX) - AX
bu yerde A(x) Ax-e bagly dal,
AX — O bolanda
B(X,AX) > Obolyar, onda
funksiya differensirlenyén

......

artdyrma funksiyanyn
differensialy diyilyar we df
bilen belgilenyar. Ax-e bollp
we AX— 0Qbolanda predele
gecip  AX)=T1'(X) we

df = f/(X)AX alarys.

yetiryan bolsa:

Lley(x)]=cL]y(x)],

bu yerde c-hemiselik san we

L[yl (X) Y (X)] = L[yl (X)] + L[yz (X)]

Cyzykly funksionala mysal
bolup
y(x)]= I X)y + 0
biler.
5' Eger funksionalyii
artdyrmasyny

Av =vly(x)+dy]-vly(x)]

asakdaky goOrnlsde yazmak
bolyan bolsa

Av = L[y(x),8y]+ B(y(x), 8y )max[oy]
bu vyerde L[y(x)&], OY-
funksionala gora c¢yzyklydyr,
max|dy|, [8y|-  maksimal
bahasy we ﬁ(y(x),5y)—>0
hagan max|sy| >0, onda oy -
gorda  funksionalyn  ¢yzykly

bolegi,  yagny  L[y(x)],
funksionalyn wariasiyasy
diyilyar we ov -bilen
bellenilyar.

Seylelik bilen wariasiya funksionala-funksionalyn artdyrmasynyn

oy gora esasy cyzykly bolegi.

14

Funksionalyn wariasiyasynyn

Seylelikde  x;,x,-bazis Uytgeyanler, x;,X,,X;-bolsa azat
uytgeyanler.  Diymek, bu  denleménin  bazis  ¢Ozuwi

[1 1 1 0;0; Oj bolar.
3’3’

Mesele 10. Denlemeler ulgamyny ¢ozin.

2%, —5X, —6X; =5
—3X, +2X, +5%;, =1
2%, +4x, —3X, =-16

Cozilisi

Tablisany guralyn.

X X2 X3

» -5 -6 5
-3 2 5 1
2 4 -3 -16

Birnji denligi iki bolege bollp, ikinji we tgunji denliklerden X, -i
ayyryp alarys.

283



Mesele 9. Denlemeler ulgamyny ¢6zin.

2% + Xy = X3 =X, + X =1
X, — X, +Xg + X, —2X%; =0
3X; +3X, —3X; —3X, +4X; =2
4%, +5X, —5X; —5X, + 7X; =3

Cozilisi

Tablisany guralyn.

X X, X5 4 Xy

1 -1 1 -2 0
0 3 -3 -3 5 1
0 6 -6 -6 10 2
0 9 -9 -9 15 3

X, -ni Ugtinji we dorduinji deiilemelerden ayyryp asakdaky
tablisany alarys.

Xl XZ X3 4 X5
1 1 1 2] o
0 3 3 _3 5 | 1

Bu yerden bolsa alarys:
282

dernemeklikde, funksiyany derniemeklikdéki  differensialyn
oynayan roluny oynayar. Differensial funksiya we wariasiya
funksionala, basga ekwiwalent kesgitleme hem bermek bolar.

f (x+aAx) funksiyasynyi bahasyna seredelii.

Goy, X,AX fiksirlenen Uytgemeyidn O perimetriii bahasy
uytgeyan bolsun.
Hacan o =1 bolanda, biz funksiyanyn bahasynyn artdyrmasyny
f(X+AX)-aIarys, hacan «a=0 bolanda f(x)-funksiyanyi
basdaky bahasyny alarys. f(x+aAx)-yii & g6ra 6niimi, hagan
o =0, ol differensiala dendir f(x)-funksiya x-nokatda.
Hakykatdan ¢ylsyrymly funksiyanyn differensialy

9 f(x+aAx) = f'(x+aAx)AX| = f'(x)Ax = df (x)

oo a=0 a=0
Edil sonun yaly hem  kop  ndbellili  funksiyalar
tgin: Z = (X, X000 X, ).
o -gora, sofira o = 0. Hakykatdan

% f(X, +0AX, X, +0AX, ... X, +ann];0iZ=1:%iAxi =df
Seyle hem o[y(x)]-g6rniisli  funksionallar igin ya-da 6réan
cylsyrymly, yagny kop nébellili funksiyalar ya-da kop nébellili
funksiyalar Ugin  wariasiyany kesgitlemek bolar, hacan
o[y(x)+ady|, o boyunca hacan & =0 bolanda funksionalyi

ondmi hékmuinde.
Hakykatdan hem, eger funksionalyn wariasiyasy bar bolsa,
onda onun artdyrmasy asakdaky goérniisde yazylyar:

Av = u[y(x)+ady]-v[y(x)] = L(y,ady)+
+ B(y,ady)- || max|3y| |

o[y +ady] onimi o -gora hacan @ =0 bolanda

15



fim AU _ AU L(y,ady)+ Bly(x) aéy]a\max\éy\
Aa—0 Ax a0 a—0 (04
i L(y,ad ) ﬂ[y aéy]\a\max\éy\ L(y.5)
a—0 a 05%0 (04
cyzyklylygyn sertine goré
L(y,ady)=al(y,éy)
Oﬁ[y X), oty || max|oy| =lim Bly(x), cdy]max|dy| =
a” o a—>

Bly(x),ady] >0 hagan a —> 0. Seylelikde, eger Iwariasiya,
funksionalyn artdyrmasynyn esasy ¢yzykly bolegi hékminde,
onda J wariasiya perimetrin 6niimi manysynda, perimetrin
baslangy¢ bahasy. Bu kesgitlemelerin ikisi hem 6z aralarynda
ekwiwalentdirler. Wariasianyn ikinji kesgitlemesi birinjiden has

gindir, sebabi 3 meseleler funksionallar, artdyrmadan esasy
cyzykly bblegi ayyryp bolanok, yone wariasiya ikinji kesgitleme
3.

6. T (X) -funksiyanyn
differensialy

6'.u[y(x)]-funksionalyi
wariasiyasy

a—aa f(x+ ocAX)Lt:0 deridir. a—iu[y(x)+ a6y]a=0 deridir.
Kesgitleme 4. Funksional v[y(x)], ¥ =Y,(x) egride max eye
bolyar, eger v[y(x)]- funksionalyi bahasy,V y = y,(x)- golay
egri uly déldir, v[y,(x)]- gora yagny Av = v[y(x)-y,(x)]<0.

Eger Av <0, glyclenen max, Av=0, hacan y(x)= yo(x) . Edil
sonunyaly y = yO(X) min eye bolyar, Av>0 giyclenen min .

7.Teorema.Eger  differensial 7'.Teorema.Eger funksional
f(x) funksiyanyn kesgitlenis

16

Mesele 8. Funksiyanyn minimum bahasyny tapyn.

F =4x, — X, —5X;

Xo + X3 =2
3X +2X, =X, =1
X, 20 (1=12,3)
Cozulisi
Tablisany guralyn.
1 XZ XS
0 1 1 2
3 2 -1 1
0 1 1 2
3 3 0 3
Xs -1 1 1
1 1
X, 1
Onda alarys:
Xz =1+ X,
X, =1-X;
X, >0 (i=12,3)

F=4x, —(1-x, -51+x%,))=—6+0-%
Diymek, bu denlemeler ulgamynyn bazis ¢oziwi (0;1;1) dendir.
funksiyanyin minimum bahasy bolsa-6-a dendir yagny, F.,, =—6
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X, -in artmagy bilen F funksiya sonca-da kemelyér. Sonun tgin bu
denlemeler ulgamynyn ¢ézuwi yokdur.

Mesele 7. Funksiyanyin maksimumyny tapyi.

Frax = X — X, +2X3 — X,
X, +X, =1
X, + X, —X, =1

X >0,i=1..4

Cozulisi
Otrisatel dal bazis ¢6zuwini tapalyn.
X, = X3 — X,
X, =1-X; +X,
X, 20 (i=1..,4)

Onda
F=X—-X,+2X;—X, =
=(Xg—%X,)—(L—X3 +X,)+2X; — X, =
=—1+44x, -3X,
F,=-1
Tdaze denlemeler ulgamyny alarys:

F=3-4x, +x,

X, =1-X,
X =1-X, +X,
X; 20, i=1..4

Seylelikde, biz bazis ¢ozuwi alarys yagny, (1;0; 1;0) F, =3
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yaylasynyii  icki  x=xo  u[y(x)] wariasiyasy bar bolsa,
nokao!ynda malfswp"uma ya- max (min) hagan y=y0(X),
da minimuma yetyan bolsa, nirede (x) icki nokad
onda bu nokatda df =0 SR ¢ . y
i funksionalyn kesgitlenen
bolyar. yaylasynda, onda  hacan
y = y,(x) bolanda v =0.

Funksionallar Ggin teoremanyn subudy.
Eger yo(x) we oy fiksirlenen(const)-bolsa,  onda
u[yo(x)+ a5y] = (p(a), o - gora funksiya.

Hacan o =0, serte gora max we min eye bolyar, onda
degislilikde 6ntimler.

¢'(0)=0, ya-da ;U[YO (x)+ aéyi =0, yagny v =0.
(04 a=

Seylelikde, egrilerde funksionalyn ekstremuma eye
bolmagy, onuin wariasiyasynyn nula deni bolmagyna getiryar.

Ekstremum dusunjesi — kesgitlilik talap edyér. I uly we in
Kici bahalar bilen baglydyr, funksionalyn yakyn egrilere goré
bahasynyn max, min gatnasygy.

Funksional o[y(x)], y=,(x)— max(min) galan egrilere

gora \y(x)—yo(x)ﬂ<5 kici, ul modl max,min— giycli

------

Funksional v[y(x)], ¥ =Y,(x)— max(min) y=y(x)

gora golay Y =Y, (X)

y'(x)- yo'(d <& dite bir ordinata gora

------

K
oo

a=0

o[y, (x)+ aéyi

17



2. iu[y(x, d) =0 -egriler masgalasy.
aa a=0

Ditie 1 dal 2 hem yerine yetyar. <> o =0,a =1 y(X,ct) Yo (X)
we Yo (X)+ 8y ofy(x.a)]- funksiya.

ov=0

U[Yl (X)’ Y> (X)’ e Y (X)]

U[Zl(xl’ Xgaees Xy )’ ZZ(Xl’ Xgpewees Xy )’ ------ 1 Zm(Xl’ Xgpewees X )]

Mysal dgin, U[Z(X, Y)] funksionalyn ov wariasiyasykesgitlenilip
biliner ya-da &z gora ¢yzykly bolup artdyrma

0
Av =v[z(x,y)+z]-v[z(x, y)], a—u[z(x, y)+asz], ,y

(04
aly bolar. Perimetrin baslangy¢ bahasynda perimetr boyunca
ondmi
0
a—u[z(x, y)+asz) bolup, eger v -funksional
a
Z=12(X,Y)bolanda ekstremuma eyedir, onda Z=2Z(X,Y)
bolanda  wariasiya ov=0 bolar, seyle hem
vlz(x,y)+adz]funksiya a -nyn funksijasy bolyar. Yagny

o =0bolan halatynda ektremuma eyedir we o boyunca o =0
bolan yagdayynda funksiya nula den bolyar:

0
-0

[24

%u[z(x, y)+adz)
ya-da ov =0.

18

—2X + X, +X; =4
— X, +2X, =X, =-1
X; 20 (i=1273)
Cozilisi

Tablisany asakdaky gornlsde duzelin.

X, X, Xg Azat agza
-2 1 1 4
-1 2 -1 -1
-2 1 1 4
-1 -2 1 1
-3 3 0 3
1 -2 1 1
X, -1 1 0 1
X5 -1 0 1 3

Doly funksiya asakdaky gérniusde yazylyar.

F=-—x-0+x)-03x)=—-4-3x%
X, =1+X,
Xs =3+ X
X, 20 (1=12,3)
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Cozilisi

X, X, X Azat
agza

S g 1| 2
3 3
4 7 o !
3 3

Birinji denlemanin hemme agzalary nola den emma onun azat
agzasy 3-e den. Sonun Ucin bu denlemeler ulgamynyn ¢Oziwi
yokdur.

Mesele 6. Funksiyanyin min bahasyny tapyn.

F=-—X—-X,-X%;
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§2. Eylerin defilemesi we onuii integraly.

Berlen funksiyanaly ekstremuma denlalin
oly)]= [ F(x, y(0,y' (9)dx ®

gyra nokatlaryn berkidilendigi belli: yo=y(Xo) we yi=y(X1).
F(x,y,Y) —lc gezek differensirlenyan funksiya. Bize belli bolsy
yaly ekstremumyn hokmany serti, wariasiyanyn funksiyanalynyn
nula den bolmagydyr. Indi biz esasy teoremanyn seredilydn
funksionala ulanylsyna seredelin. Goy ekstremuma iki (2-i) gezek
differensirlenyan egri y=y(x) eye bolsun. Goy y=y(x) egra yakyn
y = y(x) bolsun, onda bir perimetrli egrilerifi toplumunda seretsek
y(x,a)=y(x)+a(y(x)-y(x)): hagan «=0, bolanda y=y(x)
a=1, y = y(x). Bize belli bolsy yaly y(x)— y(x) = oy wariasiya
diyilip y(x) aydylyar we 6y -bellenilyar. Wariyasiya 6y wariasion
meselelerde, f(x) funksiyada ekstremumy dernemekde artdyrma
birmenzes rollary yerine yetiryarler. Wariasiyanyn funksiyasy
Oy = y(x) — y(x) x-funksiyasydyr.

Bu funksiya bir ya-da birndce gezek differensirlemek
bolar.

&Y =y ) -y(x) =&,
By =y () -y"(x) =",
(00)® =y () - y© (x) = sy®.
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y A

1-nji surat

Eger biz y=y(x,a),nirede y(x,a) = y(x)+ady masgalalar
toplumyna seretseka =0 yakyn bolan egri bilen denesdirip
bolyan aralykda vyerlesyar. Eger (1) denlemani, yagny
funksionalyn bahasyna y = y(x,a) seretsek, onda funksional
funksiya owrllyar o gora

o[y(x,a)]=p(a).

Ol hem ekstremuma o =0 yetyér, y=y(X) ¢(a) funksiyanyn sertli
ekstremumy a =0 seyle hem ¢'(0) =0, onda
o(a)= [ Fx y(x.a),y,(x a)ox
onda
0'(@) = ['1F, = y(x.0) + F, - y'(x, )oK,
w Y da Y 0a

nirede

20

0 -11 4 -10
0 11 -4 10
1 3 -1 2
0 0 0 0
4 10
11 11
1 oo = | -2
11 11

Seylelikde, bu ulgam tlikeniksiz kdp ¢6zuwe eyedir. Onui umumy

¢Ozuwi: [—%—Tllxg,%+%x3, xsj gornlsde bolar. Onun bazis

¢ozlwi bolsa: —E;E;O gornusde bolar.
11 11

Mesele 5. Denlemeler ulgamyny ¢6zin.

X, +2X, = X3 =3
OX,+  3X;=2
2%, — X, +2X%; =1
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X, X, X Azat agza
1 0 1
0O 1 0 -1
0 1 3

Sonky tablisadan denlemeler ulgamynyn ¢6zuwini alarys:

(1;-1;3)

Mesele 4. Denlemeler ulgamyny ¢0zun.

3X, —2X, + X, =4
—2X, +5X, —2X, =6
X, +3X, = X3 =2

Cozilisi

Tablisany asakdaky gornlsde duzelin.

X, X, Xg Azat agza

3 -2 1 -4
-2 5 -2 6

1 3 -1 2
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F, = % Fx y(x a), y'(xa)),

F, = a'
oy

F(X y(x,a),y(x a)),
ya-da

&) =y () - () = o

% y(x.a) = a%[y(x) +ady)= by

a ' _i ' 1— ’
ay(x,a)—ay[y(X)m@y] oy

o'@) = [ IF, (x. y(x ).y (x a)dy +
+F, (X y(X,a), y'(X,a)oy']dx,
?'0) =] TR, (x y(x), Y ()8 +
+Fy (X y(x), Y'(x) Sy dx,
Belli bolsy yaly, ¢'(0) -funksionalyni wariasiyasy diyilip aydylyar
we Sv  bilen bellenilydr. o-funksionalyn ekstremumynyn

hdékmany serti onuni wariasiyasynyn nula den bolmagy év=0. Bu
sert seyle yazylyar:

L?[Fy6y +F,8y'ldx =0

Ikinji bélegini, bdlekler boyunca integrirlap we oy’ =(8y) goz
ondinde tutup alarys.

Xy M d _
Sv = [Fy, 5y]x0 + j [F, - &Fy,]5ydx =0
Yone
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Mo, = YOO =Y (%) =0wedy|, = y(x)-y(x)=0,

onda
_M™ d Azat agza
Sv = j [F, - &Fy,]éydx .
Ekstremumyn hokmany sertine gora X, X, X
) q -7 0 -13 —46
L:[Fy - &Fy,]éydx =0 (2)
-3 1 -5 -19
Ozem F, _d4 F, funksional y=y(x)egride ekstremuma eye bolup,
dx 19 0 24 91

berlen Gzniiksiz funksionaldyr. Ikinji bélek y=y(x) azat agza

gOré denesdirilende azat funksiya bolup, bu gyra nokatlarda nula

. e - ; da nui Soiiky deilikden a,, =7 ded diyip alarys.
den bolyandyr. Ol (zniliksiz we birndce gezek differensirlenyén

funksiyadyr.

X, X, X Azat agza

1 o B ha
7 7

o 1 2 3
7 7

o ol|-" _&r
7 7

Indi bolsa miimkin bolan element hékmiinde a,, = —? saylap

alalyn.
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Xl XZ X3

1 -2 1 0

0 7-5 0

0 20 O 100

Sonky denlikden taparys X, =5. Bu bahany birinji we ikinji
denliklerde goyup alarys, X, =7,%x =3. Bu vyerden bolsa
denlemeler ulgamynyn ¢ozlwini

taparys (3;5;7)

Mesele 3. Denlemeler ulgamyny ¢0zun.

2%, —3X, +2x, =11
—3X; + X, =5X, =-19
4%, +5X, =X, =—4

Cozilisi
Tablisa dizelin.
X, X, X Azat agza
2 -3 2 11
-3 |1]| -5 -19
4 5 -1 -4

a,, =1 den diyip alarys
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83. Wariasion hasabyn esasy lemmasy.

Lemma. Eger her bir Gizniiksiz h(x) funksiya ¢in

Jo (x)n (x)d = o ()

nirede d)(x)_ funksiya tzniksiz [xo,x1] aralykda we sol aralykda
d)(X) =0,

Bellik. Lemmanyii serti we onui subudy Uytgemeyr, eger 7(x)
funksiya asakdaky céklendirmeler goyulan bolsa hem
n(x,)=n(x.)=0, hem-de n(x) Uzniksiz we p-tertibe genli
Uznuksiz 6ndmi bar bolsa, ns(x)(<g (s=01...,q;9< p)), hem
lemmanyn subudy Gcin hig hili Gtgesiklikler bolanok.

Subudy. Goy, x=x, kesimii arasynda Verlesen bolsun
X, < X< x,-kesimde yatyar, yagny, ®(x)=0 ters sert bolyar.
Hakykatdan bolsa onun Uzniksizliginden gelip c¢ykyar, yagny
q)&)i 0, onda @(x)-6z alamatyny saklayar (xo <X < x:). Eger X -
nokatda bolsa, onda 7n(x) hem 6z alamatyny saklayar. Bu kesimin
dasynda bolsa 0 deii. Goy seyle bolsun.

v A

0 X Xz X x
X, :
1-nji surat
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f@ (x)n (x)dx = jlop (x)n (x)dx =# 0
onda x, < x<x_ alamaty tytganok, ®(x)7(x) kesimii dasynda 0
den, yagny biz tersine netije aldyk, diymek CD(X) =0.

n(x) -funksiyany meselem seyle n(x) = 0saylamak bolyar
(%, < X< x) kesimin dasynda:

() =k(x—%)"(x=x1)" , (X <x<x)-kesimde k=const
kdpeldiji, n-bitin san. n(x) -funksiya Uznlksiz we Uzntksiz (2n-1)-
tertibe ¢enli 6nimleri bardyr, xo,X1 — nokatlarda nula dendir.

Bellik. Edil yokardaky yaly(x,y) -tekizlikde, D-yaylada ®(x,y)-
Uznliksiz funksiyanyn D-yaylada

[[ @0 y)n(x y)dxdy =0
D
n(x) -funksiyanyn erkin saylanan yagdayynda dine birndge

umumy sertleri yerine yetirmeginde. Edil sonun yaly hem n-gat
integrallar icin hem subut etmek bolyar.

n(xy) =K[(x=x)? +(y - y)* - 2",
|h|<8, il <e, ‘T]H<8, d(x,y)=0

Indi bolsa esasy lemma ekstremumyn hokmany sertinin alnan (2)
formula ulanyp, hokmany sertli yonekey funksionaly almak Gg¢tn
yonekeylesdirelin.

]'l(Fy— d Fy,j&ydx =0 (2)

24

Xl XZ
1 4 1
3 12
0 0 7
4

Ikinji setirin hemme agzalary nola den emma azat agza noldan
tapawutly boldy. Sonun Ugin bu denlemeler ulgamynyn ¢ozlwi
yokdur.

Mesele 2. Denlemeler ulgamyny ¢0zun.

X, —2X, + X3 =0
3X, + X, — 2%,
7%, +6X, +7X; =100

Cozulisi

Tablisa diizelin.
Xl XZ X3
11-2 1 0
3 1 -2 0
7 6 7 100

Bu yerden in onayly koeffisiyent hokminde 1-i saylap almak
bolar. Birinji setirden galanlaryny 6zgerdip alarys.
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Meseleler

Mesele 1. Denlemeler ulgamyny ¢ozln.

X, +3%, =24
-3X, —2X, =5

Cozilisi:

Bu denlemeler ulgamyndaky X, -nabellini X, -nin Gsti bilen
anladalyn.

X, =24 - 3X,
-3X, —2X, =5
Tablisa dizelin.
Xl XZ
12 16 -1
3 4 -2

Sonky 0zgertmeleri g6z 6nlnde tutup alarys.

Xl XZ

T 1
3 12

3 4 —2

Birinji setiri -3-e kdpeldip ikinji setir bilen jeml&p alarys:
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Eger lemmanyn serti yerine yetyan bolsa: y(x) egride ekstremum

yerine yetyan bolsa (F, _di F,.)- Uznuksiz funksiya, a wariyasia

oy -erkin kesgitlenen funksiya, sonun dgin Fy—diFy,EO,

y = y(x) (2) egri ¢yzykda ekstremum yerine yetyan bolsa, yagny
y = y(x)-ikinji tertipli differensial denlemanin g¢ozilisi bolup
F, _a F, =0, aydyii gorniisde

d

F,—Fy —Fy ¥y -F,y =0

Su denlem& Eylerin denlemesi diyilydar. Onun c¢ozllisi bolan
Eylerin deiilemesiniii integralyna y=y(xc,,c,)  ekstremaly
diyilyar. Ekstremala dinie funksionalyn ekstremumy yetip bolar.

9ly(x)]= TF(X, Y,y ki

Gyra meselesine seredelin

d _,
F =g Fr=0 Y(X)=Yoy(e)=,

X

Hemise meselanin ¢6zlulisini tapmak bolanok, eger tapylsa hem ol
yeke- tdk daldir. Wariasion meselelerin birndgesinin geometriki
ya-da fiziki manysynyn esasynda c¢ozlwini kesgitlemek bolar.
Eger gyra sertlerini yerine yetirydn Eylerin denlemesinin yeke -
tdk c¢ozllisi bar bolsa, onda ol yeke -tdk ekstremal, ol hem
seredilyan wariasion meselanin ¢6zllisi bolar.

Mysal 1. Haysy egrilerde
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wl2

olyl= [loyy -yl v =0, yir/2)=1

funksional ekstremuma yeterlik eye bolyar.

Cozllisi. Eylerin denlemesi y"+y=0g0rnise eyedir. Umumy
¢oziiwi y=C, cosx+C,sinxbolar. Gyra sertlerini peydalanyp
alarys: C,=0, C,=0. Seylelikde ekstremum y =sin x egride
bolar.

Mysal 2. Haysy egrilerde

oly()]=[l(y') +12xyix; y(©) =0, y@ =1

funksional ekstremuma yeterlik eye bolyar.
Cozllisi. Eylerin denlemesi y"—6x=0g0rnuse eyedir. Umumy

¢oziwi y=x°+Cx+C,bolar. Gyra sertlerini peydalanyp alarys:
C,=0, C,=0. Seylelikde ekstremum y = x* egride bolar.

26

w(t) =(VE(x —tVF (x)),  VE(x) <|VF (x —tVF (x))] ®
o[V ()] < IV 0] —tMIVE ()] VF ()

onda

f (%)= f (1) <o VE (%, )Hz(l—%tj =ac||Vf (X, )H2 (1)

nirede

c=1-2£ >0
2

bu yerde monoton toplanmak gelip ¢gykyar
f(x) = min f(x).

Seylelikde hemiselik M apriori nédbelli. « in ki¢i bilen hem
islemekligin ahjaty yok (peydasy) & bilen (regulirlemek)
amatlasdyrmak is gidip durka hasaplamak islenip duzildi. Olaryn
in yonekeyi (1) formula bilen baglansykly. Yagny u = u, diyip

o=—
7
saylayarys.
Eger sonda hem (1) formula yerine yetmese, onda u =2y,

bilen « = !
Ho
barlayarys.

saylap alyarys, yenede (1) form ulany
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810. Cyzykly dal programmirlemaénin sol bir adimli gradiyent
usuly

Funksiyanyn minimumyny gézlemekligin 6zi 6ran ullakan isdir,

sonun Ugin antigradiyente tarap hereket edende hemiselik adimli
gradiyent usuly, asakdaky shema boyunca ulanylyar:

X = % —aVi (X))

a >0, san. teorma seredelin.

Teorema 1.
Goy, f(x) — 2 gezek Uzniksiz differensirlenyan giuwercek
funksiya; yaylasy

R(Xo) = X/ (x) < f (%,)}

caklenen we su yaylada gessian H(x) asakdaky serti yerine

yetirilyar.
(HOn, )< p
eger
O<a<E
7,

onda usul funksional boyunga toplanyar.
Subudy. Seredelin

() - ki) = 10, -V (1) = [w (O

nirede
270

84. Eylerin denlemesinin hususy hallary

1. Eylerin denlemesinin yonekey hallarda integrirlensine seredelin:
1) F,y'-e bagly dal yagdayynda F=F(x,y) Eylerin denlemesi
F,(x,y)=0, F, =0 sofa gora gyra sertleri
y(x,)=Y, we y(x )=y, Yerine yetirilmeyar. Sotia gér seredilyan
wariasion meselénin ¢ozllisi yok. Dine ayratyn yagdayda hacan
F,(x,y)=0 (%.Y,) we (x,y,) nokatlardan gerek bagly, sonda
emele gelen egri ekstremuma yetip biler.

Mesele 1. ISl[y(x)]:.fyzdx, y(x)=Yo, Y(x)=y Eylerii

Xo

deiilemesi F, =0 ya-da y=0. Ekstremal y=0 gyra nokatlarynyn
ustunden gecyar hacan y, =0, y, =0.

y A
A B
° ~—»
0 Xo X1 X
1-nji surat

Eger y,=0; y,=0 bolsa, onda y=0 min funksionala

u:jyzdx, yagny v[y(x)]>0hagan y=0; v=0 bolyar. Eger
in bolmanda biri yp, y: nula den bolmasa, onda Uznlksiz
funksiyalarda funksional minimuma eye bolmayar, sebébi seyle
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bir yn(X)-yzygiderligi saylap (liznuksiz funksiyalar)onun grafigi
gik disyan nokatlardan (Xo,Yo) (Xo,X1), (X1,y1) duryandyr.

Tyzdx >0

Y(Xo) = Yo
y(x) =0,
Y(X1) =Y
2. F- funksiya y'-e ¢yzykly baglansykly
F(xy,y)=M(xy)+N(xy)y

Xy

ol - | M (x )+ Nk ) fo

Xo X

Xy < X< X,

Eylerin denlemesi asakdaky gorniisde yazylyar.
oM oN , d

—+—y' ——(N(x,y)=0
P o (NG y)
ya-da
M N N N
ay o ox 0oy
ya-da
oM N _
oy ox
VA
A
y
I B
A
A
Vo Vi
0 X0 X s 0 \0 \1 <
2-nji surat 3-nji surat
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*

iterasyyany gecirmeli, [%:Omj bolsa onda bolmanda 100
iterasiyany gecirmeli. Sonun (gin matematikler onun Ustinde
islediler hem-de isleyérler in onat minimumlasdyrma usullary
bilen sol usullaryn in onadynyn biri hem “catyrymdas gradiyent
usuly” ol yonekey, yylmanak funksiyalaryn minimumlasdyrma
usuly.

Belli bolgy yaly her-bir &dimde caltlasdyrylan asaklama usuly
bilen minimum meselesini bir nabelli funksiya Ucgin ¢dzmeli
bolyar

p(h)=f(x~hv(x)

269



Su alynan netije hakykatdan hem dogrydyr seb&bi bu netijani
yokarda getirilen kwadratik gdérnisdéki shema boyunca subut

edip bolyar. Dargydylan hem (9) formuladan X* nokadyn
tOwereginden hem-de

lim Vf(x, )=0,

k—o0

bilelikde (3)-formula bilen bilelikde alarys.

() 1) = [ ) - 1)
R eVt
N, W, =)

xmﬂwv-ﬂm—vﬂ*ﬂm‘ﬂf

(X,
1

Edil sonun yaly (4) formula bilen yerine yetirip, hem-de 2-nji
lemmanyn esasynda alarys: Bu isi talyplaryn 0ziine tejribe tgin
tabsyryaryn.  Seylelikde toplanmanyn tizligi caltlasdyrylan
agaklama usuly bilen, minimum nokadyn yakynynda geometric
progresiyanyi maydalowjysy bilen hasiyetlendirilyar.

m*
q:M*_m*_l_M*
*

M*+m*  m*

M *

belli bolsy yaly[lvI _Olj minimumy kesgitlemek (cin, onun

tertibinin dogrylygynyn désyanligini kesgitlemek tgin, bolanda 10
268

Edil 1-nji hasiyet yaly tukenikli yone differensial denleme dal,
sebébi in sonky denileme gyra sertlerini yerine yetirmeyér. Eger

M N _4 polsa, onda Mdx+ Ndydogry differensial bolyar.

oy Ox

Seyle hem %_‘Z_N:oumuman aydanda gyra sertlerini yerine
X

yetirmeyar. Diymek wariasion mesele (zniksiz funksiyalar
synpynda ¢oziise eye bolmayar.

X d
9= J[M +N d—ijdx = [ (Mdx + Ndy)

Wariasion mesele 6z manysyny yitiryér (integrirlemaninn yoluna
bagly bolmayar, yagny v --funksional rugsat edilen egrilerde onun
bahasy hemiselikdir).

Mesele 2.

y(x)]= j(yz +X7y b, y(0)=

oM ©N
—-——=0; y-x=0, y(0)=0

oy ox
birinji gyra sert yerine yetydr, yone ikinji gyra serti bolsa a=1
yerine yetydr. Eger a=1 bolsa, onda gyra sertini
kanagatlandyryan ekstremallar yokdur.
3. Fdine y' bagly: F=F(y')
Eylerin denlemesi F, y"=0.Sebabi F =F, =F  =0. Eger
y"=0, onda y=Cx+C, -goni c¢yzyklaryn ikiperimetriki
masgalasy. Eger F,,.(y') =0 denlemanin bir ya-da birnage hakyky
y' =k, kokleri bar bolsa, y'=kx+C, we vyokarda alnan
ikiperimetrli  masgalada saklanyan gonilerin  birperimetrli
masgalasyny alarys. Seylelikde, F =F(y") yagdayynda
ekstremallar bolup &hli mumkin bolan y=C x+C,goni ¢yzyklar
bolup duryar.
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Mesele 3.

[y())= [ ey

duganyn uzynlygyny kesgitlemeli

Coziilisi.

y=C;x+C,; ekstremala eyedir.

4. F-funksiya ditie x we y baglydyr. F(x,y’), Eylerin denlemesi

diFy'(X’ y')=0g6miilse eye bolar, onda birinji integral
X

F,(x,y')=C, eyedir. y-yoklugy sebépli ya y'-géra defileme

alynyp ya-da haysy hem bolsa bir perimetrin Usti bilen (ony

girizmeli).
14y
()= [ ox

Mesele 4.
y=y(x) bir nokatdan basga bir nokada suysmeginin wagty t, onda

Funksional
Xy 12
tizlik9=x$=x, dt=2%  we t:j;dv“yx

X X
y

X4/1+ Yy

y' =tgt diyip perimetr girizsek, onda denleme integrirlenyér

!

Elerit birinji denlemesi E,=C, ya-da =C,. Eger

1 :isint
Cl 1+Y'2 Cl

X =

ya-da x:asint, bu yerde El:Ci alarys.
1

30

Teorema 2: Tizlesdirilen asaklamausulu, only kesgitlenen
kwadratik gdrnise ulanylanda, ol norma boyunca toplanyar, 6zem
maydalowjysy geometric progressiyasyndan hayal daldir.
m
q= M-m _ LM
B S.om
M +m 141

seyle hem funksional boyunga maydalowjysynyi geometrik
progressiyasyndan hayal déldir.
Goy f(x) 2-gezek uziliniksiz differensirlenyan funksiya bolsun.

Onda X-azat nokadyn tdwereginde ol funksiya asakdaky gérnise
eye bolup biler.

f(x, +fn)=F(x, )+ (VF(x, ) h)t+%(H(xO)h )tz +0(t?)

H(xo) —simmetrik matrisa

)= fy (o )y ()= =2 (x,)

B ok, 0X

gessian diyilip atlandyrylyar. Goy tizlesdirilen asaklama usuly
f(x)-funksiyanyn x*-nokada minimumlasmagy toplanmaklygy t¢in
ulanylyan bolsun, seyle hem max M*, min m* hususy bahaly
bolmaklygy tcin, H(x*) gessian only kesgitlenen matrissadyr.
Onda tizlesdirilen agaklamanyn netijesini goz 6ninde tutup, kwad-
ratik gornis  Ggin,  asimptotiki  toplanmanyn tizligine,
(amamormuno) bir menzes (edil sonun yaly) bahalanmasyna
garasmak bolar.

||m M*—-m*
xic =% S M*m*
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(AXO’XO) Z 2 }\’17\’2

[Axolllxol 24+ 2,
denlik emele gelydr hacan

o :L; al = !
)‘1 + ﬂvz )‘1 + )*2
(7) densizlikden alarys
min  (Ax,x) 2 'mM

<0JAqfx| “ M+m

S1,S,, A-operatoryn hususy normirlenen wektorlary, olar
degislilikde max, we min hususy sanlardyr.
Lemmanyn subudyndan we (3) formuladan alarys:

f(Xy0) < f(xk)|:1_(|v|£”_\|_/l—2)2:| - f(xk)(M _mT

M+m

(7)

Seylelikde

f(xk)gf(xo)('\"‘mj2k (8)

M+m
Bu yerden |x,|| ticin bahany kesgitlemek bolar.

ks P e P -
“anl (o) b (n)
X<

seylelikde asakdaky teoremany aldyk:
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% —tgt, dy =tgtdx = tgt - C costdt = Cysin tdt .
X

Integrirlap alarys:

y=-Cicost+C,, x=Cysint, y—C, =—C;cost

tni yok edip  x2+(y—C,)? =Cs-towereklerii masgalasyny
alarys.
5. F —funksiya dine y we Yy’ bagly bolsa

=F(y.y)

Eylerin denlemesi F,—F, .y -F,y"=0 sebabi F,,=0. Eger

xy
hemmesini  y'agzalaryny kopeltsek di(F - y’Fy') dogry 6nim
X

bolyar.
Hakykytdan hem:

(;j (F- y'F, ) FYy+FY -yF,-F,y -F,yy =
_y(F F Y- Fy'y'y)

Eyleriii deiillemesi F —y'F,=C, birinji integrala eyedir. x-yok
bolmagy sebdpli y'géra derileme ya-da nabellileri bdlmek
diizgunini hem ulanyp bolyar.

Mesele 5. Aylanma Ustin in Kigi meselesi hakynda. Berlen gyra
sertlerine gord Ox —lar okunyn dasynda aylanmagyndan emele
gelydn in Kici meydanly Usti emele getirydn egri cyzygy
kesgitlemeli.
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Sly(x)]= anl yyl+y 2 dx,

Xo

onda

ya-da

y’l_'_ylZ_ yy — :C1

yonekeylesdirip alarys.

/L ==C;; y'=sht; y=Cgcht
1+y'
dx =d—),/ _Coshtat_ Cdt; x=Ct+Cy; y=Cgcht
y sht
t —ni yok edip:
x-C,
y=Cch

1

zynjyrly ¢cyzyklaryn masgalasy ya-da katenoidlar diyilyar.
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min
(Ax,x) 24/Mm )
[All| ~ M+n
[0

Subudy: Goy Xo-fiksirlenen (belleninen) azat hususy dal wektor.
Onda xg, Axo wek-torlar bilen emele gelen, E(xo) 2-Olgegli Kici
ginislige seredelin. E(xo) kwadratik gornisli  K(y)=(Ay,y)
yeE(x,) kesgitldlin bu kwadratik gornise, 2 6lgegli E(xo)Kigi
gornislikde kesgitlenen Kxo only, kesgitlenen simmetrik operatiw
de-gislidir. Eger A, A, (kemelmeyan tertipde) Ol operatoryn
hususy sanlary bolsa, hemde m=2i, <X, <M yerine yetyéan bolsa.
Onda ol, Vy e E(x,) netijesi bolup duryar.

miy[” < (A%, v, y)= Ay, y)< Aly[f

Goy E(xo)-kici ginigligin icinde Z\xo-operatoryﬁ {xl, x2} hususy
wek-torlary ortanormirlesdiryan ulgam we |x,| =1bolsun.

Onda x, —asakdaky gornisde yazalyn:

X, = 0,X, +0,X,, 0zem af +a; =1 onda:

(A%, %) _ afA+a3l,
[Axllxoll a2 +e2 2

sag tarapyny minimumlasdyryp (6) detilemeden a4 =1 sertine
goré alarys:

(6)
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1
(D(hk): E(Axkﬂ(hk)’ Xk+1(hk)):
2§0(hk): (Axk - hkAZXka - hkAXk):
= (Axk1xk)_ 2hk(AXk1AXk)+ hi(AZXkAXk)
CD'(hk): _(AXwAXk)"‘ hk(AZXwAXk): 0
_(AxAx,)
“ (A%, Ax,
yzgiderli yerinde goyup alarys
(A%, AX, )
A?X,, AX,
Goniden hasaplamanyn esasynda alarys:
(Ax,,Ax, )
f =f *11-
) =1l 1o )|
A-operatoryn hasiyetlerine gora: only kesgitlenen, simmetrik

AX,

X =X =

bolyanlygynyi esasynda B = JA bilen bellép, (3) formulany
Bxx=yx Kabul edip, asakdaky gorniisde yazmak bolar.

f<xk+1>f<xk>[1( (BB, ] ]

B*x,B°x, )(B?x,Bx, )

TR A T R

B2Y,B%Y, ) (Y. Vi)

f(xk){(A (Ay,. Y, ) }

Yk’AYk)(Yk’Yk)

Kwadrat skopkanyn icindaki anlatmany bahalamak tgin asak-
daky lemma seredelin.

Lemma 1:

Goy A-only, kesgitlenen, simmetrik operator M; m-max, min
hususy bahalary onda:
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85. Ekstremumyi hokmany serti.

Ekstremumyn hokmany sertini V funksionaldan almak
ucln 6nkiden umumy gornuse seredelin.

v[yl(x),yz(x),---,yn(X)]=I1F(X, Vs YareeesYon Yo Yo Yo JOX
&)

hemme funksiyalaryn gyra bahalarynyn serti bilen
Y1(X0)= Y10, Y2(0)= Y 20,.-.., Yn (X0)=Ynro,
y1(X1)= Y11, Yo(X1)=Y1,..., Yn (X1)=Yn1,
dine yeke bir funksiyany wariasiyasyna seredelin
Yi (X)’ (i =1 n)
galan hemme funksiyalary tytgetman goyalyn. Onda funksional
VIy1,Y2,..., yn] k6p funksiyalara baglylykdan dine bir funksiya
bagly funksionala owriler, yagny yi(x), v(Y,, Y0 ¥a)=V[¥i],
onda Eylerin denlemesini yerine yetirjek ekstremumy kesgitleyan
funksiya
R -F,
'odx
gornlsde yazylyar. Edil sonun yaly islendik yi(i :1,n) ucin hem
yazmak bolyar. Onda bizde 2-nji tertipli differensial denleme
emele gelyér. 2-nji tertipli denllemeler sistemasyny alarys.

F-9 Ry -0 (i=1n)
dx

=0 (2)

Yi

bu sistema 2n-perimetrli integral egrilerin masgalasyny emele
getiryar, X,y1,..., ¥n
gornuslikde wariasion meselesinin ekstremalyny kesgitleyar.
Eger biz 2-funksiya bagly bolan funksionalyn hususy
yagdayyna seretsek, onda y(x) we z(x)
vy(x) 2(0]= [Flx,y 2.y, 2'Hx @
Y(X0)=Yo, X(X0)=2o , Y(X1)=Y1, z(X1)= z1
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yagny ginislikdaki y=y(x) , z=z(x) egrileri saylamak esasynda
kesgitlenyér, yagny z(x) hemiselik diylip (funksiya) dine y(x)
warirowat edilyar.

1-nji surat

Biz seredilyan egrini seyle bir Uytgetyéris, netijede onun x0z
tekizligine bolan proyeksiyasy tytgemén galar yaly z=z(x). Edil
sonun yaly hem y=y(x) onda. Netijede biz Eylerin 2-i defilemeler
ulgamyny alyarys.

F, —%( F, =0, F —%( F, =0
34

(Vf<xk _VfXY)’ n)ﬁ%
bu yerden
vE(X, ) ;e
vi(y), e, | >ve(x, ]‘—E 25

bu yerden

f<xki )_f<)(kp+l)2 p %

v p-natural bolanda f(x)- funksiyanyn bu bolsa asakdan
kesgitlenenligine ters gelyar. Teorema subut edildi.

Hacan poloZitel (only) kesgitlenydn kwadrat, gornisinde
LW. Kantorowi¢ tarapyndan tizlesdirilen  lemmanyn
toplanmagynyn tizligi baradaky teorema subut edildi. Goy

f(x)zé(AX, X).  A>0 nirede A-only we  kesgitlenen
matrissa, M-max hususy san, m-min hususy san A-operatywyi.
Onda yesiflik bilen VE(X)=Ax  tizlisdirilen asaklamanyii
adimine goré

X1 = X, —h KAX_

nirede hy—minimum sertlerden kesgitlenilyér:
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Teorema 1: Uziiniksiz differensirlenyan, funksiyanyn (1) serti

yerine yetirende, Vf(Xk) gradiyentlerin yzygiderligi nula
ymtylyar:
lim VE(X,)=0 (2)

Hakykatdan yzygiderligin manatonlygynyn guyjine gora

{f (Xk)}oklo we (1) hasiyete gora {Xk}-kesg itlenen hem-de onun
clenleri

Sy, =(x)+f(X)<f(X,)S

yaylanyn icinde yerlesendir. A ol bolsa yapyk kesgitlenen
yayladyr. Vf(X) tzniksizliginden onun defilcegli S, -iginde
Uznuksizligi gelip ¢ykyar. yagny hemme

X, X'eS, we  nfn|=1
igin bardyr t>0 z(t)>0 funksiya

lim =(t)=0
(VF(x")-VE(x)n ) < z(jx - x])

Goy {Vf(X, )} nula ymtylmayan bolsun. Onda islendik V€ iigin
yzygiderlik

yagny seyle

V(X )is
bar bolup,
[VE(X )| = €. ki 2 k;,i=1,2,...; onda V h,
tgin |h =1 we y asakdaky serti yerine yetiryan bolsun
X, <
Asakdaky densizlik dogrydyr.
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i+1

Mesele 1. Funksionalyn ekstremalyny tapmaly.

T

vy(x),2(x)]= j; ly?+27+2yzdx,  y(0)=0, {zj =1
A0)=0 z@ 1

Eylerin denlemesi differensial denillemeler sistemasy

yn_z =O,

Z"—y=0
Gornlse eyedir. Funksiyanyn nabellilerinin birini yok edip, yagny
z-i yok edip, y'V-y=0 detileméni alarys.

v Z

B, Y=y

z=zfx)

v

Ay LV v

2-nji surat
Bu denlemdni integrirldp hemiselik koeffisiyentli ¢yzykly
denlemeleri alarys:
y=C1e* +Coe”+C3c0sX+C4sinx;
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Z — yH ,
7=C,€" +C,e™-C3Cc08X-CySinx.

Gyra sertlerinin esasynda taparys:
Ci=C,=C3=0,Cs=1 onda y:sinx , Z=-Sinx.
Mysal 2. Eger ysygyn (yagtylygyn) yayramagynyn tizligi bir
sydyrgyn (gornlsli) dal optiki sredada(yerde) 3 (x, y) den bolsa,
onda onun yagtylygyn yayramagynyn c¢yzygynyn differensial
denlemesini tapmaly.
Cozuwi.
Fermanyn prinsipine baglylykda ysyk haysy hem bolsa bir
A(X,,Y,) nokatdan beyleki bir B(X,, Y,) nokada egri ¢yzyk
boyunca dargayar we T az wagtyn icinde ysyk gecyér. Eger
g6zlenyén egrilerin denlemeleri y = y(x)we
z = z(x) gornlsde seredilyan bolsa, onda

Bu denleme (cin Eylerin denlemeler ulgamy

03 AJ1+y?+2z'% d y'

2 T 12 12 =O
oy 3 dx 9.1+ y'2+z
619 1+y72+272 d Zr O

+_ =
0z 9? dX 9 1+ y'?+z"?

ysygyn yayramagynyn ¢ygyny kesgitleyan ulgam bolar.
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89. Cyzykly dal programmirlemanin asaklygyna tizlesme -
gradiyent usuly

Bize belli bolsy yaly ugur -boyunca 6ntim, funksiyanyn berilen
ugurynyn artdyrmanyn ¢yzykly bdlegidir. Eger berilen nokatda
gradiyent nuldan tapawutly bolup, hereketin ugry bilen
gradiyentin ugry 0z aralarynda yiti burugy emele getirse, onda
yeterlik  Kicijik slysmeklikde gorkezilen ugur boyunca,
funksiyanyn bahasy-artyar, tersine siysse bolsa, funksiyanyn
bahasy-kemelyér. Bu hésiyetler bolsa, Gziliniksiz differensirlenyén
funksiyanyn bahasynyn yzygiderli gowulanma yagny min (max)
meselesini ¢cozmekde ulanylyar, degislilikde bu usula relaksasion
usul diyilyér. Eger hereket goni gradiyentin ugry boyunca bolsa,
onda ol usula gradiyent usuly diyilyar. Uzilyan gradiyent
funksiyalar Ugin bolsa, umumylasdyrylan gradiyent usuly islenip
dizilen. Biz bir-ndce yonekey we tejribede kop ulanylyan,
gradiyent usullaryn hasaplansyna seredelin.

1) Tizlesdirlen asaklama usuly

Goy f(x) — Uzuniksiz, differensirlenyan funksiya, E,-hemme

yerinde kesgitlenen we asakdaky hasiyeti yerine yetiryan bolsun

lim f(x)=+o0
x|+ (1)

Xo -haysy hem bolsa bir baslangyc nokat. Asakdaky gornusdaki
yzygiderlige seredelin. (calt asaklama usual) Proses

Xy =X, —h(X, VF(X,),K=12,...
nirede
h(xk)zo f(xk+1)= nr11i>n0 f(xk_th(Xk))
yagny prosessin  (yzygiderligin) her bir &diminde, biz
antigradiyentin uguryna tarap suysyaris, sol uguryin minimumna
cenli.

261



z +Zm:/f;[ f(x)-z]>2 +Zm:/ff[ f(x)-z2127 +Zm:/1i[fi (x)-2"]

(1—Zm:/ﬁ)z+

+Zz;fi(x)z(1—_§m:z:)z*+ > ﬁfi(x*)z(l—_zm:ﬂ,,)z*+ 2,5,(x)

i=1 i=1 i-1
kanagatlandyryan seyle bir 1,..., A otrisatel dal sanlar bardyr.
Eger p(x)>fi(x") bolsa, bu yerden ZA: =1 bolyandygyny alyarys.

i=1

Goy, R(x) fi(x)=gi(X) tcin “i”* indeksleriti kdpliigi bolsun.
Onda

SELNz TARK) 2 T4,

ieR(x") ieR(X") . . ieR(x") .
xeE,, > X =14 202 20ieR(X)
ieR(x")

kanagatlandyryan seyle bir {1},i e R(x") otrisatel dal sanlar

bardyr. Eger fi(x), i=1,...,m Uzniiksiz differensirlenyén bolsalar,
onda bu yerden

> 24 vE(x) =0, 24 =5k=0

ieR(x") ieR(x")

bolan A -lerin barlygy gelip ¢ykyar. (9) sert (6) minimaks
meselede x™ nokadyii optimaldygynyn zerur we yeterlik sertidir.
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86. Eyler - Puasson deiilemesi we onun hésiyetleri.

Berlen funksionaly ekstremuma dernemeli

X1
vIy)l= [ F(x y(x), y'(x).... y{i) bix 0
Xo
nirede funksional F, (n+2) gerek hemme argumentleri boyunca
differensirlenyan funksiya.
Goy, gyra sertleri asakdaky gorniisde bolsun:

y(xo) = Yo y’(xo) = yé,___’y(nfl)(xo) _ yo(nfl)
Y(Xl) =Y Y'(Xl) = yl',___,y(n—l) (Xl) _ yl(n-1)

gyra nokatlarda dine bir funksiyalaryn bahalary bolman eysem
olaryn onimlerinin (n-1) tertipld cenli hem berilendir. Goy
ekstremum bar bolan y=y(x) egri ¢yzyk funksiya 2n gezek

differensirlenyan  bolsun.  Goy,  y(x)=y(x) 2n gezek
differensirlenyan bolsun. Bir perimetrli funksiyalar masgalasyna

seredelin
y(x.a)=y(x)+a[y(x)- y(x)

ya-da

y(x.a) = y(x)+ady
hacan a=0  y(x,a)=y(x) a=1  y(x,y)=y(x) egri
v[y(x)]- funksionaly diie y=y(x,a) egriler masgalasynda
seretsek, onda funksional perimetri « @o6rd bolan funksiya
owriler we a =0 ekstremuma eye bolar. Onda

Svlya)l -0

------

Eylerin denlemesindéaki yaly edip asakdaky integraly alarys:

37



i'[F(x,y(x,oz),..., y ™ (x, 0 ) Jx =
(04
X1 A «=0 (2)
= '[(Fy6y +F, 0y +F . 6y"+ ...+ Fy(n)5y(”))dx
2-njide integraldan baslap sag tarapyny bir gezek bdlekleyin
integrirlesek onda:

1 ny,ay'dx - [F,0y] - fdd—XFy,éydx

Xo Xo

2. _[F Sy"dx = [F, 5y] —{%Fy,,ay} +j F Sydx

Xo

3.

Xo

X1

TFy<n)5y(”)dx = [ oy l)] - {d— Fy<n)5y(” 2)} + o

Xo

Xy

+(-2)

gyra sertlerinin esasynda hem-de
X=X, We X=X, y=8'=8"=-——=3" =0,
onda

X d d2 . dn
SV:I(F —&F +d—F +..+(-1) v J5ydx (3)

Xo

seredilyan egride ekstremuma eye bolyanlygy Gctin

5V=f(F 9 +d—F +.+ (- l)"(;jX J5ydx 0

. dx ¥ dx?
Esasy Lemmanyn esasynda ov = 0, yagny
d d? o d"
F-—F +—F,+.+(-1 F,m=0 4
dX y' dX ( ) an y(n) ( )

Seylelikde, y=y(x) funksiya (3) formuladaky funksionalyn

ekstremumunyn barlygyny goérkezyar.
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D ayA —c;=0,j=1..,mA >0

denlemeler ulgamyny kanagatlandyryandygyny, vyagny {Ai}
Lagranz kopeldijileri  ¢yzykly programmirleménin ikileyin
meselesinin yolbererlik ¢oziwlerdigini alarys.

Kun-Takkerin teoremasynyn ulanysy bilen bagly bolan beyleki
kébir netijelere, meselem, minimaks gornisli meselelere garalyn.

Gubergek minimaks meseleler indiki gérniisde formulirlenyar. E,
giniglikde kesgitlenen {fi(x)}, i=1,....m glbercek funksiyalaryn
masgalasy berlen. Goy,
(P(X): max f;(x)
1<i<m
bolsun . ¢(x)-it minimumyny tapmaklyk talap edilyér:

min max f.(x) ©)

X 1<i<m

Bu mesele giibercek programmirlemanin meselesine ansat
getirilyar:

fi(x)-z<0,i=1,...,m @)

sertlerde:

min z (8)
tapmaly. Dorudan—da her bir x nokada z=¢(x) hasaba alyp, (6)
meseldnin yolbererlik ¢oziwini goyup bileris. (7-8) meselanin
optimal ¢bzuwini ¢(x)-it minimumy alynyandygyny zerur we
yeterlik sertini alyarys;

Vo xwez A={1,....An>0 Ugin
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m+k+l m+k+l

fo (X)) + Z A F (X)) < £, (X)) + Z/l*i f.(x7)< f,(x)+
i=1
m+k+1
+ Z/l.f (x)
bolyan A {ﬂ.l Amm,} wektoryn bar bolmagy zerur we
yeterlikdir.

Kun-Takkerin teoremasyny ¢yzykly programmirlemedaki
ikileyinlik teoremasynyn umumylasdyrmasy, gérniisinde garamak
bolar. Goy, ¢yzykly programmirleméninn meselesi indiki gérnisde
bolsun:

n
caklendirmelerde chxj jemi minimizirlemeli. Eger bu

meselénin ¢6zuwi bar bolsa, onda Kun — Takkerin modofisirlenen

XxekE

teoremasyna layyklykda n we A>0, i=1,...,n bolanda

m n

ici +Zj“l[bl Za.,,

j=1 i=
n m n n m n

SZCJ- JrZA.[bI Zau J]<Zc +ZA.[b, ZauJ

j=1 i= 1= i= 1=

kanagatlandyryan m élcegli A" >0 wektor bardyr.
D cix, +Zl.[b Za“ =240+ ) x[c; Za“ )
=1 i=1 j=1

Bolyandygyny g6z ontinde tutup, biz A -nii
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(4) formula Eyler-Puassonyn denlemesi diyilyar. Onun integral
egrilerine seredilyén ekstremaly diyilydar. Umumy ¢ozlwi 2n azat
hemiselik sanlardan duryar. y(xo)=Yo , Y (Xo)=Yo, y(X1)=y1 olar gyra
sertlerinin Usti bilen kesgitlenyér. Seylelikde, y=y(x) funksiya
funksionalyin ekstremumyny vyerine vyetiryar. Ol bolsa (4)
denlemanin ¢6zulisi bolmaly.

Mesele 1. Funksionalyn ekstremalyny kesgitlemeli

1
()= [+ y2hix
0
y(0)=0,  y(0)=1 y©)=1 y@)=1
Eyler - Puassonyn denlemesi
d2
d 102
cozliisi y=Cyx*+Cox?+Cax+Cy. Gyra sertleriii esasynda:
C1:0, C2:0, C3:0, C4:0.
Seylelikde, ekstremuma y=x gonide yeter.
Mesele 2. Funksionalyn ekstremalyny kesgitlemeli

oly(x)]= [y - v +x2) dx,

yO)=1  y(0)=0, y(ﬁj=o, y'(ﬁj}l

v

—(2y")=0 ya-da y" =0 gdrniise eye bolar. Onuii umumy

O —yro N

Eyler - Puassonyn denlemesi y —y =0 gornlse eye bolar. Onun
umumy c¢ozlisi  y=C,e"+Ce™+Czcosx+Cysinx. Gyra sertlerisi
esasynda:

C1:0, C2:0, C3:1, C4:0.
Seylelikde, ekstremuma y=cosx egride yeter.
Eger funksional v asakdaky gorniisde berilse

vly(x) z(x)]= j F (x, Yoy e vy, ™z 2 z(m))ix

(%)
onda y(x) boyunga warirowat edip, z(x) fiksirlesek, onda Eyler-
Puassonyn denlemesi
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d 2 d"
Fy—&Fy,+...+(—1) 5 Fm =0 (6)

Xn
gornuse eye bolar. Edil sonun yaly hem z(x) boyunca warirowat
etsek y(x)—fiksirlenen diyip hasap etsek, onda:

d md”
F,-——F, +..+(-1 Fu. =0 7
z dX z ( ) de 2(m) ()
Onda
olar z(x) we y(x) 2 sany denlemeler sistemasyny yerine yetirmeli.
d nd”
F,—F, +..+(-1 Fo=0,
b odx Y 1) dx” v (8)
F, —iFZ' +...+(—1)’“d—|:(m) =0.
dx dx™ ?

Edil sonun yaly hem, islendik sanly funksiya bagly bolanda hem,
onun funksionalynyn ekstremumy kesgitlemek bolyar:

tx)[yl, Voren Yo )=
JF(X’ Yir Y10 Y1(n1)’ Yo y;,..., YE"Z’,..., Y y{n,..., ym(n"‘))dx

(9)
Eger biz haysy hem bolsa bir yi(x)-funksiya boyunca warirowat
edip hemme galanlaryny bolsa Ulytgetmédn saklasak, onda biz
wariasiyanyn hokmany sertini alarys:

d o d" .
F, —&Fyi,+...+(—l) e F,o =0, (=12..m) (10)
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Densizligin jubiti gornlsinde anladylyp biliner. Eger biz Kun -
Takkerin teoremasyny formal ulansak, onda Lagranz funksiyada
denlige 2 gosulyja (mBa caraemsix) layyk geler:

A[(e,X) + ]+ 4,[(=e, x) —c] = (4, — 4,)[(e, X) + ] =
= A[(e, x) + ]

bu yerde A =1, —A,. Otresateldallik sertine ditie A, we A, degisli,

A bolsa erkin san bolup biler. Seylelikde, biz indiki teoremany
formulirleyaris: (Kun-Takkerin modifisirlenen formulasy)
Teorema 1: Goy, gubergek programmirleménin meselesi bar
bolsun: x € Q ¢aklendirmelerde

min fo(x) )
tapmaly, bu yerde Q

f.(x)<0,i=1,...,m; (3)
f.(X)=(e,,X)+c, <0,i=m+1...m+Kk; (4)
f.(x)=(,X)+c,=0,i=m+k+1..m+k+I 5)

ulgam bilen berilyar we sleyter serti yerine yetirilyéar:

fi(X)<0, i=1,...m Ucin XeQ bardyr. Onda (2-5) meseléniii
optimal ¢6ziiwi X bolmak icin birinji (m+k) komponentalar
otrisatel bolmadyk we (x*,1") jubiit

m-+k+1

L(x,2) = f,()+ D A f(X),xeE; 4 >0,i=1..,m+k
i=1

Lagranz funksiyanyn eyerli nokady bolyan, yagny
A 20,i=1,...,m+k kanagatlandyryan x U¢inwe x € E,
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1) Q koplikde x™ -den tapawutly nokat bu yagdayda X=X ugur
bolup biler we Kun-Takkerin teoremasy adalatlydyr.

2) x nokat ©Q koplilkde yeke-tak. Goy, V - x nokada fo(x)
funksiyanyn umumylasdyrylan gradiyentinin erkin wektory
bolsun. Cyzykly programmirlemdnin meselesine seredelin.
(c;,¥)<c;, j=L..,k sertlerde min(V,x) tapmaly. Ol X
nokada yeketdk céziwe eye (c;,x)=c;, dedsizligi
kanagatlandyryan j=1,...k indekslere garalyn. Goy, olar i’
koplugi emele getirsinler.  (c;7)<O yerine yetydn n#0
wektorlarynn toplumy bos bolany ugin c; wektorlardan minimal
bolek koplik saylap almak bolar. Bu wektorlar (icin 21jej =0

i

densizligi kanagatlandyryan seyle bir polozitel A;>0 sanlar tapylar,
basga tarapdan V = Z(xjej . Bu yerden
i

V+Y (Aj—a;)k; =0
]

A sanlaryn islendikge uly bolup bilyénligi sebapli, onda
V+> A =0 kanagatlandyryan ;>0 bardyr. Bu yerden bizii
j

yagdayymyzdaky Kun-Takker  teoremanyn tassyklamasynyn
adalatlydygy gelip ¢ykyar. Su usulda modifisirlenen Kun -
Takkerin teoremasy adatca gubercek programmirleménin
meselesinin ¢aklendirmeler ulgamynda glbercek we ¢yzykly
densizliklerin hatarynda ¢yzykly denlemelerin  bar bolan
yagdayynda ulanylyar.

(e,x)+c=0 1)
gornlsli gyzykly denleme

(e,x)+c=0;
(-e,x)-c=0
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87. Wariasion hasaplamada Ostrogradskinin denlemesi we gat
integrallary

0Lz 01
z(x,¥)]= 1| F| x,y,z,—,— |dxdy,
o[z(x,y)] jj(y axayj y
funksoinalyn ekstremumyny deriemeli, sunlukda D yaylanyn C
aracaginde z(x,y) funksiyanyn bahalary berlen, yagny hemme

miimkin bolan Ustleriti gecmeli ginislikdaki C kontury berlen.

1z z=z{x,y)
(.__.,
0 >
y
X
1-nji surat
. , Lo 0L oz
Gysgalyk ucin seyle belgilemeleri gitizelin: ol P, 5 =
X

F funksiyany 3 gezek differensirlenydr diyip hasap edelin.

z = z(x,y) tekizligi 2 gezek differensirlenyar diyip hasap ederis.
z=2(x,y,a)=2(X,y)+ adz birperimetrli tekizliklerin
toplumyna seredelin. Bu yerde 6z=2z(x,y)-z(x,y), a=0
bolanda z=z(x,y) tekizligi, o=1 bolanda bolsa, z=7 (x,y) ké&bir
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yolbererlik tekizligi 6zinde jemleyéar. z=z(x,y, @) toplumyn
funksiyalarynda v funksional « funksiya éwrllyér, a=0 bolanda ol

ekstremuma eye bolmaly. Diymek, %v[z(x, y,a)]l,.,=0. a=0
a

bolanda v[z(X,y,a)]-dan a boyunca alnan 6niime funksionalyn
wariasiyasy diyilyar we ony év bilen belgilap alarys:

Sv = {ai [[Fecy.2(xy.a), p(x y.a),a(x, y,a))dxdy}
a D

= [[[F.62 + F,0p + F,safixdy
D

bu yerde

a=0

zZ(x,y,a) =z2(X,y) +adz,

oz(x,y,a)
OX
oz(x,y,a)

oy

p(X, Y, a) = = p(X,y) +adp,

ax,y,a) = =q(X, y) +adq.
i{F 52}:3{F Yoz +F_op
ox P ox P P
0

ay{F“ oz} = %{Fq Yoz +F,&q

bolany tgin
0 0
ij (F,dp + F,5q)dxdy = ij {a—X{Fp&M E{Fqéz}}dxdy -
0 0
— ||| —{F,}+ —{F,} |ozdxd
jﬂax{ o q}} y
yerine yetyar.
Bu yerde g{Fp}- x boyunca doly hususy 6niim. Ol hasaplananda
X

y fiksirlenen diylip hasap edilyar, z, p we g baglansyk bolsa
hasaba alynyar:
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88. Cyzykly dal programmirlemaniin meselesinin optimal
¢ozilis usullary

Bellik: Eger sleyter serti yerine yetmese, onda {x", A"} gérniisli
Lagranz funksiyanyn eyerli nokady bolman hem biler.
Indiki yonekey mysala garalyi: x°<0 sertde min(-x) tapmaly.
Sleyter serti yerine yetmeyar, sebabi x’<0 bolanda x —iti bahalar
koplugi bos. Optimum x=0 nokatda alynyar. LagranZ funksiyasy

L(x,4)=-X+AX?
gOrnuse eye. X boyunca minimumyn zerur serti % =-1+Ax=0
X

gornlsde yazylyar. x=0 bolanda bu serti kanagatlandyryan A
yokdur, yagny Lagranz funksiyanyn (0,A) gornusli sedlowoy
nokady yokdur.  Gubercek programmirleménin meselesinde
caklendirmeler hokmiinde ¢yzykly densizlik bolup biler. Sunda
Kun-Takkerin teoremasynyn zerurlygy subut edilende sleyter
sertinin yerine yetmegini dine ¢yzykly dal densizliklerin kesme
koplikleri G¢in talap etmeli. Dogrudan-da, Kun-Takkerin
teoremasyny subut edenimizde biz bolup biljek ugurlaryn
kopluginin bos daldigini gérkezmek Gcin sleyter sertini talap etdik.
Goy, céklendirmelerin ulgamy

. f;()<0,i=L,...m;
() (&, )=, j=L,..k

gornisli we j=1,...k dgin f;(X)<0i=1..m (e %) <c,

kanagatlandyryan seyle bir X nokat bar bolsun. Goy, X eQ

meselanin optimal ¢dzlwi bolsun. Onda 2 yagdayyn bolmagy
mumkin :
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VL) = ag¥ho (<) + Y avh, () Cul¥)=6

iel”
gorniisli wektordan ybarat. G - nin nul wektor saklayandygy icin
X nokatda L(x) minimum gazanylyar. i € 1" tigin o, =0 ulanyp
oL

we —=-1+Ax=0 belgllap
OX

L(x,A)= 2/1 (x)

funksiya garalyii. Bu funksiyanyin A = A bolanda x=xnokada x

boyunca minimal baha we x=x" bolanda {Z } nokada A4>0

boyunca maksimal baha eye bolyandygyny gormek ansat.

Sunlukda, {x*,f} Lagranz funksiyanyn eyerli nokady, subut
etmelimiz hem sudy. Kun — Takkerin teoremasy subut edildi.
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0 0z op oq
—{F.}=F,+F,—+F +F,—
ax{ o} =Fp +Fy ox  Pox  "Mox

we suna meﬁzeslikde

Otry=F +F, ZuF, P A

oy 8)/ Poy Moy
(I (@ + %dedy = [ (Ndy — Mdx) belli bolan Grin
C
formulasyndan peydalansak alarys:

I} { {F, 5z}+—{F 52}} [(F,dy - FdxJoz =0,

C

Soiiky integral nula def, sebabi C konturda &z = 0. Sebabi
hemme miimkin bolan Ustler sol bir C konturyii tstiinden gecyar.

0 0
g[Fp5p + Fq5q}ixdy = —J'DJ'{&{FP}WLE{F(J}}&dXdy,

we ekstremumyn zerur serti

_U(Fﬁz +F,0p+ Fq5q)dxdy =0

D
seyle gorniise eye bolyar

0 0
F,——{F,}——AF }j&dxdy =0.
Lf ( o Moyt

oz wariasiya erkin we birinji kdpeldiji Uznuksiz bolany ugin esasy
lemma boyunca z=z(x,y) ekstremumy kesgitleyar.

o 0 o
o Pt R =0

Diymek, z(x,y)
0 0
F, _&{Fp}__s{l:q}= 0
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denleménin ¢6ziwi.
Bu differensial denlem& Ostrogradskinin denlemesi diyilér.

viz(x, )] = ij H%jz {%T}dxdy

Mysal 1.

D yaylanyn C aracéginde z funksiyanyn bahalary berlen : z=f(x,y).

Berlen yagdayda Ostrogradskinin defilemesi seyle gornise eye
bolyar:

0’z 0%z
2t =0,
oX~ oy
ya-da gysgaca
Az=0,

yagny Laplasyn denllemesi bolup ¢ykyar. Sunlukda, bu
denleménin D yayladaky tizniiksiz ¢oziwini tapmaly. Bu
matematiki fizikanyn Dirihle meselesi diylip atlandyrylyan esasy
meselelerin biridir.

Mysal 2.
v[z(X, y)]:ﬂlI%j {%} + 22f (X, y)}dxdy

D yaylanyn aracdginde z funksiya berlen. ). Berlen yagdayda
Ostrogradskinin denilemesi seyle gornise eye bolyar:

0’z 01
ox? +c’iyz ),
ya-da gysgaca
Az=f(x,y),
Bu denlemd Puassonyn denilemesi diyilyar. Ol hem matematiki
fizikanyn meselelerinde kop gabat gelyar.
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*

VeG, ()

max (V,17)>0,G(X) = %{0 G; (X) (5)

}

€

G(x) kopliigin G giibercek yagny,

> a Vv, > a =La,20V, eG, (X)
vel L{0} v ’

gornusli wektorlarynyn toplumyna seredelin. Su koplik dgin (5)
densizlik saklanylyar:

max(V ,7)>0, hemme # igin (6)

Yone bu G nul wektory saklayandygyny atiladyar. Dogrudanda
G vyapyk cakli gubercek koplik. Eger G nuly saklamadyk
bolsady, onda nul nokatdan 1(82) hésiyete layyklykda hemme
V eG, (a,V)<O0 kanagatlandyryan a normal bilen gipertekizlik

gecirip bolardy. Ol blsa (6) defsizlige garsy gelyar. G - nii nul
wektory saklayandygyndan

oV, + ZaiVi =0,

-
iel

bu yerde V, € Gf0 (X*)’Vi € Gfi (X*)
kanagatlandyryan seyle bir o, >0,vel” U{O},Zau =1 sanlar

bardygy gelip ¢cykyar, seyle hem ¢, # 0, sebabi tersine bolan
halatynda W koplik bos bolardy. L, (x) = ¢, f,(X) + Zai f,(x)
iel”
funksiya seredeliii. Bu funksiya giibercek we X" nokada Gpi(x")
umumylasdyrylan gradiyentin kopligi
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fi(x)>0 bolsa, ondabu f,(x")+> 2 f(x")=0,i=1..,m.
i=1
yokardan céklilige garsy gelyar. Sonun tgin hemme i=1,...,m Ggin

f,(x")<0, yagny X €Q . Soiira X€Q holanda > A f(x)<0 we
i=1

sol sebépli:
fo(X)2 Fo(X)+ D A4 £ (x7) 2 fo(X)
i=1

Sunlukda x" optimal goziw.
Zerurlygy. Goy, x optimal ¢6zuw bolsun. Fi(x )=0

ie{l,...,

kanagatlandyryan seyle bir m} elerden ybarat bolan I”

indeksler kopliigine we sofira ahli 1 € | ucin fi;(x*) <0
kanagatlandyryan seyle bir # wektoryn W képligine garalyi. Goy,
k =W U{0} bolsun.

Bellik. Eger 1" bos bolsa onda W koplilk erkin nul dal
wektorlarda ybarat, k kdplik bolsa bitin ginisligi dolduryar diyip
hasap ederis. W-ny emele getiryan wektorlaryn képligi — bu x°
nokatdan bolup biljek ugurlaryii képligidir, yagny Xt107)n€2
kanagatlandyryan seyle bir t(#)>0 san tapylyan # ugurlardyr. Bu
yerde Q—Q koplugin icki nokatlarynyn bolek kopliigi. Sleyter
serti bize W kopliigiti bos dalligini beryar. x - minimum nokady
bolany tg¢in, mimkin bolan islendik ugurda f(x) kemelmeli daldir,
yagny W giryan islendik ugur boyunga énum otrisatel bolmaly

daldir. fo, (x') <0 kanagatlandyryan # kopligini W, diyip
belgilalin. Asakdaky sert yerine yetirilmeli:

Wo W =0 " gigmek, i€1” bolanda f;, (x")wef; (x") sol bir
wagtda otrisatel bolyan # ugur yokdyr. Islendik # igin

max max (V,n)=0
UE|*U{O}VEGfU(X*)( n)

gelip ¢cykyar. Bu yerden:
252

Mysal 3. Ustiii minimal meydanyny tapmak meselesi C berlen
kontur yapylanda ol asakdaky minimum funksionaly deriiemeklige

getiryar.
S[z(x,y)]= H\/H [gjz + [gjzdxdy
5 OX oy

Onda Ostrogradskinin denilemesi asakdaky gorniisde yazmak

bolyar:
X|J1+p?+q*| O |[J1+p°+¢?

2 2 2 2 2
a—§l+ @ _2@@82 +a—§ l+[@j =0
OX oy OX 0y OX0y oy OX

yagny her bir nokadyn orta egriligi nula dei. Minimal Ustlerin
fiziki yerlesdirmesi sabyn képugin gabygy C berlen kontury
yapyar.

ya-da
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88. Perimetrik gornusdaki wariasion meselelerin ¢ozilisi.

Bir nace wariasion meselelerin ¢ozlwini perimetrik gdornisde
gbzlemek amatly bolyar.Meselem yokarda sereden izoperimetrik
meselede berilen uzynlygy yapyk egri L-¢yzyk bilen ¢éklendirilen
maksimum S meydany kesgitlemeklik (cin ony c¢ozulisini
v — y(x) gornisde gozlemek ansat bolmayar, sebabi meselani
manysyna g6ra y(x) funksiya bir bahaly daldir, sona gord
seredilyan meselanin ¢ozilisini x = x(t) y = y(t) perimetrik
gornusde gozlemeklik amatly bolyar.Sona gora hazirki yagdayda
funksionalyn ekstremumyny asakdaky gornusde gozlemek gerek.
T

STy O) = [ oy ) d

0

A 4

1-nji surat
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cozlwlerinin goOzlegini ansatlagdyryan  6rdan mdhim indiki
hasiyete eye:

Teorema 1: Gubercek programmirlemanin meselesinin islendik
lokal minimumy global minimumdyr.

Subudy: Eger X €€ lokal minimumyi nokady bolsa onda seyle
bir S(x") etrap bar bolup, X € 2(1S(X) polanda fo(x)-fo(x")=0

yerine yeter. Goy, ~X 2 degisli nokat we T (%) < T(X') polsun,
Goy 0<a <1 polsun.

f (=o)X +ox) < L—a)f (X ) +aof (x) < f(x7)

Yone kigi #—da  (1-a)x" +axe QMNS(X) garsyiyga geldik .
bu yerden x” nokada global minimuma yetilyandigi gelip cykyar.
Teorema 2: (Kun-Takkerin teoremasy). Goy, (2-3) meselanin Q
yaylasynyi icki nokatlary bar bolsun, yagny sleyter serti
kanagatlansyn: &hli i=1,...,m gin fj(x)<0 kanagatlandyryan

X € Q par bolsun. Onda x* (2-3) meselanii optimal ¢oziiwi
bolmagy iicin (x,4") jibitin

L(x,1) = fo(x)+Zm:Ai f.(x),xeE;1>0

Lagranz funksiyasynyn sedlowoy nokady bolyan otresatel dal m
Olcegli 2 ={A}", wektoryn bar bolmagy zerur we yeterlik,

yagny:

00+ 2 A0 2,0+ 2 AT (x) >

R o ()
> fo(xX)+ D> A4 fi(x)=0,i=1...m.
i=1
Subudy:
Yeterligi: Goy, (4) yerine yetirilyan bolsun. Eger k&bir | Ggin
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87. Cyzykly dal gubercek programmirlemé gelyan amaly
meseleler

M yapyk gubercek koplikde fo(x) giibergek funksiyanyn minimal
bahasyny tapmaklygyn meselesini biz gubercek
programmirlemanin meselesi diyip atlandyralyn. M kopligin
fi(x)<0 (i=1,..,m) gubercek densizlikler ulgamy bilen kesgitlenyan
yagdaya seredelin. Gubercek programmirleménin meselesi
hékminde biz indiki meseld disuneris:

fi(x)<0; i=1,...m (1)
fi(x)<0, i=1,....,m ¢é&klenmelerde

min fo(X) 2)

tapmaly. Bu yerde f (x),v=01..m - n olcegli E, yewklid
ginigliginde kesgitlenen gubercek funksiyalar. fi(x)<0 gornusli
her bir densizlik ya bos ya-da Q. glbergek kopliigi kesgitleyar.
Dogrudanam, goy Q. bos dal x;,x; € Q, yagny fi(x)<0, fi(x2)<0 we
goy &,;,0,>0, @;+@,=1 bolsun. Onda fi(x) gubercekligi
esasynda alarys:

fila X +a%,) <o fi (%) +a, f,(X,) <0 3)

Diymek oy, +a, %, € Q. Bu yerden Q, gubercek koplik. Onun

yapyklygy yerlikli (2) densizlikler ulgamyna ya bas ya-da yapyk

we glibercek bolan Q= (m]Qi kopliik degisli. Eger €2 bos bolsa,
i=1

onda (2-3) meselénin yolbererlik ¢ozuwleri yokdur. Eger €2 cékli

bolsa, onda meselanin ¢ozlwi bar, sebabi tzniksiz funksiya (fi(x)
glbercek funksiya Uzniksiz ) yapyk ¢ékli kdplikde minimal baha

eye bolyar. Eger 2 cakli dal bolsa, onda optimal ¢oziiw bolman
hem biler. Guibercek programmirlemanin meseleleri olaryn
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L = fﬂ v-;;;? + y2 dt -serti yerine yetse nirede L-perimetir

hemiselikdir.Goy, asakdaky funksionaly ekstremumy
dernénimizde

L@, y@] = [ F (x(©),y©.55) x(@at

yokarda seredilen funksional 6zgerdilenden soiira, integral
asagyndaky funksiya, asakdaky gorniisde eye bolyar.

F(x&ly&lié?)x&)

yagny aydyin gornisde t-ni dziinde saklamak seyle hem X we

V nébellilere gora yonekey gornisli funksiya bolup, yonekeyligin
birinji derejesindedi.
Seylelik bilen 9 [x(r), y(+)]-funksional erkin dél funksional
bolup asakdaky rg(‘jrnusde eyedir.
1

[ @(6x0.(0,100,5) it

ty
x(t), ¥(t) 2-i funksiya bagly bolup, érén hususy yagdayda seyle
funksional emele gelyar, integral asagyndaky funksiya aydyn
gornlisde 6zlinde t-ni saklamayar we birinji derejeli yonekey bolup
seyle hem X we W nabellilere gora yonekeydir. Eger biz basga
bir g6rnusli perimetrik egrilere seretsek x (<), y(¢), onda

funksional 19 (x, 1) asakdaky gornisde 6zgerer
T1

Ay
F (20,2 ) dr
x, /
To
gorstimiz yaly funksional 1 6z gornlsini Uytgedenok hagan

perimetrik gornlsin  Uytgani bilen.Diymek funksional 19
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perimetrik gornise bagly bolman ol dine egrinin gdrndsine
baglydyr.Bu sertin dogrydygyna biz asakdaky tassyklamanyn
esasynda g0z yetirip bileris.
Eger funksionalyn integral asagyndaky funksiyasy
ty

IEORC) B RICHCRTOR ORTC) I O
t-ni aydyn gdrnusdeuézijnde saklamasa we yonekey gornlsli birinji
derejeli funksiya we onun oniimleri X,y bolsalar, onda
funksional 9[x(t),v(t)] die x = x{t) we y = y(t)
egrilere bagly bolup, onun perimetrik gérnisine bagly bolmayar.
Yagny (1) nirede @ (x, y, kx, k) = k®(x, v, %, 7)

Indi bolsa tdze perimetrik gérnise seredelin goy

7= (t), (@(t) # 0),x = x(7),y = y(7)

Onda
ty
f @ (x(0),y(0),5(), 3(0))dt =
£y
T
i ™ . . . dT
= | ¢ (050 10,003 0) 7

ty

M-yonekey funksiya bolyanlygy tcin we birinji dereje
yonekeyligi we onui 6niimlerinin X we ) hem yonekeyligi tgin

®(x,y,5¢,9,8) = ¢®(x,3,%,7,)

Bu yerden
£ T
J- @ I:XF v J.(n }'r)dt = [ D (x-' Y j:"'f jl'r::ldT
b %
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céklendirmeler ulgamy bolsa islendik G yaylada

Gzn:xjéc (6)
X. >0 @)

(5)-(7) X;-baglylykda  ¢yzykly  ya-da  ¢yzykly  dal
programmirlemaniii  meselesi bolyar. Yene bir meseld seredelin,
yagny goy gurlusyk guramasy n-durli senagat gurlusuk binalaryny
galdyrmak Ugin tabsyryklary yerine yetiryan bolsun. Gurlusygyn
binalarynyn j-nji gornlsi islendik bir tehnalogiki shemada yerine
yetirilydn bolsun. Eger I-nji binany s-nji tehnalogiki shemada
yerine yetirilydn bolsa onda serisdelerin ¢ykdajylarynyn ululygy -
a,, netijede gurlusygyn guramasy C(x,)-ululykda girdeyji
almaga mumkingilik berydn bolsun. Seyle bir shemany saylap
almaly, hacan galdyrylan senagat binalary gurlusyk max girdeyji
beryan bolsa, onda onuii max modeli

F(x) = Zn“zk:C(xls) — max
YYalx <b,  (i=im)

1=1 s=1

o )L eger (I =1n)
! 0, eger (s:l,_k)

F(0 = F (9

gornulsde alynyar.
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bahany tapmak ugcin (1)-(2) densizliklere hem-de (4) serte (2)-(3)
g0z o6nline tutmak bilen tapmak bolyar. (1)-(2) degislidir: biz bazis
usulyny ulanyp, we gosmaca (2-3) sertler g6z Oniinde tutup,
tikenikli ~ &dimden sonra bu meselanin optimal ¢Oziwinin
bardygyny ya-da yokdugyny kesgitlap bilyéris. Seylelikde kwadrat
programmirlemanin  meselesinin  ¢Ozllis prosesi asakdaky
tapgyrlardan duryar:

1) Lagranzyn funksiyasyny dizmeli;

2) (1)-(2) gornlisde hokmany we yeterlik sertini LagranZzyn
funksiyasy Ugin eyer nokatlaryn bardygyny gorkezmeli;

3) Tazeden gosmaca girizilen bazislerin Usti bilen onun
usulyny ulanyp, Lagranzyn funksiyasy (cin eyer
nokatlaryn bardygyny hem-de onun koordinatalaryny
gorkezmeli, eger-de yok bolsa, onun yokdugyny
gorkezmeli.

4) Netijede meselanin optimal ¢ozuwini kesgitlemeli we
maksat funksiyany tapmaly.

Separabel meselelere gelyan amaly meseleler.

Ykdysadyyetde  wajyp  meselelerin  icinde  pudaklaryn
kéarhanalaryn olaryn bolumlerinin we bdlimgelerinin arasynda
maya goyumlaryin optimal bollnisinin meselesi 6ran gyzykly
meseledir.

Goy, bize asakdaky gornlisde mesele berlen bolsun. Goy n
dirli pudaklaryn ozone mahsus bolan énimleri éndiryan bolsun,
maya goyumlaryn peydalylygy j-njy pudagyn girdeyjisiniii ;-
ululyga baglylykdaky funksiyasy bilen kesgitlenilyar. C-ululygy
yagny serisdeleri pudaklar arasynda seyle bolinmeli, netijede jemi
alynyan peyda max bolmaly, eger bu funksiya ¢yzykly bolsa, onda
biz ¢yzykly programmirleménin meselesini alyarys, yagny bize
belli bolan:

F(x):Zn:qj(xj)—>max (5)
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yagny integral asagyndaky funksiya lytgemedi onun perimetrik
gOrnusinin ytgemegi bilen Duganyn uzynlygy

L4 [ =3 . 2
5 [E T R

%f:l(xj-' xy)dt - egri bilen caklendirilen meydan seyle
0

funksionallara mysal bolup biler.Funksionalyn ekstremalyny
tapmak tgin onun asakdaky gorniisine seredelin

T1

oL,y = [ @loyi e

Ty

nirede D-ybnekey funksiya birinji derejeli X we y gora. Seyle
hem funksional t¢in Eylerin denilemesinin sistemasyny ¢ozmeli

d d

D, —Etbﬁ =0, ¢, - ;':1:'_.;, =10

yone seredilyan hususy yagdayda bu denlemeler 06zara
baglansyksyz daldirler. Bu denlemelerin birisi beylekisinin netijesi
bolup duryar. Sonun Ugin birini alyp ony integrirldp perimetri
saylap kesgitleyén denlleme bilen bilelikde.
Meselem

d
D, — E‘Di = 0, defilemd (K. D) x>+ 372=1

birikdirip, yagny perimetir duganyn uzynlygyny almalydygyny
gOrkezyér.
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89. Esasy wariasion prinsipinii birndge mehaniki meselelerde
ulanylysy

Mehanikada esasy wariasion prinsip diyip Ostragradskiy-
Gameltonyn  stasionarlyk hereketinin  prinspine aydylyar.
Hakykatdan hem material nokatlaryn sistemasynyn hereketi onun
stasionar bahalaryny kanagatlandyryar.

Ostragradskiy-Gamiltonyn  stasionar t&sir ediji ~ prinspi
mehanikada esasy wariasion prinsip bolup kesgitleyji material
nokatlaryn sisremasynyn hereketi bilen 6zara mimkin bolan
bilelikdaki arabaglansygyn esasynda stasionar bahalary beryén
hakykatdan emele gelyan hereketin integraly

mir’

2

[ (T—1)dt, T-=
t (@D)]

nirede T-kinetik energiyasy U-potensial energiya sistemasy. Bu
prinsipi birndce mehaniki meselelere ulanalyn.

Mesele. Goy bize m; (i = 1,n) massaly, material nokatlaryn
sistemasy berlen bolsun,seyle hem ol  nokatlaryn
koordinatalary(x,,v,,z,),ofia tasir ediji glycler F bolup gilyc
funksiyasyna U-eyedir (potensial),we dine koordinatalara bagly
bolup

au atr ou
F.xr= : Fy = . F==

L . L ar. ! L .
dx; ay; 0=;

Nirede[F:-x, F:-}_JFE-Z ) ,F-wektoryn koordinatalary,bolup(x;,v;,z;)-

nokatlara t&sir ediji glycdir.Bu sistemanyn hereketinin
differansial denlemesini tapmaly.
Bu yagdayda kinetiki energiya
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86. Sekillendirilen kwadrat programmirlemanii meselesi tgin
Lagranzyn funksiyasy

L, =JZl:djxj +ZZijxkxj +. (b, —Z;aijxj)
- =

k=1 j=1
eger-de

0

L =(Yo:Xo) = (1 X200 X3 Y1 Yz 0ees ¥)

eyer nokatlary bolsa, onda bu nokatlarda yokardaky gatnasyklar
yerine yetyar. Egerde biz gosmagca téze nabelliler girizsek, yagny
V;, W,; densizlikleri denlema dwirip kwadrat programmirlemanin
meselesinin matematiki modellerini asakdaky gornisde yazmak
bolyar.

Ly =0 (j=1m) (1)
OX;

%o w=0 (i=im) @
xXV,=0  (j=1n) ©)
YW=0  (i=1m) ()
X; >0,V >0, W, >0, y/ >0

Yokarda berlen kwadrat programmirleméniin meselesini
cozmek Ucin (1)-(2) yerine tazeden alynan (1) we (2) sistemanyn
onyn ¢Ozulisini kesgitlemeli. Ol bolsa (3) we (4) sertlerin
kanagatlandyryan yagdayynda kesgitlemeli. Bu ¢6ziw bolsa
gosmaca nabellilerini yagny bazisi girizip, onun usulyny
peydalanyp bu meseldnin ¢oziwini peydalanyp bolyar, egerde
maksat funksiya

F =ZMyi — max
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85. Kwadrat programmirleme meselesi we onuin matematiki
modeli

Kesgitleme 1. X;,X,,...,X, nabellilere gorda kwadrat goérntsli

diylip, ol ndbellilere goréasan funksiyasyna aydylyar we asakdaky
gOrnusde yazylyar.

F(X) = Cpx % +CoX X, + CaX Xy + ...+ Co X, X, +
n n

+CpXoXp 0= D D" CXiXy,

k=1 j=1

Kesgitleme 2. F(x) kwadrat gornus onyn dal diylip aydylyar, eger
islendik x,,X,,...,x, saylanan nabellilerin bahasy Gcin hemme
nabellilerin bahasy bir pursatyn 6ziinde 0-a den daldir.

Teorema. Kwadrat gornis gubercek funksiya bolyar, eger ol
onyn yarym kesgitlenen bolsa we oyuk funksiya bolyar, eger ol
onyn dal yarym mesele bolsa.

Kesgitleme: F(x) funksiyanyn bahasynyn max hem-de min
bahasyny kesgitlemekden duryar, eger ol asakdaky sertleri yerine
yetiryan bolsa:

f(x)=zn"djxj +iicijkxj @

k=1 j=1
D a;x; <b, (2)
j=1
X, 0 ®
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n
T==% m (32 452 +27)
i=1

Mehanikadaky wariasiyanyn esasy prinsipi bolup Ostragradskiy-
Gameltonyn stasionar tasir ediji prinsipine aydylyar.

1) Nokadyn impulsy onun tizligi we massasy arkaly anladylyar
we ol nokadyn in moéhim hasiyetnamalarynyn biri bolup,
mehaniki One hereketin 6lcegidir.

2) Kinetik energiya jisimiii mehaniki hereketinin 6lcegidir.Onun
ululygy togtadylyp baslandan soti , doly duryanga jisimin yerine
yetirip biljek isine dendir.

my

T=——, A=T,—T, =AT ululyk.

3) Yokary galdyrylan jisimiin ya-da gysylan prufinin &tiyac
energiyasyna potensial energiya diyilyér.
4) Glyjun vyerine vyetiryan isi jisimin orun Gytgetmesinif
trayektoriyasyna bagly bolsa,beyle guyclere dissipatiw glycler
5) Ulgamyn kinetik we potensial energiyalaryi jemi bu ulgamyn
doly mehanik energiyasyny beryar.

E=T+E,
Potensial energiya sistemasy (U)-dendir.Eylerin  denlemeler
sistemalary (1) integraly tcin asakdaky gorniise eye bolup biler.
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Eger hereket haysy hem bolsa bir ,azat sistema degisli bolup ona
bagly bolsa

@ (82X, X0 s X Vi Voo s Vo E1, 20, s Z,) = 0
-;I —
(j=1,m,m < 3n)

Onda m  ndbellileri 3n—m baglansykly denlemeden azat
nabellilerin Usti bilen anladyp ( t-wagty hasaba almazdan ) ya-da
hemme 3n n&bellileri 3n-m téze baglansyksyz nabellilerin Gsti
bilen anladyp koordinatalaty

1.9z, Q3n-m
Onda Twe U-energiyalara edil funksiya hokmiinde seretmek
mumkin bolardy.

4192,.93n-m
we t;

T = T(q1:92: 1 9an-ms 911 921 =1 4 3n-m: t)
Onda Eylerin denlemeler sistemasy asakdaky gérniise eye bolar:

(T —U) d ar

———=0(j=13n—m)
dq,  drdg, (j=13n-m
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wektor bar bolup, y’>0 bolsa, (X,,Y,)-Lagranzys
funksiyasynysi eyer nokatlary bolsa.

Eger f(x), g(x) funksiyalar Giznuksiz differensirlenyan bolsalar
onda teorema 2 analitik anlatmalar bilen doldurylan bolmagy
mimkin, ol bolsa 6z gezeginde Lagranzyn funksiyasynyn
(X,,Y,) nokatlarda eyer nokatlaryn bolmagyny kesgitlenen
hdkmany sertidir hem yeterlikdir.

Lo <o (j=1n) (6)
Eixj
o0y
Xj8_><j_0 @)
x; 20 (j=1n) (8)
oL . —
—>0 (i =1, 9
&, (i=1m) 9)
oLy _
Yia_i_o (10)
y?>0 (i=1m) (11)
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Netije. (10-12)-& gubercekligi ya-da oyuklygy dine g,(x) gora,
hacan f(x) bilen, g;(x) funksiyalar bir wagtyn 06ziinde oyuk hem-
de gubercek bolmasa.

Teoremal. islendik lokal max(min) glbercek programmirleméanisn
meselesi bolsa onda ol sol bir wagtyz 6ziinde global hem bolyar.
Teoremanyr subudy gubercekligiz hem oyuklygys Usti bilen
yonekeyje subut edilyar.

Kesgitleme 5: (1-3) programmirleménin meselesinde Lagranzyn
funksiyasy diylip, asakdaky funksiya aydylyar:

L(X, Xy yeees X Yio Yoo Yo ) = F (X Xy, X)) +

+Zyi[bi =0 (X, X000 X,)]
i=1
Nirede y,,Y,,..., ¥, - Lagranzyn kopeldijisi.
Kesgitleme 6: (X,,Y,) = (X, X3, X0, Yy, Vg, Yo) NOKatlara

Lagranzyn funksiyasynyn eyer nokatlary diyilyar.

L(Xys Xgreer X Y1 s Yo veen V) < LOXC X3 0o X0, V14 Vg e Vi) <

< LG XX Yo Yo Vo)
Eger asakdaky sertler yerine yetyan bolsa:
X; 20 we y, >0 (j=1n),(i=1m)
Teorema 2. (Kun-Tekkeir) (10-12) dgin mumkin bolan (rugsat
edilen) coziwlerin kopligin kadalasdyrma hésiyetine eye bolyan

bolsa, onda X, = x;,X;,...,X; nokatlarysi optimal nokatlar bolyar,
yagny optimal meyilnamasy bolyar, hagan Y, =y ,y5,..,yo
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810. Dartylan simin(taryn) azat yrgyldylarynyn differensial
deiilemesi

Koordinatalar baslangyjynyn simin bir ujunda yerlesdireli. Sim
ox-okuna gora dartyltyp durnukly yagdayda bir géninin Gstlinde
yerlesdirilen. Ol goni ox-oky bilen gabat gelydr. Onun t-pursatda
durnukly yagdaydan siysmesi gysarmasy U(x,t)-absissa we t
gora funksiya bolyar.

u=u(x.z)

1-nji surat
Absolyut yumsak simin, U elementin potensial energiyasy ,simin
dartgynlygyna proporsionaldyr. Simin dx bélegi mayysgaklyk
yagdaya, tikeniksiz kici yokary tertipli takyklykda ,onun uzynlygy

—

ds= |1+ U dx
R

we elementin degislilikde uzalmasy
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(*.,'I 1+ut— 1) 4 den. Teyloryn formulasy esasynda.

| 2 1 =
N|1—u; A 1—51!;

U, —yeterik derejede Kici diyip, U.-niii yokary derejelerini
hasaba almazdan, potensial energiyanyn elementini Gk”;j dx

den diyip hasap edip(k-proporsional koépeldiji), umumy simin
potensial energiyasy

%_]; kL’: dx
dendir. )
Simin Kinetiki energiyasy
1 re 2
:.Jﬂc. pUI dr

dendir, nirede p -dykyzlyk, onda (1) integral bu yagdayda
asakdaky gornise eyedir.

f'.-_ = 1 = 1 2
u=f f [—pﬂi — 2k’ dxdt
o H] 2 2

Simin herekitinin denllemesi , Ostragragskiynin = funksional ¢in
denlemesidir.Seylelikde simin hereketinin denlemesi , asakdaky
gornlse eyedir.

d : d :
a(ﬁ‘u:}_ E(kuxj =0

Eger sim bir tipli bolsa onda p we k hemiselik bolup, simin
yrgyldysynyn denilemesi yonekeylesyar.
*u *U

— -0
P ERS:
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84. Gubercgek programmirlemanin meselesi

Goy, bize c¢yzykly dal programmirleménin meselesi berlen
bolsun, yagny

f (X, X5,...,X,) = max(min) @
9, (X, Xy, X, ) <b (I=1m) (2)
X; 20 3)

Bu meseléni ¢dzmek tgin belli bir yol yokdur.yone f(x), g(x)-
gosmaga caklendirmeler gosulyp, birndce denlemeler synpyna
gOré orén onat ¢ozmek bolyar. Meselem, f(x) funksiya gubercek
we ¢Ozuwi bar bolan yaylasy giibercekdir (oyukdyr).

Kesgitlemel: x gibercek kopliikde berlen f(x)-glbercek diyilyér,
eger islendik nokatlar sol x-dan bolup, islendik A (cin asakdaky
gatnasyk yerine yetyén bolsa

0<21<L)
fIAX, + A-A)x 1< Af(X,) +(Q-A4) f(x) 4

Kesgitleme2: Eger x glbercek koplikde berlen f(x) funksiya oyuk

......

asakdaky gatnasyk yerine yetyan bolsa, (0< A1 <1)
fFIAX, + L= A)x = Af (%) +(L-2) f(x) (5)

Kesgitleme3: (1-3) denligin mimkin bolan (rugsat edilen) ¢cozlwi
kadalasdyrma serti kanagatlandyryar diyilydr, eger in bolmanda
yeke-tak x, nokat bar bolup, mimkin bolan yaylasyna degisli
bolsa we g;(x)<b, densizligi yerine yetydn bolsa, onda ol
kadalasdyrylandyr.

Kesgitleme4: (10-12)-& gubercek meselesi diylip aydylyar, eger
f(x) funksiya anyk (gubercek), g(x) tersine guibercek (oyuk) bolsa.

243



2) Nabellilerden x we L kopeldijilerden A, hususy énumleri

alyp, o-a denlap almaly;

3) Emele gelen (8-9) cozlp, tapylan nokatlaryn meselénin
ekstremumyny kesgitlemeli. Tapylan nokatlaryn iginden
max(min) nokatlary kesgitlap, optimal ¢oziwini tapmaly.

Bellik:Lagranzyn kopeldiji usulyny hacan
f (X, X;,...,X,) = max(min)

g;(X, %, X, ) <b  (i=1m)

yagny nabellilerin, baglanysyk hésiyeti serti densizlik bolanda
maksat funksiyany f(x) hi¢ hili sertsiz ekstremumyny
kesgitleyaris, sonar bolsa 0-a denldp hususy 6niimine gora onun
nokatlaryny kesgitlap solaryn iginden g(x) g(x)<b koordinatalary
tapyp, sonra

iga_gzo, k=1n
oX, OX,

g(x)=b

Yokardaky serti kanagatlandyryan nokatlary kesgitleyaris.
Denlemani kanagatlandyryan nokatlary tapyp, g(x)<b bolsa, sol
densizligi kanagatlandyryan edil sertsiz ekstremumy tapylysy
yaly, sonky densizlige goré tapylan nokatlary deriiemeli.
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Goy ,sime dasky glyc tésir edyan bolsun,yagny f£(t,x), sime
perpendikulyar, bolup hagan ol durnukly (asudalykda ) birlik
massa hasabynda ,onda ol pf(t x)Udx-dasky tésir ediji glyc
bolup Ostragradskiy-Gamiltonyn denilemesi (1) asakdaky gornise
eye bolar:

il . 1 .
J- f [Epﬂi —Ekﬂx —pf[t,ij’} dxdt,
t 0

Simin mejbury yrgyldysynyn denlemesi

d . d .
3 (pU;)— Fm (kU,) — pf(t,x) =0
Eger sim bir tipli bolsa :

*U  kd'U (1.9
dt? pﬂx:_fx’

Edil sonun yaly edip membrananyn yrgyldysynyn denlemesini
hem almak bolyar.

Ay k/du U
dtZ  plodx?  dy?

)=f(x,rj

Ol bolsa material nokatlaryn ulgamynyn hereketlerinin 6zara
mimkin bolan, yagny o©zara bilelikde baglansykly hakyky
hereketi yerine yetiryandigini tassyklayar we stasionar bahany
beryan prinsip bolup (yagny, degisli argumentlerin bahasy,
netijede bolsa funksiyanyn wariasiyasy nula der).
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811. GOni ¢yzykly Sterzinin yrgyldysynyn denlemesi.

Goy OX oky Sterzinii okunyn ugry bilen gabat gelyéan
bolsun, goy ol asudalyk yagdayynda bolsun. Hacan durnukly
yagdayyndan uytganinde u (x,z) funksiya t wagta gora x-gora
funksiya bolar. L-uzynlykda bolan SterZinin kinetiki energiyasy

1t
T = —f pu-dx
24,

Biz SterZini dartylmayan diyip hasap edyéris. Mayysgak
Sterzinin potensial energiyasy, hacan egriligin hemiseliginde,
onun ined6rduline proporsional bolanda onda Sterzinin potensial
energiyasynyn du differensial denlemesi
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Onda butin SterZinin potensial energiyasy, egriligin oky
umuman aydanda Uygeyan bolsa, onda ol asakdaky gornise
eyedir.

u=§ Ox” 372 dx
6]

Eger biz SterZinin durnuklylykdan onun Gytgemesi 6ran Kigi
diyip hasap etsek, onun Uytgemesi 6ran Kici diyip hasap etsek,
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83. Lagranzyi kopeldiji usuly

Goy, bize c¢yzykly dal programmirleméanin esasy meselesinin
gornusi berlen bolsun:

f (X, X, 5000, X, ) = max(min) 1)
gi(xlixzv-'ﬁn):bi (i=l,_m) (2)
X;20(j=1Ln) 3

7

Ay Ay ren Ay . Girizilen nébellilere Lagranzyn kopeldijileri diyilyar

onda ol ndabellileri kdpeldip, alynan funksiya bolsa Lagranzyn
funksiyasy diyilyar.
F (0% s X Ay Dy ) = £ (K0 %100 X,)

+Zﬂ’i'[bi_gi(XUXZ""’Xn)] (4)
i=1

Egerde biz LagranZzyn funksiyasynda degislilikde  hususy

ontmleri kesgitlesek onda biz (n+m) sany denlemeler ulgamyny
alarys:

oF _ L, 09,
8x 8x .Z_lll' B ©
:Zm:[bi —gi(xl,xz,...,xn)]zo (6)

i=1

Emele gelen (n+m) nabellilerden durian islendik sistemanyn (5-6)
cOzilisini kesgitlesek, onda f(x) funksiyanyn f(x;,X,,...,X,)
¢ozulisi LagranZyn usuly bilen optimal ¢dzlwi bolyar. LagranZzyn
kdpeldijisinin usuly bu optimal ¢oziwi bolyar. L kdpeldijisinin
usuly bilen ekstremal nokatlary kesgitlemek asakdaky punktlardan
duryar.

1) Lagranzyn funksiyasyny dizmeli;
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Emma ¢ (x)-in kicelmesi (3) sertlerin sygysmazlygyna

getirmeyar. Seylelikde, biz x” nokada minimum alynyandygyna
garsy geldik. X
Teorema 3. Eger (2-4) meselanin x lokal minimum nokadynda

{Vgo, (X*)}, iefl...klUl(X)=R(X) wektorlar ulgamy cyzykly
bagly dél bolsa, onda seyle gatnasyk adalatly:

Vo) + Y AVe(X)=0, 4 =0iel(x)

ieR(X")

Densizlikler gérntsli caklendirmelerin yagdayynda ,,Teorema 3
ansat umumylasdyrylyar.
Teoreme 4. 2, =1i<0 ¢(X)<0 bolanda 1 =0;

i <0,¢,(x) =0 bolanda 4 =0 bolan kesgitli A~ = {Af }k tigin

I=—m

(8) detilemeler ulgamyny kanagatlandyryan x  nokadyii (2-4)

lokal minimum nokady bolmagy ugin L(X, /1*) = Z /1: ((Pi (X))

Lagranz funksiyanyn gessiyany x nokada poloZitel kesgitlenen
matrisa bolmagy yeterlik. Glbercek programmirlemanin
meselesinin yagdayy Uc¢in minimumyn yeterli we zerur sertleri
hakyndaky subut eden teoremalarymyz indiki paragrafda subut
ediljek Kun-Takker teoremada has i¢gin seredilyar.
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onda (S—;)_ maydalawjydaky agzany g6z onine tutmasak hem

bolyar, onda
]_J': ﬂ:u)
u=—\| k - |dx
2J, dx=

Onda Ostrogradskiy- Gamiltonyn denlemesi asakdaky gérnusde
yazylyp biliner

4ol

cell 2 1

”[—puZ ——kuxx}dxdt

0 2 2

Hacan mayysgak sterzn erkin yrgyldylar yagdayynda bolanda, biz
asakdaky hereketin denlemesini alarys.
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g(pu'z)ﬁty(ku;x):o

ot
Eger sterZen yonekey bolsa onda p we k hemiselik (const) onda
sterZenin yrgyldysynyn denlemesi asakdaky gorniisde yazylyp
biliner.
ou  d'u
—+k—=0
P o

f(x,z) -dasgy gug tasiri.
Stasionar hereketin prinsipini ulanyp bolmagy mimkin meydanyn
denlemesini almakda biz skalyar, wektor, tenzor meydanlara
seredelin.

W =W(x,Y,zt,)
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4
Bu yagdayda onun integraly j(l' —U)dt gorniisde bolar.

&
Bu yagdayda umuman 4- kratny (gaz) integrala x,y,z we wagta
goré z ginisligin kordinatalarynda haysy hem bolsa bir L funksiya
Lagranzyn funksiyasynyn dykyzlygy ya-da LagranZyan.
Umuman Lagranzyan W .

oW oW ow oW

, , , funksiya bolyar.
x oy oz at ya oy
oL, W W oW ow
ox oy oz ot

onda stasionar hereket asakdaky goérnise eyedir:

oW oW oW oW
J.JI;J. L(W, X oy o at jdxdydzdt

Stasionar  hereketin  prinsipinin  esasynda meydanyn
denlemesi funksional t¢in Ostrogradskinin denlemesi bolyar:

3 E % a - a -
by — ['-':l.! - ["':l'\-.! . [':':l J- ['-':l Jj=1
O gy gz - " fE- *
H & el Aw a1
nirede, =, P T P =0 P =50
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Y=(Y_ e yjll);ﬂ, = (Aﬁm,...,ﬂtl,kﬂo,ﬂ.l,...,ﬂ,k).
L(x,y,4) = _z}"l[@i(x) +y/ 1+ Z}ﬁ(Pi(X)-

k
oL _ 24%:0,j=1,...,n. (8)
OX; im  OX;
i:yﬁyi:m:—m,. —1
Y,

Hemme i Ugin, -m<=i<=-1, ya-da y;=0 ya-da A1;=0. y;=0 bolyan
i indekslerin 1(x) koplugine garaly, yagny iel(x) bolanda x
nokada ¢, (x)=0. (5-7) mesele Gcin minimumyn zerur sertleri
asakdaky mesele icin minimumyn zerur sertleri bilen den geler :
iefl,...kjul(x") dgin ?(x)=0 caklendirmede mingo(x). Goy,
X* lokal minimumyn nokady bolsun. Eger
Vo.(X}iedl...k}ul(x) wektorlaryn ulgamy ¢yzykly bagly
dal bolsa, onda 4, =1 bolanda ie1(x") Ugin otrisatel dal A, - leri
almalydygyny gorkezelin. Hakykatdan hem, goy iel(x")gin
A <0, bolsun {V(p(x*)} ortogonal bolan we seyle bir (Vo.,77)<0
gcin n ugry saylap alaly, bu yerde i-i - den basga
{L...,.k}uUl(x) hemme bahalary kabul edyar. Onda su ugur
boyunca susmede ¢,(x) we sol bir wagtda ¢ (x) Kicelyar.
Dogrudanda

(VL(X)m) = { }Z/lj(Vﬁoi(X*),n)+(V¢o(X*),n)+
iefl,.. kU () /1)
+ 2 (A (X)) = (Voo (X)) + 2 (Vo (x7),17) = 0

we ;<0 sebapli (Ag,(x),n)<0.
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%= (X'+17) = L(X +77Jb) 0 (X) + (Vg (X) +
+Z%V¢&)UH-(HWMUﬁwﬁ+%MD

i=l
(H - (x)

polozitel kesgitlenen matrisa bolany sebépli,

VL(X')=0

- . 1
0o (X" +17) =04 (X )ZEmHnHZ +0(n[")

bu yerde m>0 (H (x") matrisanyi minimal hususy sany. Bu

L(x,A7)
yerden teoremanyn subudy gelip ¢ykyar. Indi kabir
caklendirmelerin densizlikler gornisinde berilydn yagdaya
gecelin.

@, (x) = 0,-i =1,...k; (2
¢;(x)<0,i=-m,...-1 (3)

caklendirmelerde
min ¢, (x) (4)

tapmaly. Tdze y.m, ...,y Uytgeyédn ululyklary girizyaris we (19-
21) meselani seyle yazyarys:

o;(x)=0,i=1...k; (5)

9,00+ y; =0,i=-m,.-1 (6
caklendirmede: _

min ¢, (x) (7)

tapmaly. Lagranz umumylasdyrylan dizginine layyklykda
L(x,y,4) Lagranz funksiyasyny we (1) gorniisli detilemeleri
yazarys. Bu yerde:
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I bapa degisli meseleler

. Funksionalyn ekstremalyny tapmaly

oLy()1= j =

. Funksionaly ekstremuma dernemeli

oly()] = [ (¥ +2xyy)dx;

. Funksionaly ekstremuma dernemeli

oLyl = [ (xy + y* = 2y?y)dx;

. Funksionalyn ekstremalyny tapmaly

oLy (1= [ v+ xy)dx

Xo

. Funksionalyn ekstremalyny tapmaly

oly(01= [ (v + 2y ~16y"))x;

Xo

. Funksionalyn ekstremalyny tapmaly

oLy (91 = [ 0o+ y)dx

Xo

. Funksionalyn ekstremalyny tapmaly

. Funksionalyn ekstremalyny tapmaly

y(xo) = Yo

y(©0) =1

y(X1) =%

y@) =2
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oly()]= [ (y* +y” = 2ysin )dx;
9. Funksionalyn ekstremalyny tapmaly

oly(0]= [ @6y -y +x7)dx

10. Funksionalyn ekstremalyny tapmaly

oly(01= [ @xy-+y™)dx

11. Funksionalyn ekstremalyny tapmaly

oLy(0,200]= [ (2yz-2y7 +y* ~27)d;

Xo

12. Funksional ti¢in Ostrogradskinin denlemesini yazmaly
oz (e
otz = f| (2 —(—j dy
J;J OX oy

13. Funksional ti¢in Ostrogradskinin denlemesini yazmaly

vlu(x,y, z)]—'m{(%j +(%§j +(Z_;Ij + 2uf (x,y,z)}dxdydz.

14. Funksionalyn ekstremalyny tapmaly

X; 2

oly(01= [ o
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biz ¢, (x), v=01..k funksiyalaryn 2 gezek Uznuksiz

T

bolmagyny talap etmeli:

oL, « o’L , .« o0Q, , « o0Q, ,
a_xf(x (h),/”t(h))---axlaxn (x (), A(h)) a—xl(X (h))---a—xl(X (h))
e
oL, . o°L , - op, , 0Q, ,
X 0K, O (), A())...—7—(x (), () a—xn(X (h))---a—xn(X (h)
O (0 2 )

o0Q, , » % N
a—xl(X (h))... ox, (x ()

nxn olcegli matrisanyn merkezi blogy x-e bagly bolan funksiya
gornusinde seredilydn L(x,A) Lagranz funksiyanyn gessiyany
bilen layyk gelyér. Bu gessiyan minimumyn yeterlik nysanlarynda
esasy rol oynayar. Indiki teorema adalatly:

Teorema 2. (Sertli lokal minimumys yeterlik serti). Kesgitli

{fi }ikzlzf bahalarynda we 2 gezek Uznuksiz differensirlenyén

fo(x) funksiyalaryn (v=01,...,k) bahalarynda (1) desilemeler
ulgamyny kanagatlandyryan X~ nokadys lokal minimumysi
nokady bolmagy Ggin L .(x)=L(X, A) funksiyany/i X" nokatdaky
gessiyanynyr poloZitel kesgitlenen matrisa bolmagy yeterlikdir.
Subudy: My koplikde ¢,(x)=L(x,A) we hususy yagdayda
0,(X) =L(x,A) deiilik adalatly. X nokadyi etrabynda L(X, f)
funksiyany 2-nji tertipli Kiciler takyklykda dagydaly. Goy,
X +n €M, bolsun. Alarys:
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giiman edelin. Goy, F(h) — Z, meselanii minimum nokadynda
funksiyanyn bahasy bolsun. Onda

F(h) =(po(x*(h))m(h)[(pl(x*(h))+h]+ZAi (e, (X" ();
(h ),

=Y e (h))+21. (¢ () |

d/ll(h ) )

[, (x" (o)) +h]+ 4, (h, )+Z @; (X () = A4, (hy)
bu yerde ho — kébir 0 etrapda erkln nokat. Seylelikde
?j—i(O):Aq(O):AT Yokarda getirilenlerden biz indiki netijani

cykaryp bileris. Eger ¢.(x)—h, i1=1...,k céklendirmelerde

min @,(X)  meselanin  funksiyasynyii optimal  bahasy
denliklerin  (h={h,,...,hs} wektoryn) sag boleginden alnan
F(hy,...,hy)  differensirlenyan  funksiya bolsa onda bu
funksi)'/anyﬁﬁz{ﬁl,...,ﬁk} nokatdaky gradiyenti LagranZ
kopeldijileriti {4,(n),..., A ()} wektory bilen deii gelyar. Haysy
yagdayda teoremanyn sertleri yerine yetirilyar?

A, h),....A (h)} we Xx'(h) baglylykda — asakdaky dednlemeler
ulgamyny kanagatlandyryan anyk dal funksiyalardyr:

% (x)+zx ;X”' ()=0;j=1, 1)
¢,(x)+h S0 =1 k.

Anyk dal funksiyalar baradaky teorema esasynda berlen nokada
anyk dal funksiya boyunca onimlerin bar bolmagy (cin
denlemelerin ¢ep bdleginin hemme Uytgeyéan ululyklary boyunca
Uznliksiz ~ differensirlenmegi  we baglanysdyryan (ytgeyén
ululuklary boyunca yakobiyan noldan tapawutly bolmagy zerur.
Seylelik bilen, (1) — in formal differensirlenme mumkingiligi gin
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15. Funksionalyn ekstremalyny tapmaly

oLy00]= [ (v +y? + 2ye")dx

16. Funksionalyn ekstremalyny tapmaly

o[y(x)]= j (y? =y —2ysin x)dx.

17. Funksionalyn ekstremalyny tapmaly

Xy ’ 2
oly(]= [ (v? +y2 +=Lax
% chx

18. Funksionalyn ekstremalyny tapmaly

vly(¥)]= '[l(xzyz +2y? + 2xy)dx.

19. Funksionalyn ekstremalyny tapmaly

oly(9]= [ (y"* -2y +y* - 2ysin X)dx.

20. Funksionalyn ekstremalyny tapmaly

oLy(0]= [ (" + 7~ 2yx@)

Xo
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Il Bap. Gyra nokatlary hereket edyan wariasion meseleler

81. Wariasion hasaplamada gyra nokatlarynyi siysmeginde
emele gelyan ydnekey meselesi

Funksionalynn umumylasdyrlan meselesinin wariasiyasy. Gyra
nokatlarynyn stysmeginden emele gelen wariasion meselede
Eylerin denlemesi: Transwersallyk serti.

oly()] = j Fxy,y) dx

Xp

(Xo,Yo), (X1,y1) — berilen nokatlar.

Eger nokatlaryn birisi ya-da ikisi hem susyan bolsa, onda
seredilyan egriler klasy ginelyédr, yagny umumy nokatlary bar
bolanlardan basga hem garysyk gyra nokatlaty bar bolan egrileri
hem almak bolyar.Sona goré eger haysy hem bolsa, bir egride gyra
nokatlary silysyan meselede y=y(x) ekstremuma yetyan bolsa,
onda umumy gyra nokatlary bar bolan meseld gora ekstremuma
afiry yany bilen yetyandir(yagny dar klasa gord). Yagny Eyleriii
denlemesinin ¢ozlisi bolmaly,

d
Fy_&Fy' :0

Diymek ekstremuma eye bolyan y=y(x) egriler gyra nokatlary
sllysydn meselanin ekstremaly bolmaly. Belli bolsy yaly Eylerin
denlemesinin umumy ¢6ziwi 6zinde iki sany azat hemiselikleri
saklayar, olary kesgitlemeklik tgin bolsa hokman iki sany serti
gerek bolyar. Hereket etmeyan gyra nokatly mesele Ggin ol sertler
asakdaky gornusde seredilyar y(xo)=Yo ,y(x1)=y1 gyra notatlary
hereket edyadn meselede bir ya-da iki sertler g6z Onlinde
tutulmayar (yagny olar yok). Eylerinn denlemesinin umumy
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82. Cyzykly dal programmirlemede Lagranjyn
kopeldijilerinin umumylasdyrylan dizguni

Teoremal. Eger ¢,(x) funksiyanyn ¢.(x) =0 giperustun
kesismesinde x” minimum (maksimum) nokady bolsa, E,-de
ov(X) Uzniksiz differensirlenyén funksiyalar, v=0,1,...,k, onda

k
> AVe,(x)=0

v=0

kanagatlandyryan ahlisi nola dei bolmadyk Ay, A;,..., 44

— A
sanlar bardyr. Eger X, = 0 bolsa onda Ai = 7’ ululyklara
0

meseldnin LagranZ kopeldijileri diyilyar.
K
Lix, 2 )=000)+ 2 AR )
i=1

funksiya Lagranz funksiyasy diyilyar. Mo yaylasynda Lagranz
funksiyanyn bahasy ¢o(x)-in bahasy bilen den gelyar. Z, meselanin
masgalasyna garaly:

min ¢, (),

o, (x)+h=0,

o, (x)=0;1=2,...,k,

Zo, mesele bilen x den gelydr. Z, mesele Lagranzyn kdpeldijilerine

e*ye diyip, seyle hem A(h) LagranZ kopeldijileri we z, meselanin
x (h) ¢ozuwi ké&bir O etrapda h boyunca differensirlenyén diyip
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seredeli. Bu funksiya Uznuksiz differensirlenyan we t=0 bolanda
minimuma  dwrllydr.  Minimumyn  zerur  sertinde  (6)-y
kanagatlandyryan erkin

OX;

ot

oD, oD, , .. OX;
= X")- 0)=0,1=1....n—k,
o, ,Z:; axj () o, ©

ugin

gelip ¢ykyar. Bu yerden:

0Py , <
& 00 Z:, ;

J
ya-da wektor formulada:

Vo, (X)) =D 4V, (X)
)

0P ("), j=1...n

c’ixJ

kanagatlandyryan ﬂi,---,ﬂk tapyljakdygy gelip ¢cykyar. Bu
Logran? kopeldijilerinia belli diizginidir. Ol vV, (X)),

wektorlaryn ¢yzykly bagly délligi esasynda subut edilen. Eger
seyle bolmasa, onda

2 AVe(x)=0 (8)

i=1

kanagatlandyryan &hlisi nola den bolmadyk ﬂq,---,ﬂk bardyr.
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¢Ozlusinde ol yetmeyan sertler, yagny azat hemiselikleri
ekstremumyn esasy hokmany sertinin Usti bilen wariasiyanyn nula
den bolmak g8 =0 serti arkaly kesgitlemek bolar. Hereket

edyan gyra meselesinde, ekstremuma, Eylerin denlemesinin

y=y( X, €1, C2 ) ¢OzUwinde yetydr. Onda fuksionalyn bahasyny
geljekde  fuksiyanyn  bahasy = hdkminde bu  egriler
kopligindeseretmek bolyar.

Y

- (X+8X.,y+0y)

(x.y1)

1-nji surat

Bu yagdayda 9[y(x),c,,c,]  funksional ci, ¢z perimetrli
funksiya oOwrllyar, funksionalyn wariasiyasy bu funksiyanyn
differensialy bilen gabat (den) gelydr, xo we Xx; integrasiyasynyn
(jemlemesinin) predellerinde yodnekeylik Ggin gyra nokatlaryn
birisi meselem (xo,Yo) berkidilen, (x1,y1) nokat bolsa slysyan,
(x; + Axy, v, + Ay,) - nokada slysip gecipdir,ya-da hemise
bolsy yaly wariasion hasaplamada (x; + &x,,v + &y, ). Goy
y=y(x) we y=¥{x) +&¥ vyakyn egriler diyip hasap edelin, eger
wariasiyanyn moduly &y we &y, Kici we artdyrmanyn moduly
0x, we &y, hem kici (dx,; we &y, artdyrma hemise bolsy yaly

63



X4, vy -lerin predel bahasynyn wariasiyasy diyilyar). Ekstremallar
(Xo0,Yo) nokatdan gecyar we dessénin ekstremalyny y= y( X, c1)
emele getiryar. 8[y(x),c,] - funksional bu dessénir egrilerinde c;

we x; gora funksiya Owrilyar. §[y(x),c,]  funksionalyn
wariasiyasyny hasaplalyn y=y(x)- dessénin ekstremalynda, hacan
(X1,y1) gyra nokat stysip (x, + dx,,v + dv,) nokada gecende.
Sebabi 9 funksional egriler dessesinde (xi,y:) gord funksiya
owrllyar, onun wariasiyasy bolsa differensial funksiya bilen gabat

gelyar. Biz artdyrmadan A+ ayratynlasdyryp bas cyzykly dx, we
&y, bolege gora diyip hasap edelin:

x:l."'axi T I xl F
AV =f F(x,y 1 y,y" 1 dy"dx f Fz,5,y)dx =
Eg e
X1

Ay
f Flx, v+ &y, v +6y)da + f Flx,v+dy, v + 8y )dx

SXg xg

1
—f F(x,y,v"dx
o (D)

Sag tarapynyn, ikinji bdlegine orta baha teoremasyny
ulanypdzgerdelin:

X4 +day
[ Flx,y+ 8y, y +8y)dx=F/, , .g6., 8%, 0<8<1

U
Uznuksizligin glyjine goréa F-tcin alarys:
t."Ir':)r::x,q +88x, F(x,y, J'ij:m +£

nirede £ — 0, hagan §x, — 0.0nda
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tapmaly. Mo bilen (5) kanagatlandyryan nokatlaryn toplumyny
belgileyaris. Goy, ¢,(x),0<v <k Uznlksiz differensirlenyéan X -
minimum nokady , k<=n,

j=1,..,n

0P, .
— (X
o )

matrisanyii rangy k deii bolsun. Onda My kdépgorniislilik x"
nokadyn etrabynda anyk dal funksiyalar hakyndaky teorema
layyklykda asakdaky gornusde bolup biler.
X3 :XJ(tl,...,tn-k),
bu yerde
Xj(tl,...,tn-k)
Uznuksiz differensirlenyén funksiyalar we

X3 =x5(0,...,0), (j=1,....n)
bolyandygyny hasap etmek bolar.
X3= XJ(t]_,...,tn.k)

Ucin anlatmany (5)-de goyaly.
(Di (tl,---,tn_k) =@, (X(tl’""tn—k )) =0;

X(ty oot ) = 06 (et Yoo X, (s )}
bu yerden

0D, <09+ O i=1,...k;
| — | X . | 0 :0’ _) Ky
o, o o © ek )

sonra
Do (ty,...t ) =@ (X(t,,....t, )
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V11 Bap. Lagranjyn kopeldijileri we kwadrat rogrammirleme
meselesi

81. Lagranjyi kopeldijilerinii hasiyetleri

Goy, En-nolgegli yewklid ginisligi,
?;(X) = @i (X, X,), i€ j-M c E,

bolek kdplikde kesgitlenen izniiksiz funksiyalar bolsun. Adatca
biz ¢.(x) endiganlygyn belli bir sertlerini kanagatlandyryar,
meselem M kopligin hemme icki nokatlarynda Gzniksiz
differensirlenyar diyip giman ederis. Bu paragrafda ¢yzykly dél
programmirleménin  umumy meselesini asakdaky goOrnisde
yazarys:

0,(X)<0;i=-m,...,.—-1 (1)
o,(X)=0;i=1...,k (2)
sertlerde
min g, (X) ®)
tapmaly.
M=E  ,m=0

yagdaya seredelin. Y6nekey meseléni alarys:

o, (X)=0,i=1..,k (4)
min @, (x) ©)
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¥, 48y,
‘- FOo,y+ dy, v + 8y ) dx =F(x, v,3") [ oo, 0%y + 2%y

Sy

(1) denleménin sag tarapyndaky birinji bolegni Teyloryn
formulasy boyuncga integral asagyndaky funksiyany gargydyp
yonekeylesdirip alarys:

J [Flx.y+6y,y 4+ 6v') —F(x.y,y)]dx =

m
30

:J (£, y.y")dy + Fy (x,3,9")6y' T+ R1

nirede Ry — tikeniksiz kici ululyk , orén yokary tertipli, 61 we
§y' bilen deiesdirlende 6z gezeginde ¢yzykly bolegi:

EF1
[ ay+rpeya
xg

Bolekleyin integirleménin esasynda, integral asagyndaky
funksiyanyn ikinji bdlegi, asakdaky gdérnisde yazlyp bilner:

: e d
F . é "_1+] (F, ——F_)dvdx
[ ¥ y]a.;-, s Y dy ..v) )

Edil (ytgemeyan nokatlarynky yaly Eylerin formulasy,
funksionalyn bahasy dine ekstremalda alynyar, yagny

Sebabi (xo,Yo)ahyrky nokatlar berkidilen, onda gy /,-, — 0
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Diymek,

f (B, 8y +F,8y")dx — [Fy 8y]er.

Xo

C (xeHdRyHoy)
—

=% F
— ./‘“-‘7
— B{x1yn)

O x X +H0x,

2-nji surat

Yone Ay /x=x, den daldir gy, , sebabi gy, - y1 gora artdyrma gyra
nokatlarynyn siiysmeginde onuii yagdayy (x; + 8x,, v, +4v;)
bolyar, a 6)/,=,, bolsa ordinatanyii x; nokatda stiysmesi bolyar

hacan ekstremala gecilende. (Xo,Yo) We (X1,y1) nokatlardan gegyan
ekstremallary (Xo,Yo) we (x, + &x,,y; + &y, ) nokatdan gegyan

ekstremallara gecydr.Cyzgydan gornisi yaly —BD —&y/,—, ;
BC = 5yy; EC = v'(x,)6%s; BD=FC-EC ya-da
6V [ ez, ® 61 — ¥'(X1) 6%y netijede
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z; dayanc nokada seredeliii [ (O(z)) <k onda induksiyanyn

mumkingiligi bilen:

k+1

Zl:Zﬁizi’Zﬁizl’ IBiZO

20 —grany nokatlar. w;

X = Zﬂilzi’ﬂil

teorema subut edildi.

k+1

i=0

k+1

k+1

>0,> =1
i=0
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810. Cyzykly dal programmirlemede gubercek
kopliukler teoremasy

Teoremal: x nokadyn w kdplugisn ahyrky nokady bolmaklygy tgin
X €W hokmany we yeterlik serti, x — nokat asakdaky gornisde
yazmak bolmayar.

X=X +A—a)X,: X, X, eW: X, X, #X,
O<a<1; 1)

Subudy:

Goy x (1) gorniusde yazmak bolyan bolsun. Onda onun dayanjy
[x1,x2] 6zlinde ol kesimi saklayar, onda ol bolsa x nokadyn ahyrky
nokat daldigini gorkezyar. Hokmany subudy yerine yetdi. Yeterlik
bolsa w-nini induksiya mdcberi bilen subut edilydr. Mdcberin x
nokatdaky dayanjy in bolmanda p(w) hacan p(w)>1 birlik
Kicidir. Eger x-igki nokat bolsa onda ony (1) gornisde yazmak
bolyar, eger x — gyraky bolsa onda (1)-de yazmak bolmayar.
Teorema2: Glbercek yapyk kesgitlenen w koplikde V xew
glbercek kombinasiyasy gorniisde p(w)+1 gezekden kop
bolmadyk w koplugis ahyrky nokady gorniisde yazmak bolyar.
Subudy: Induksiyanyn Usti bilen gecgirmek bolyar. p(w)=1
teorema U¢in aydyn gorunyar. Hakykatdan

p(W) =k+1

subut edip bolyar. Goy xew, 2° gyraky nokat w. eger x=z°,
onda z° —dan x —(istiinden sohle gecirsek, onda ol w —nyii aracagini
z, nokatda kesip gecyar. X nokat z°, z; nokadyii arasyndan gecyar,
ol bolsa asakdaky gornisde yazylyar:

Xx=a2’+(l-a)z;, 0<a<l
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xq +ihxy
f Fdx~F/[,_, 6x,

Q

f [F(x,y +6y,y +6y')—F(x,y,y)]dx ~

a}
~ F;L-" !x=x1 5.}’1 - .}’I (xljdxl
Takmyn denlemeler (adalatly), dx, we &y, artdyrmalara gora,
birinji tertipden yokary takyklykda seredilyan agzalara goré

89 =F/,_, ox1+F [ _ (8y,— y (x,)8x; =

= (F - y’F};),folé‘xl + F}"!x:xiﬂ}’l
ya-da
ddl (xly.}’lj = (F_.}HF_}-")fx=x1dx1 +F;L-" !.x':xi d}’l

nirede E(xl_, v, )-funksya, y=y(x, c1) ekstremalda 17 funksionala
owrllyar, dx, = Mx; , dy, = Ay, = &y, — gyra nokatdaky
koordinatanyn artdyrmasy. Ekstremumyn esasy hokmany sertine
0¥ = 0 gora asakdaky gorniise eye bolar.

(F - .}HF}-")!x=x1 51’1 + F;L-" !.x':xi 5.}!1 =0 (2)
Eger dx, we &y, wariasiyalar 6z ara baglansyksyz bolsa, onda

(F - .}"IF}; ).?f:x=x1 -0 we F;u’ .ffx=.?:n= 0

Kdpleng yagdayda olar 6z ara baglangykly gorniisde seredilyér.
Mysal Ugin, (X1,y1) sag tarapdaky gyra nokat haysy hem bolsa bir
vy =@(x)  egri boyunca  suysyan bolsun. Onda
&y, = @' (x,)6x, we (2) denlemé gora
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[F + (@' —I—}")F}__r]dxl =0 gornise eye bolyar, ya-da dx
erkin tytgeyanligi Ucin ol [F | (¢" I y")F,r],=, =0 gornise
eye bolar.

Bu sert @' we y' burg koeffisentlerinin arasynda gyra
nokadynda arabaglansyk guryar. Ona Transwersal serti diyilyar.
Traswersallyk serti bilen v, = @"(x4) serti bilen bilelikde
y=y(x, ¢1) ekstremallaryn dessesininn birini ya-da bir nécesini
ekstremuma eye bolyandygyny kesgitlemdage mimkingilikler
doredyar. Eger gyra nokady  (Xo,Yo) haysy hem bolsa bir
v, =y(x,) egride suysip bilyan bolsa, onda edil sonun yaly
(Xo,Yo) nokatda Transwersallyk serti kanagatlandyrylyandygyny
biz kesgitleyaris. Yagny

[F + [:{Pr +.}'rr)F}=I]x=xG =0

68

Teorema3: Islendik icki xo nokat kesgitlenen yaylasy M gubercgek
funksiya f(x) islendik ugur boyunca 6numi bar bolmak 77. Bu
onum asakdaky formula boyunca hasaplanyp bolar.

f’ (x,)= max (V, n
n ( 0) VeG(Xo)( )
Hakyky funksiya seredelin.

u(t) = fx +nt) = (%)

Teoremad: f(x) funksiya gubercek bolmaklygy Ugin E, hékman
we yeterlik ugur boyunca énim hemme nokatlarda bar bolsa 6zem
f, (x+1tn) manoton kemelmeyan funksiya t gora.
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Goy
a,0,20, o +a,=1

1-njini «, 2-njini a, kopeldip alarys.

(o +£‘2)[f (ﬂ_ f(%,)] :_f (X) __f (%) =
> (a,Vy +, V5, X=%),[Vs =V, + 0,V

umumylasdyrylan gradiyent. Bu bolsa G(xo) gubercekdigini
aydynlasdyryar. Teorema subut edildi.

Teorema2: Gubercek funksiya M kopligiz hemme icki
nokadynda tzniiksiz we M koplikde kesgitlenendir.

Hakykatdan: Goy xo nokat M koplugin icki nakady bolsun. K
yokary kuba seredelin Xo icki nokat. M, M. X azat nokat

€ u ony asakdaky gornisde

S
X=) ay,
=1

S
2.0 =1
j=1
a; 20
f(x)—gubercekliginden gelip ¢ykyar

PO <2 0T (y;) < o maxf(y;) =maxf(y,)
E =1

j=1
228

82. Funksionalynn umumylasdyrylan meselesinin wariasiyasy
Eger

L= IF(X, y,z,Y',z2)dx Q)

Xo

funksionaly ekteruma dernelende haysydyr bir gyra nokadynyn
biri, mysal Ucin B(xi1,y1,21) hereket edyan, beyleki A(Xo,Y0,20)
nokady gozganmayan bolsa, onda ekstermum Eylerini denlemeler
ulgamynyn integral egrilerinde bolar.

Hakykatdan hem, eger gyra nokatlary hereket edyan meselede
ektremum kabir C —egride bolyan bolsa, onda » maksimal ya-da
minimal baha eye bolar.

Belli bolgy yaly C egri gozganmayan gyra nokatlary bilen
meseldnin  zerur bolan ektremum sertini kanagatlandyryar.
Hususy halda C —egri Eylerin denilemeler ulgamynyn integral
egrisi bolmaly. Eylerinn denlemeler ulgamynyn umumy coziwi
dort sany erkin hemiyelikleri saklayar. Gozganmayan A(Xo,Yo,Z0) —
gyra nokadynyn koordinatalaryny anyklap, 2 sany erkin
hemiselikleri ayyryp bolyar. Beyleki 2 sany erkin hemiselikleri
kesgitlemek (cin yene-de 2 sany denleme zerur bolyar, olary
ov=0 sertden alarys. Seylelikde, 0 funksional
D(x,, Y,,z,) funksiya Owrulyar we funksionalyn wariasiyasy bu
funksiyanyn differensialyna dwriler.
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Xq +g Xl
Av = J’ F(X,y+dy,2+682,y +8', 7' +8')dx —I F(xy,2,y,2)dx=

Xo Xo
Xy 0%y

= '[ F(X,y+0y,z+0z,y +0y', 2 + 6" )dx +

X

+ '[[F(x, Yy+oy,z+6L, Y+, +o")-F(x,y,z2,¥,2)]dx

X

Birinji integralda orta baha baradaky teoremany we F-funksiyanyn
Uznuiksizliginden ulanarys, ikinji integralda bolsa Teyloryn
formulasynyn kdémegi bilen esasy c¢yzykly bdlegini belldris. Bu
Ozgertmelerden son alarys:

oL = F|x=xl 5X1 + '[[Fy5y + Fzé‘z + Fy’5yr n Fzr52')dX

Bolekler boyunca integrirlap alarys:

sv=F| _ & +[F,l,., +[Fal._, +

X=X,

b d d ,
+[I(F, — i B+ (F = F) a7 ldx

v —nyn bahalary ekstremallarda hasaplanylyar, onda

F.—<F:=0, F—=Fs=0
dx dx

Seylelikde alarys:

+ [Fz,éz]xle

X=X,

Sv = F|X=Xl &% +[F,oy]

Seyle hem alarys:
Sy, =¥ -V () we 52 =1 —7'(x)

Seylelikde alarys:
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89. Cyzykly dal programmirlemede gubercek funksiyalaryn
hasiyetleri we teoremalary

I-Hasiyet: Eger gubercek kopligin tUstiinde kesgitlenen gibergek
funksiya bolsa, onda ol glbercekdir.
Hakykatdan: Goy, x, € 4, X, € u onda

z ={f)%fen;,  Z,={f (%)X} eu,,
u - kesgitlemesi boyunca wu;gtibercek kopluk a [0,1], onda

{z, =1-a) T (x)+of (X,), A=) X + X }+ u;
(L-a)x +ax, e u

onun giibergekdigini subut edyar.
Il-Hasiyet: vV x,X,eu aec[0l] Ucin asakdaky densizlik
dogrudyr.

L—a) f(x)+of (%) > f[L-a)x +ax,]

Teoremal. f(k) gubercek funksiyanysi G(Xo) umumylasdyrylan
gradiyent kopllginizn, Xo-nokatda bogdal, kesgitlenen, giibercek
we yapyKk islendik icki nokatlarynys kopligi g Ggin.

Hakykatdan: V,,V, —umumylasdyrylan gardiyent x, nokatda,
onda islendik x € M igin

f(X)_ f(xo) 2 (§1;X_Xo)

f(X)_ f(Xo)Z(vz;X_Xo)
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(a,x-x)=0, (a=0)

yokary tekizlik bar bolup:
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(a,K—X)<0hacan X €W,

(ax-X)20hacan X €W, .

Sv=[F-yF, -2F ] &+F,| & +F,|_ 6 =0

Eger ox,, dy,, oz, wariasiyalar bagly dal bolsalar, onda 6v =0
sertden alarys:

[F-yF, -7F]., =0 F,

y

=0 we F,[_ =0

X=Xy

Eger B(x1,y1,21) gyra nokady kabir y, = o(x,); z=w(x)egriler
boyunca hereket etse, onda oy, =@'(x)OX;; 9z, =w'(X )X, we
ov =0 sertden peydalanyp alarys:

[F-yF, —2F, ], %+ Fy,‘X=Xl &, +F, |, 0u=0

Asakdaky gornlydéki yerti alarys:
[F+(o"-Y)F, + (' -2)F ], % =0
Bu yerden ox, -erkinliginden peydalanyp alarys:

[F+(@"-Y)F, +' -2)F, ], =0

Bu bolsa v = jF(x, y,z,Y',2)dx - funksionaly ekstremuma
dernemek baradaky meselede transwersallyk serti diyen ada eye
bolyar. y, = ¢(x,); z=w(x)denlemelr bilen bilelikde
transwersarlyk serti Eylerin denlemeler ulgamynyi umumy
cozuwindéki erkin hemiselikleri kesgitlemek (icin gosmaca
denlemelerdir.
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Eger B(x1,y1,21) gyra nokady kabir z, =¢(x,y,) Ust boyunca
hereket edyan bolsa, onda 0z, = ¢, &, + @, O,
Ox, we oy, wariasiyalar erkindir. Seylelikde, sv = 0serti asakdaky
yaly gineldilen gornise eye bolar:

[F-yF, -2F,]_ o+ Fy,‘w oy, + F, vx, oz, =0

Asakdaky serte 0zgerer:

[F-YF, -ZF, + ¢ FZ']szl o +[F, + Fz'(P;]x=xl oy, =0
Bu yerden ox, we oy, bagly dalliginden alarys:

[F-YF, +(¢,—2) F. 1, =0, [F, + FZ'go;]xle =0

Bu iki sert z,=¢(x,Y,)denlemesi bilen Eylerin denlemeler
ulgamynyn umumy c¢o6ziwindaki iki sany erkin hemiselikleri
kesgitlemek Ggin mimkingilik beryar.

Eger A(xo,Yo0,20)-gyra nokady hereket edyan bolsa, onda bu usuly
peydalanyp merzes sertleri alarys.

Eger

0= [F Y0 Yarens Yoo Voo Yoo Vo)X

Xg

funksionala seredelifi. Yokarda getirilen usuly peydalanyp
B(X1,Y11,Y21,-..,Yn1) NOKadyn herekt edyan yagdayy Ugin alarys:

i)

S, + Z Fyl ,=0
i=1 !

X=X
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X(k) _ X(*)(k)

Hx(k) - x*(k)H X=X (k) <0 |
_[x0 —xo00 )
{ak Hx(k) " (k)H 3

i x (0 (|) — X*(ki)
a=lm 7 =x"(k)|

gozlenyan (a,x—X)=0 dayang yokary tekizlik diyip gorkezeris.

Xew a,x—X)<0
yew a,y—x)>0
a,x—X)=0.

onda
((a.y)-%) =lim(a, .y -x"(k)) 0.

I1-Hasiyet: Goy, w; we w;, iKi sany yapyk kesismeyan gibercek
koplukler, biri kesgitlenen bolsa onda yokary tekizlik tapylyar
(a,x)+b=0.

Seyle
(a,x)+b<0 hacan X € W,

(a,x)*+b>0 hagcan XeW, .
IV-Hasiyet: Goy w; we w; iKi sany yapyk gubergek koplikler
bolsun. Goy olaryin umumy icki nokatlary yok bolsun. Goy w;
képlugin icki nokatlarynyi képligi bos dal bolsun. Onda eger X -
iki kopllugin hem aracdginde yatyan nokat bolsa, onda
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88. Cyzykly dal programmirlemede gubercek kopluklerin
hésiyetleri

Biz ilki bilen gubercek kopliklere we funksiyalara
kesgitleme berelin, sofira bolsa olaryn hasiyetlerine seredelin.

wc E, kopluk gtlibercek diyilip aydylyar, eger xew we yew
den

A-a)x+ayew, Va[01]

Geometriki, eger iki nokat w koplige degisli bolsa onda, bitin

aniladyar. Yagny bitin kesim sol iki nokady birikdiry4n hem sol w
koplige degislidir.

I-Hasiyet: Goy w — yapyk glibercek koplik x, € w nokat. Onda
(E, x)+ b =0 yokary tekizlik (giperploskost) tapylyp vx ew (gin
(a,x)+b>0, we (a,x)+b<0.

Subudy: Goy X ew, gysga arasy Xo bilen yerlesen. Eger

Xo- X =a, -(Xo- X ,X )-c=b
L(x)-c=(Xo— X ,X)-(Xo =X ,X )-c=b.

I1-Hésiyet: Gubergek kopligin (yapyk) aracakdéki nokadynyn her
birinin Ustlinden bolmanda bir dayanc yokary tekizligi gecirmek
bolyar.
Subudy: Goy X ew - aracak nokady I-nji hasiyete gora x-her
bir nokada X X

(x®-x"(K), x-x"(k)=0

yokary tekizligi goymak bolyar. vV x e w densizlik adalatly.
X (K)€w i yakyn aralyk x® yzygiderlik
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83. Wariasion hasaplamalarda burc¢ nokatly ekstremallar.

Yokarda biziin sereden hemme wariasion meselelerimizde
v = w(x) gozlenyan funksiyany tznlksiz we Uzniksiz énumleri
bar funksia diyip hasap edyardik yone bir ndce meselelerde
sonky talap edilyan sert hakyky bolmayar mundan basga hem
birn&ce klassiki (nusgawy) Wariasion meselelerin ¢oztwi dizgln
boyuca ekstremala dine bur¢ nokatlary bar bolanda eye bolyar.
Seyle meselelerin  sanyna mysal bolup, doéwilme we
yzynagaytarma ekstremal meselesi giryér, bu bolsa degislilikde
yagtylygyn dowilme we yzynagaytarma umumylasdyrylan
meselesi bolyar .

Yzynagaytarma ekstremal meselesi barada berilen A(x, v,) we
B (x,,v, ) nokatlardan gegyan we

xg

9= f Flx,v,v")dx

*p

funksionalyn ekstremumyny vyerlesdirydn egrini kesgitlemeli .
Ol  egri hacanda berilen vy =¢(x) c¢yzykdan yzyna
gaytarylandan son E nokada gabat gelmeli. Hakykatdanam
yzyna gaytarma nokat C(x,,w;) —nyn gozlenyan ekstremalyn
bur¢ nokady bolmagy mumkin dyip hasap etmek bolar.

Seylelikde bu nokatda cep oniim aydanda ¥'(x, — 0}, we
sag onim y'(x, +0), umuman aydanda darlidir.
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B(x2y

Y=p(x)

Afxg.50)

A J

1-nji surat

Sotia gora [y (x) -funksionaly asakdaky gornlsde yazmaklyk
yerliklidir.

Olv(] = [ *F(x,y,y)de + [7FF (x,3,y")dx

0zem xp;<x =x; We x;=x =x, aralyklaryn
hasap edilydr, sonun Ugin biz yokarda getirilen ekstremumynyn
esasy hokmany sertl 9 =0 asakdaky gornuse eye bolar.

Su—SJF[x vv]rix-l—ﬁ'j!:'[x v, ¥ )dx=10

C(xy,y)- nokat vy =e(x) egri boyunga hereket edip bilyar,
onda
§ [ Flxyy)dx we [ *F(x,yy )dx
] =,

Wariasiyasyny  hasaplasak, onda biz hereket edyan gyra
nokadyn meselesinin sertinde bolup berlen egri boyunca hereket
edyar. Yokarda seredilen netijeleri  peydalanmak bolyar.
Seredilen netijeleri peydalanmak bolyar. AC we CB egrilerin
ekstremallygy aydyndyr. hakykatdanam bu boleklerde y=y(x)
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Cyzykly dal ulgam ¢yzykly bolanda yol berilyan yaylanyni
glbercekligi saklanmayar. Eger-de yol berilyan yayla gibercek
dél bolsa, onda ¢yzykly maksat funksiyasynda hem global lokal
optimumlaryn tapawudy bolup biler

Lokal optimum bar bolan yagdayynda globaldan
tapawutlulykda bir depeden gonsy depd gecmegine esaslanyan
simpleks tipli hasaplanys usulyny ulanmaga mimkingilik yok.

Cyzykly dal programmirleme meseleleri ticin ( global lokal
optimumy tapawutly bolan) kop hasaplanys usullary lokal
ekstremum nokady tapmaga mumkingilik beryar. Umumy
yagdaylarda olar global optimum bilen gabat gelip gurmaga
mimkingilik berydr. Bu usul bilen lokal optimumy tapmak
praktikada kdpleng peyda beryar.

Cyzykly programmirleme teoriyasynda funksiyanyn
glbercekligine we oyuklugyna ayratyn gyzyklama bildiryéarler.
Seyle kesgitlemeler adalatlydyr.

Goy f(x) galtasyan X gubercek koplikde glbercek
koplik bolsun. Onda islendik lokal minimum X -—da global
minimum bolyar.

Eger-de f(x) galyasyan glbercek X koplukde oyuk funksiya
bolsa, onda X-da  f(x)-yn islendik lokal maksimumy global
minimumy bolar.
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3
Knokat Y = g X denlemeli ¢yzygyn OO; merkezinde we

(Xx—=5)° +(y—3)° =36 towerekde yatyar. Sistema gegelii:

Onda
(x-5)? +(y-23)*=36 17x? -170x—25=0
34 ~ Y=§X -
Y—5 5
30 30
X=5+— X=0———
_ J J34
ya—da
y—3_|_1_8 —B_E
V34 J34
30 18
Diymek K(5+—; 3+ — ]
34 J34

Seylelikde Z_ =43-12-./05; Z_ =40+12/34

F nokat lokal maksimum bolyar, ¢tinki z funksiyanyn
bahasy gongsy B we C depelerdéki bahalaryndan uludyr. Onda C
lokal minimum nokat bolyar.

Seredilen mesele c¢yzykly dal meselelerin hatarynyn
ayratynlyklary c¢yzykly meselelere garanynda kyndygyna g6z
yetirmége mimkingilik beryar.

Eger-de ¢é&kli meseleler ulgamy c¢yzykly, maksat
funksiyasy c¢yzykly dal bolsa, onda maksat funksiyanyn yol
berilyan planyn gyrky nokatlarynda optimuma yetmegi zerur dél.
a eger ol ekstremuma ¢dk nokadynda yetyan bolsa, onda bu
nokadyn gyraky bolmagy hékman dal. Seylelikde yol berilyan
cOzuwler kdpluginin depeleri bilen ¢aklenen seyle tipli meseleleri
cozmek Ucin hasaplanys usuly bolup bilmez. Seyle tipli
meselelerin kabirinde lokal optimum global bilen gabat gelmeyar.
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Eylerin denlemesinin ¢6zilisi bolyar, seb&bi eger bu egrilerin
¢Ozulisi bolyar, sebdbi, eger bu egrilerin haysy hem bolsa birisi
tapylan diyip hasap etsek, onda ikinjisi bilen warirowat edip
seredelydn meselédni gyra nokatlary berkidilendir mesel&
ugrukdyrmak bolyar. Sonun U¢in Wariasiyasyny hasaplap, biz
funksionalyn dine ekstremal ¢in bur¢ nokady C-in barlygyna
seredelyar diyip hasap edyar.

5 [F*F(x,y,y")dx = [F + (0" = ¥)F,]ms 507,

8 F(x,y,y)dx = [F+ (@' — ¥ )E,] = 002,
nirede  x=x;-0 we x=x;+0 belgiler  skobkanyn icindaki
ululyklaryni predel bahalary alynyar, hacan birinji yagdayda x;-
nokada yakynlasanda x bahasy tarapdan yzyna uly x,- nokatda
gaytarma difie y' 6niimde (zulyar (yagny Uzniiksizdal) onda
birinji  yagdayda bur¢ nokatda cep 6nim almaly, a iKkinji
yagdayda bolsa sag 6nim almaly. 89 = 0 serte goréd asakdaky
gornlse eye bolar.

[F+(e' - }’ij;'f]x=x:—l}61—1 - [F + (o' — -vij;'f]Sxi =0
ya-da &x, erkin (ytgemeginin esasynda
[F+(e' —_l’f:IFj-"]x:xr_g = [F L (‘Pf _.-"Tf:'F;,"']x=xi—l}

ya-da
F g,y ¥ (= 0) + (@ () =¥ Cep = 0))F i (x, 30,y (xy = 0)) =
= F(.’Xl,}’l,}-‘!(l’l + 0)) + (@I(Tl) - }”(1’1 + OJJF}!’ (le}"ly}”(ﬁ + 0))

Bu sertler yzyna gaytarmada ayratyn yonekey

9= [AEIVA+y") dx
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Funksional gornlse eye bolyar.

| = g =y )y
Alxy,y ) | J1+y" + Y
R 4 1+ }:r" R

|—" P 1"' 1"'
= A(xy, v) [ II 1+y" + g]
N -""'ll]' +}Ff x=x,+0

Goy A(xqv) =0, onda A(xyv) gysgaldyp we
yonekeylesdirip alarys:

1+qu}_.' _ :L+|p"_}"'
T ;

1457
J1FY

x=x,—0 1=I1+}J: x=x,+0

¥ = ¢(x) egrinin galtasmasy absissler oky arasyndaky burgy a
bilen bellélin. Absissler okyna bolan yapgyt bur¢ynyi cep we sag
galtasmalarynyn c-nokatdaky yzyna gaytarmasynyn ekstremalyna

degislilikde £, we 3, gora alarys.

yi(x,—0)=tghy, ¥y(x,+0)=1tgh,:¢'(x)=tga

Yzyna gaytarma noktda sertinin esasynda ol asakdaky gorniise
eye bolyar

1+tgatgh, 1+tga tgf,

—sec 5, sec 5,

ya-da yonekeylesdirilenden son cos o kopeldilenden son
— cos(a — B,) = cos(a—B,)

Bu yerden dusme burgy yzyna gaytarma burcyna denligi gelip
cykyar.
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87. Cyzykly dal maksat funksiyaly we ¢yzykly dal
caklendirmeler ulgamly meselelerin ¢6zulisi

Mesele

(x=5)*+(y—-3)*>9
(x=5)>+(y—-3)°<36
X+y=>8

(x=0,y=0

cakli ulgamyn coziwler kopluginde Z=x"+ y2
funksiyanyﬁ global ekstremumyny tapmaly.

Cozuwi: Yol berilydn cozlwler koplugi garaldylyp gorkezilen.
GornUsi yaly ol glbercgek dal. Funksiya in kici bahany B nokatda,
it uly bahany bolsa K nokatda alyar.

B we K nokatlaryn koordinatalaryny tapalyi. B nokat X + Y = 8
gonide we (X—=5)°+(y—3)"=Yy towerekde yatyar.
Sonun (¢in onun koordinatalaryny asakdaky ulgamdan taparys:

X—5)7 + (y~3) = y{<x—5)2 +Hy=3)*=y
X+y=28

B-y)+(y—-3)*=9 2y*-12y+9=0
X=y-8 X=y-8
y=3+3v0.5 y=3-3.0.5

ya-da
x=5-3,/05 x =5+3,/0,5
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coziwi: Z = (X —3)% + (Y — 2)? funksiyanyi dereje cyzygy
merkezi A(3,2) (52-nji surat) nokatda bolan tdwerek bolyar.
A(3,2) nokatda yetyar, global maksimuma bolsa B(0;6) nokatda
yetyar.(16-njy sur)
Zmin - 0 Zmax = 25

Aydylanlary mysallarada disiindirelin:
Mesele 2

X, <3
Cakli 33X, +2x, <12
X=0,X%,20
ulgamyii ¢ozuwler kopluginde z = 2x, — X12 + X, funksiyanyn
maksimumyny tapmaly.
Gozulisi: z=2%, — X12 + X, funksiyanyn dereje gyzygy
parabola bolar. (3-nji surat).

3-nji surat

z funksiya iki sany oyuk

f(x)=2x-%° we fy(X,)=Xx, funksiyalaryi jemi
yaly garamak bolar. Seylelikde z funksiyanyn lokal maksimumy
global bolar. z., =4 baha D(1;3) nokatda yetyar.
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A, o)

2-nji surat

Eger nokat haysy hem bolsa bir yerde 9(x,v) tizlik bilen
hereket edyan bolsa, onda harg edilydn wagt A(xo, Yo) nokat
yagdaydan suysip B (x1, y1) yagdaya gecmegi

_r: V1 +y"
x DY)

bolup, seredilyan gornuse degisli funksional

J ACe )1+ v dx

&

gornuse islendik 9(x,y) tizligin Uygteme kanuny nokatda yzyna

gaytarma, diisme burcuna dendir. Eger A, B, C nokatlar bashgaca
yerlesdirilen bolsa, mysal Ggin (7-9) suratdaky yaly, onda sol bir
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serti almak yzyna gaytarma nokadynda y=y(x) iki bahaly funksiya
gora, perimetrik gérnisde dernemeklik amatly bolardy.

A B(x2.V2)
V=O(X)

4

3-nji surat
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86. Cyzykly dal maksat funksiyaly we ¢yzykly dal
caklendirmeler ulgamly meseleler
Mesele 1

X +y?<36
x>0,y>0

cakli ulgamyii coziwler kopliiginde Z = (X —3)° + (Y — 2)
funksiyanyn global ekstremumyny tapmaly.
Ly

: Nﬁ =75
32

% J )
e

1-nji surat

2

TN

2-nji surat
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2-nji surat

z=x-y-5 maksat funksiyanyn A,B,C,D,K,N,M,L nokatlardaky
bahalaryny hasaplalyn. Bu nokatlaryn koordinatalary seyle bolar:

. A A _ 1
A(50) , B(S,Z) , C(3,E) , D(35,0) , K(1§,2) ,

L(0:35) , N(lé;S) M (05)

Onda sz—%, Z.=-25, Z,=-15, Z, =-55,

z, -85, z,=-88, Z,=0, Z, =-10
Global maksimuma (5;0) nokatlarda yetyar we ol 0 —a den, global
minimuma bolsa (0,5) nokatlarda yetyar we -10-a den.
Funksiya C nokatda -2,5-e den bolan globaldan
tapawutlanyan lokal minimuma yetyar. Sonun Ugin K nokatda
hem globaldan tapawutlylykda lokal maksimuma yetyar.
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84. Burg nokatly ekstremallaryi dowilmesi.

Goy,

8lo(0)] = [*(x, v,y )dx
funksionalyn  integralynyn asagynda funksiyasy seredilyan
oblastda ¥ = ¢(x) Uzulme c¢yzgylar bolsun, A we B gyra
nokatlary bolsa degislilikde Gztlme ¢yzygyn dirli tarapynda
yerlesen bolsun
9 [v(x)]- funksionaly asakdaky gdrniisde yazalyi

o] = [ Ayt [ EBGoy.y)x

En N
nirede F(x,y,v)=F(x,v.v") uztlme c¢yzygyn  bir
tarapyndan, F, = (x, % v") = F(x, v,¥") Uzllme ¢yzyn beyleki
bir tarapynda.

b y

1-nji surat
Goy F, we F, U¢ gezek differensirlenydn funksiya. Gozlenyéan
egrinin Uzllme c¢yzygy bilen kesisme C - nokady burg
nokadynyn barlygyna garasma hakykydyr. AC we CB
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dugalaryn ekstremallygy aydyndyr (bu bolsa dugalaryn haysy
hem bolsa birisini fiksirldp beyleki birini bolsa Warirlap, biz gyra
nokatlary berkidilen meseléni almaklyk gelip c¢ykyar). Sonun
ucin, iki ekstremaldan duryan dowik ¢yzygy almak bolyar, onda
Wariasiya ~ C(xy,v;) gyra nokadyn hereketdedigine gora,
v =@(x) egri boyunca sliysmegini g0z onlnde tutup, ol
asakdaky gorniise eye bolar.
69 =238 [*Flx,y,y)dx+8 [*F(x,yy)dx= [F +
(' — }’f]Fl}’f]x:xe_-Dgxl - [FZ + (¢’ _}TfJFE}'f]x:x,ngl
ekstremumyn esasy hokmany serti &9 =0 asakdaky deilige
getiryar.

[Fi + (g]f _}Tiji}'r];t':x,—D - [Fz t (g}l" - }’f]FE}'r]xzx, +0
Déwiilme dinie y'tiziilme nokadynda bolmagy mimkin, gérniisde
yazmak bolar:

Fy (2,30, ¥' (x— 0)) +
[@ﬂf () — ¥ (g — D])Fi}-’ [:xir}’ir}’f (x,— ':']] =
=F [:xr}’lr}’f(x + ﬂ])
+ [fﬂf (1) —¥'(x, — 0) )F:;.-’ (_Iir}’ir}’f (xy + ':'])
Bu dowilme serti w; =@l(x,] derileme bilen bilelikde C-

nokadyny koordinatalaryny kesgitlemeklige mimkingilik beryar.
Eger hususy yagdyda funksional ¥ asakdaky anlatma dendir.

3 - i -
f A(x,ijfi +y7dx = f Altx,ijfi +y" dx

*p *p
X

—
+ f A,(x, ) N|'1+y*‘dx

onda déwiilme serti asakdaky gorniise eye bolar

1+¢'y 1+¢'y
A y)——= =4, y)——=
L2 S

Vi+y H=x, 0 V1) &=, 0

ya-da yokardaky belliklerii esasynda  ¥'(x +0) =tg 2%
@' (x,) = tg a, yonekeylesdirip cosa kdpeldip alarys:
80

1
tstiinden gegyar we k; = E burc¢ koeffisiyente eye bolyar. Sonun

: . 1
ucin onun denlemesi 'y = E X.

x* +y? =36
1 ulgamy ¢ozip
Y=EX
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=—— bahalary alarys.
5 y 5

Seylelikde O(0;0) nokatda global minimuma yetyar. Ol nula deriir,

global maksimum A(2,4) nokatlarda yatyar we 6+/5 - e deii.
Lokal ekstremumlaryn globallardan tapawudy funksiya 6smeyér.

X

Mesele 2
(x-Dy<1
z=x-y-5 funksiyanyi X+Yy>35
0<x<5, 0<y<5

densizlikler ulgamynyn ¢ozuwler képliginde global
ekstremumlaryny tapmaly.

Cozulisi: Yol berilyan coziwler kopliigi her biri giibergek bolan
(2-nji surat) iki ayratyn bdlekden ybarat.
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85. Cyzykly maksat funksiyaly we ¢yzykly dal ¢caklendirmeler
ulgamly meselelerin ¢ozulisi

Mesele 1.

x* +y?<36

x>0 y=>0

densizlikler ulgamynyn ¢oziwler kopliginde Z =2X + Y
funksiyanyn global ekstremumyny tapmaly.
Cozulisi: 6-njy suratda yol berilyan ¢oziuwler kdplugi garaldylan.
Bu kopluk glbergek Z =2X + Yy funksiya n=-2 burg koeffisentli
goné parallel. Goérnisi yaly global minimum O(o,0) nokatda, a

glabol maksimum x2 + y2 =36 towerege A galtasma nokatda
bolyar. A nokadyn koordinatasyny tapalyn. Onufi G¢in | géninin
denlemesini dizmek we goninin we toweregin denlmesini 6ziinde
saklayan ulgamy cozmek yeterlikdir.

gk
\ %
\ e,
- \ 5
3
\?\E
\ / e
Y \l X
A\
1-nji surat

| goni dereje ¢yzygyna perpendikulyar, seylelikde onun burg
1
koeffisiyenti k; :E (k; -k =—1) bolar. I goni O nokadyn
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:'En[;—{n:—#r_}] Ay (xan)
sin[F-(a-8]  Aulwer)
Bu bolsa belli bolan yagtylygyn déwilme kanunynyn
umumylasdyrylan ¢6zulisi bolup duryar:
Sinus burcunyn yagtylygyn dismesine bolan gatnasygy, tizligin
gatnasygyna dendir
1 1

ﬁl (xI}Tj - Ay (x.7) Ai':.'-t‘.j'::'
gyrasynda sredalarda dowulmeler bolup gecyér. Ekstremallar dine
bir bur¢ nokatlarynda, yiize ¢ykyar diyip pikir etmelidal eysem
bolsa ol yzyna gaytarma ya-da dowiilme ekstremal meselelerinde
hem emelegelyédr. Ekstremuma bur¢ nokatlaryn ekstremalynda
hem yetmegi mumkin. Seyle hem ol funksionalyn ekstremum
meselelerinde.

we 4, (x,v)=

.

oly@) = [ Fluyydx
*n
yetmegi  mumkin. Nirede F(x,v,¥") funksiya Uc¢ gezek
differensirlenyan we A,B gyra nokatlaryn dstiinden gecgyan rugsat
edily&n egrinin hig hili gogsmaca sertler goz 6niine tutulmazdan.

Indi bolsa funksionalyn ekstremum baradaky meselesinin
Oly()] = [*F(x,yy)dx ¢oziwini  burg  nokatlaryny

kanagatlandyrmaly sertlrini kesgitlalin. Belli bolsy yaly ayratyn
yylmanak dugalaryn esasynda dizilen déwik ekstremal, Eyleri
integral egrilerin denlemesi bolmaly. Bu bolsa eger bizden galan
hemme dowlk c¢yzyklaryn boleklerini fiksirlesen we dine bir
bolegine gorad Warirlesen, onda bu mesele bize belli bolan gyra
nokarlary berkidilen yonekey meseld gelydr diymek bu bdlek
bolsa duganyn ekstremaly bolmaly.

Yonekeylik (gin, biz dowiik ¢yzygyn ekstremaly dine bir burg
nokadyn eye bolyan bolsa, onda bur¢ nokadyny kanagatlandyryan
sertlerini kesgitlemeli.
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o x xz Mesele 2
Iy(x)] = f Fx,y,y")dx = f F(x,y,y")dx + f F(x,y,y')dx,

xo %o % X, + X, 25
nirede x, burgc nokadynyn absissasy — X, +3%X, <7
—X, <
AC we CB egri ¢cyzyklary Eylerii integral egri ¢cyzykly detilemesi 3% — X, <11
diyip hasap etsek we C nokat erkin hereket edyén bolsa, onda biz =20 Xx,20
yokarda seredilenlerin esasynda alarys I — X
oy cakli z=""1—"2 maksat funksiyasynys global

X, + X,
maksimumyny we minumymyny tapmaly.

Cozulisi: Yol berilyan kopliigin ¢yzgysyny guralyn (surat 51).
Optimum koordinatalar baslangyjynyn towereginde goninin
aylanmasynda yerlesyar, onda ekstremal nokatlar A we B
depeler bolar.

Yokardaky yaly edip anlatmadan maksat funksiya tigin x,-ni

Cle+6 x1, yr+dyl)

bolup cykararys: X, = = . Xy
Z+1
. e P 3-2
x Indi aygytlayjy goninin burg koeffisiyentini tapalyn: k = —1
" Z+

. dk -4
2-nji surat Onuim alsak 4 = 2+ 1)
' : . _ _ 3-2
89 =F—y'Fyl| _ o+ Fyl _ o= F=yFyl_ 6%~ Bu 6niim z-in islendik bahasynda otrisatel, onda K = 1
Z+
Sy, =0 funksiya kemelyér. Bu bolsa géniinin aylanmasynyn sagat
) strelkasy boyungadygyny anladyar. Seylelikde A depede maksat
bu yerden funksiyasy in kici, B depede it uly bahany alar.
(F _ y’Fyr)| b+ Fy" Sy _ _Pravktlkl_.elfst[er_nal nokatlary yone[<vey gurmak mimkin.
x=x1-0 x=x1=0 Degisli denlemani ¢coziip A we B depelerin koordinatalaryny
= (F — yfpy,) §x; + Fy 5y, kesgitlaris. A(2;3), B(4;1)
X=X +0 x=x1+0 Zp<zg bolyandygyny bellaris, sebabi A depede global minimuma,
ya-da &x,we 8y, bagly dildirler, onda B depede bolsa global maksimuma yetyar.
82 215
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4. Koplik ¢akli dal, ekstremumyn ikiside asimptotiki (5-nji

surat).

4-nji surat

X5 -
N :.:I
A
\} i v X % b} ]
+
b ¢
7 4
3
10 / ﬁ\ F
rd
5-nji surat

(F - }’fF:r")lx:x, W= (F—y'F,)|
J:r"’_|l|:r=:r,—lll N F}-f |:r=:r,+D

Bu sert gozlenyan ekstremalyn Gznuksizlik serti bilen bilelikde
bur¢ nokatlarynyn koordinatalaryny kesgitlemége mumkingilikler
doredyar.
Bellik: Egerde bur¢ nokalary bir n4ge sany bolsalar onda olaryn
her birine ayratynlykda getirilen diizgiin ulanylyar.
Mysal 1. Dowik ¢yzyklaryn ekstremalyny kesgitlemeli (eger olar
bar bolsa )

x=x,+0

Oly(x)] = f (y"—y?)dx

o
Dowilme nokadynda yerine yetmegi gin ikinji serti yazalyn

F}-I|.'-I'=.?|:'.-—E - F}-I’ x=x,t0
ya-da bu mesele tgin 2¥'(x, —0) = 2¥'(x, + 0) bu yerden
vi(x;—0)=y"(x,+0) yagny ¥' énim x, nokatda (zniiksiz
dowik ¢yzyk yok. Onda seredilyan meselede ekstremuma dine
yylmanak egrilerde yetmek bolar.
Mysal 2.

9= [y  (1-y") dx

Funksionalyn dowik gyzykiy ekstremalyny kesgitlemeli. Integral

asagyndaky funksiya dine y’-bagly. Sonun dgin  ektremallar

bolup y = Cx +C goni gyzyklar bolyar. Berlen yagdayda déwiilme
nokadynda sertler asakdaky gdrnuse eye bolar:

—Y*A-y)a-3y)| |, =-yia-y)a-3y)

X=%+0
we
2y'-y)A-2Y),., o =2YA-Y)A-2Y)],,
Bu sertleri triwial mimkingilik diyip hasap etmeyaris
y’(xl _0) = y’(xl + 0)
Olar asakdaky sertlerde kanagatlandyrylyar:
y'(x-0)=0
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we
ya-da

we

y'(x+0)=1
y'(,-0)=1

y'(x,+0)=0

Seylelikde, dowilme ekstremallary y=C, we y=x+C,goni
cyzyklaryn masgalasyna degisli bolan kesimlerden ybaratdyr (3-

nji surat).

84

L

A(L,1) BY)

x

3-nji surat

20,9, _

%: — 0u (20, — Po) — (P — 261)9, _ " Z0h%, + PoGy — PG —
dz (20, — )’ (20, = p,)°
_ P2t — P1G
(zd, - P,)°
Xy !
i +
m&p
Zmin
i _';f
2-nji surat

Oniimin maydalawjysy mydama poloitel, sanawjysy bolsa
z-e bagly dal. Seylelikde 6ntimin hemiselik alamaty bolar, z-in
6smegi bilen burg koeffisiyenti dine artyar ya-da kemelydr, a goni
bolsa bir tarapa owrllyar. Tersine gonlnin bir ugra éwrllmegi
bilen z dine Osyér ya-da kemelyér, z-in 6smegi bilen goninin
aylanys ugruny kesgitlalin:
Seyle dirli yagdaylaryn bolmagy mimkin:
1. Kopburclyk ¢ékli, global maksimumy we minimumy bar
(2-nji surat).
2. Yol berilyan planyn kopligi cakli dal, yone funksiya
global ekstremuma 6ésyar (3-nji surat).
3. Yol berilyan planyin kopliigi c¢dkli dal we global
ekstremumlardan biri dsmeyar.(4-njy surat)
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1-nji surat

Drob ¢yzykly maksat funksiyaly meselénin Uytgeyan ululygyny
¢cyzykly programmirlenen meselere getirip, sonra simpleks usuly
bilen ¢ozeris. Bu nahili edilyar, munun bilen sonurrak tanysarys.
Ilkibada drob ¢yzykly progammirlenen meselelerin geometrik
manysyny we grafiki usullary bilen tanysalyn.

P X + P X;
01 % +0,X,

O,, tekizlikde z = maksat funksiya
garalyn.
X2 —Ni bollp cykarsak

. pl B qu
0. X + 20,X;, = PiX + P Xy, X, =

zq, — P,

ya — da (Zqz - pz)Xz = (pl - qu)Xl

P, — 20,

9, — P,

X, =KX, denleme koordinatalar baslangyjyndan gecyan gonini
beryar. z-in kébir fiksirlenen z bahalarynda goninin k burg
koeffisiyenti hem fiksirlenen a goni kesgitlenen. z-in bahasynyn
tytgemegi bilen X, =K - X; goni koordinatalar baslangyjynyi
dasynda owrilyar. (1-nji sur.)

z-in monoton artmagy bilen k burg koeffisiyentinin

uytgemegine garalyin. Munun tgin k —dan z boyunga 6niim
alarys.

212

X, =kx,  bu yerde k=

85. Izoperimetrik gornusdaki wariasion meselelerin ¢ozilisi

Gysgaca perimetre bagly meseleler diylip geometrik
gornuslerin  meydanynyin maksimumuny gozleydn meselelere
aydylyar. Bize belli bolgy yaly, bularyn yaly ekstremal meselelerin
arasynda , kone Gresiyada Warision meseleler bolup olary
owrenipdirler.

Biz kitabyn basynda berlen uzynlykly yapyk egri ¢yzykly
céklendirlen maksimum meydany kesgitlemek meselesine
seredipdik. Egri ¢yzykly perimetrik gornisde seretsek x=x(t),
y=y(t) bolup, bu meselani asakdaky gornlsde aydynlasdyrmak
bolar: funksionalyn max kesgitlemeli

t t
) 1 . .
S = [xydt yoqq S =2 J g - yxyee
to to

t
) .2
hacanda _[\/ X"+ Y°dt _ funksional 6ztinin hemiselik bahasyny

ty
saklayar.

t

j X2+ yidt=e

ty
Seylelikde biz wariason meseld gelyéris, ol sertli 6zbasyna
ekistremumly:

t
j X2+ y2dt
ty

hemiselik bahasyny saklayar.

Hézirki dowirde perimetrli mesele diylip, orédn kop
meselelere aydylyar, has takygy bolsa hemme wariasion
meselelere aydylyar, eger olarda funksionalyn ekstremumyny
kesgitlemeklik gerek bolsa,
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L= jF(x, Voo Yoreos Yoo Y 3 Yy v ¥ )OX

eger perimetrli sert bar bolsa, yagny

Xy -
jFi (X Yy Yorees Van V1 3 Yo 5oy Yo )AX =1, (1 =1,m)

X2

|i =const, m>n, m<n, m=n bolmagy miimkin. Seyle hem edil

sular yaly beyleki c¢ylsyrymly meseleler cozilyar. Perimetrli
meseleleri sertli ekstremum meselelerine getirmek hem mimkin.
Taze nébelliler bilen bellalin

[Fx=2,00, (=1,m),

Xa

Bu yerden zij(xo)=0, onda JFidX =1, sertden Z; (%) =1,

zi -ni x gora differensirlap alarys.

Z/(X) = R Yo Yareens Yoo Vi 2 Yy 0o Vi Do (i =1,m)

X
Seylelikde integral perimetrli baglansyk IFidX :|i’ differensial

X2

baglansyk bilen calsyryldy. .
Zi(X) =F (X, Y1, Yoo Yo Y1 0 Yo e ¥ ) (1=1m)

Kdopeldijiler dizgunini ulanyp, sertli ekistremumyn v = deX
yerine v funksionaly deriiemek bolar, yagny F. —z/ =0

baglansyga gord, sertsiz eksremumy v funksionaly (gin dernemek
bolyar.

86

84. Cyzykly dal maksat funksiyaly we ¢yzykly ¢aklendirmeler
ulgamly meselelerin ¢ozulisi
Mesele 1.

Kérhana bir dirli 6nim goyberyér we dort tehnologik usul
bilen tayyarlanylyar. Bu usullarda islenende wagt birliginde
0; , Q5 , Q3 (4 6nim alynyar, bu 6nimlerii gymmaty p1, p2 , ps
, Pa Yybarat. Berlen meseléanin matematiki modelini dizmeli.
Oniimleriti gymmaty i kici bolar yaly we her bir usulda kirhana
degislilikde t; , tz, t3, ts sagatdan kop bolmadyk wagtda islener
yaly 6ntim goyberilisiti planyny kesgitlemeli.

Cozulisi: Goy x; birlik kdrhana birinji tehnologiya boyunca
isleyan bolsun, x, -ikinji, X3z —U¢unji, X4 —ddrdunji. Onda énimin
umumy goyberilisi

0. X + 0%, +03X3 + 0%, bolar, a Onimin umumy
cykdayjysy bolsa P;X; + P,X, + P3X5 + PyX, den bolar.

Umumy ¢ykdayjinyn umumy oénimin goyberilisine bolan
gatnasygyna 6nimin gymmaty diyilyar.

5 = PrXit PaXo + PoXs + PaXy
QX + 0o Xy + 03X + 0y Xy
Indi 0<x, <t 0<x,<t, O0<x;<t; 0<x,<t,
cakli ulgamyn ¢ozuwler kdpluginde

5 = PrXit PaXo + PoXs + PaXy
QiXg + 0o Xy + 03X3 + (g Xy

maksak funksiyanyn in Kici bahasyny tapmaly.
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Seylelikde y bir Gytgeyanli funksiya yaly bolar.

X 12 3"1 = [} (12-3x) = \/3x1(12 3%,)

3x1 we 12-3x; otrisatel d&al kopeldijilerin jemi hemiselik. Sonun
ucin 3x1(12-3x1) kopeldiji bilen y  3x3(12-3x;) bolsa in uly
bahany alyar. Alarys:

I
N

y

12-6
X =2 XZZT:1’5 ymaxzz‘/§

Garalyan ¢yzykly dal meselanin tipi drob ¢yzykly maksat funksiya
meseld menzesdir.

Ay X FayXy +..FapX,
by + b X, +b,X, +...+ Db, X,

------
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v* = T[F +Zm:)pi(x)(Fi —z{)]dx = TF *dx,

onda v*—{cin Eylerin denilemesini asakdaky gornisde yazmak
bolar.

d
Fy—-Fi =0 (=1n)
F-SF; =0, (i=1n)
dx

ya-da

F+Zl ——(F +zz jo (j=1n)
iﬂui(x)=o (i=Lm)

dx

L= JFdX -funksionalyn  ekstremumyny tapmak baradaky

izoperimetriki meselede esasy zerurlyk sertini almak (gin

j Fdx =1, (i=1,_m) baglanysygyn bolmagynda kdmekgi

funksionaly diizmeli bolyar:

8**='[[F +Zﬂ,,|:ijdx
X i=1

bu yerde A, =const.

Eger biz 9" -funksionala Eylerin detilemeler ulgamyna, haysy
hem bolsa bir u, = const képeltsek, onda 9™ -liytgemeyar.

X1 m

u0x9** = Jz i Fdx,

X, i=0
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bu yerde F,=F, u, =244, j=1m belgileme girizilendir.
Indi bolsa Fi- funksiyalar simmetrik, sona goéra wariasion

Xy
meselanin ekstremaly we j F.dx — funksionalynn ekstremumyny
%o

kesgitlemek meselesi hacan perimetrli

JFidx:li (i1=012,..,s-1,s+1,m) serti bilen Vs (s=0,1,...,n)
biri-biri bilen gabat gelydrler. Bu hésiyet biri-birine garsydas
prinsipler diyilyér.

Meselem, berlen uzynlygy boyunca caklendirilen yapyk egri
¢yzygyn maksimum meydanyny kesgitlemek meselesi bilen berlen
meydany boyunca céklendirilen yapyk egri ¢yzygyn minimum
uzynlygyny kesgitlemek meselesi biri -birine umumy ekstremala
eyedir.

Bellik:  yokarda godrkezilen dizgun perimetirli  meseleleri
cozmeklik, oran ¢ylsyrymly funksionallar tG¢in hem dogrydyr.
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Mesele 4. (2 meselanin sertine seret.)
Cozulisi: Yol berilyan planlarkopliigi AB kesimin nokatlar
kopligi (4-njy surat), dereje ¢yzylgy bolsa giperboladyr.

4-nji surat

1
Eger-de y=1onda X, :4— giperbola, eger-de
Xy

3
y= 2«/§ bolsa, onda X, =— giperbola bolar.
X

3
X, =—(y= 2+/3) giperbola AB kesim bilen bir umumy
Xy
K(2;1,5) nokady bolar. Seylelikde X, =2, X, =1,5 bolanda ii

uly baha yetyar we ol 24/3 -¢ deii.
Bu mesele ansat ¢oziilyar we analitiki 3X; + 4x, =12
denlemeden Xx-ni
X1-i71 Usti bilen anlatmak bolar.
Xy =——.
4
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Mesele 3
X+2y<12
X+y<9
x>0, y=>0
ulgamyn ¢oztiwler kopliginde z = (X —7)(y —1) funksiyanyn
global ekstremumyny tapmaly.

-

3-nji surat

Cozulisi: Yol berilyan plan kopburclugy biz eyyam  7.3.2
meselede gurduk, a dereje ¢yzygy bolsa osimtotalary x=7, y=1
(9-nji surat) bolup hyzmat edyén dentaraply giperboladyr. z
ululygyn boyuna z giperbola asimtota kesiginin nokadyndan
baslap Kicelydr. z —in in uly bahasy degisli O(0,0) nokatdan
gecyan giperbolada, in Kici bahany bolsa funksiya K(7,1) nokatda
alyar. Seylelikde 0O(0,0) nokatda Zm=7 , K(7;1) nokatda
Znin=0
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86. Warasion hasaplamanymn goni usullary

Wariasion meselelerde emele gelyan  differensial
denllemeleri , gutarnykly gorniisde dine ayratyn yagdaylarda
integrirldp bolyar. Sona gord bu meseleleri ¢dozmek Ugin, 6z-
6zlnden basga usullaryn gerekdigi yize ¢ykyar. Goni usullaryn
esasy ideyasy, birndge tlkenikli sanly nabellili funksiyalaryn
ekstremumyny  kesgitlemek meselesinin, predeline, (limit)
wariasion meselelerine seretmeklikden ybaratdyr.

Bu tikenikli sanly nabellili funksiyanyn ekstremumyny
kesgitlemek meselesi, (hemise) belli usullar bilen ¢ozilip sonra
(limit) predele gecip degisli warisson mesele ¢ozllyar.

v[y(x)]-funksionaly tukeniksiz n&bellilerin  kopliginin
funksiyasy hokmiinde seretmek bolyar. Bu tassyklamanyi, yerine
yetyandigi aydyn gorlinyér, eger seredilyan funksiyalary asakdaky
derejeli hatar gorniisinde dagydylyar diyip bellesek, onda

y(X) = ag+arX +a X +...+ a) X" +....
ya-da Furyenin hatary
a, < )
y(x)==2+>"(a, cosnx+b, sinnx)

n=1

ya-da haysy hem bolsa bir gérnisli hatar
y(x)=73 a,0,(x)
n=1

nirede (pn(x)-berilen funksiya y(x) funksiyany berilen w(x)
funksiya Ugin,ony asakdaky gornusde
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y(x) = ni;anqon(x)

yazmak Ucin a,-koeffisientlerin bahalaryny bermeklik yeterlik,
diymek o[y(x)]-funksionalyn bahasy bu yagdayda berlen
ap,a1,a2,...,an,... tukeniksiz yzygiderlik sanlar bilen kesgitlenilyar,
yagny funksional

oly(0)]=e(a,,2,, 2, a,,.0)

Tukeniksiz kop nabellili funkiya owriulydr. Diymek wariasion
mesele bilen ekstremumynyn arasyndaky tapawudy, wariasion
yagdayda funksiyanyin ekstremumyny tikeniksiz kdp sany
nabellilere gora dernemeklik gerek bolyar. Sona goéré gani usulyn
esasy ideyasy yokarda belleysimiz yaly wariasion meseldni
tikenikli sanly nébellili funksiyanyn ekstremumyny kesgitleme
meselesi Ucin prdel meselesi hokminde seredilmeginden duryar,
ol bolsa 6rén dogry bolyar.
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alarys. Goy ¢=1, 2, 3, ... bolan téwerekleri ¢yzalyn. 8-nji suratdan

gornusi yaly Z =4/ x% + y2 funksiya A(8;0) nokatda in uly
baha yetyar. rnax =8.

Mesele 2.
X+2y<12

X+y<9
x>0, y=0

ulgamyi coziiwler kopliginde z = (X —2)% + (y —3)?
funksiyanyi global ekstremumyny tapmaly.

Cozulisi: Yol berilyédn kopburglyklary we birnace dereje
¢yzyklary guralyn. (2-nji surat).

2-nji surat

z= c dereje ¢cyzygy A(2;3) nokada merkezi bolan r = «/E
radiusly toweregi berydr. 9-nji suratdan gornisi yaly zmin=0 baha
A(2;3) nokada yetyar, zmin bolsa B(9;0) nokatda yetyar.
Seylelikde Zpin=0; Zmax=(9-2)*+(0-3)?=58.
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83. Cyzykly dal maksat funksiyaly we ¢yzykly ¢aklendirmeler
ulgamly meseleler

Seyle meselelerin yol berilyén ¢coztwler kdpligi mydama
gubercek, ¢lnki ¢gyzyky céklilik n Olgegli ginislikde gubercek
kdpgyranlygy emele getiryarler. Cyzykly programmirlemeden
tapawutlylykda ¢yzykly dal programmirlemelerde maksat
funksiyanyn optimal ¢ézlwlerinin bu kdpgyranlygyn depelerinde
yerlesmegi hokman déldir.

Mesele 1.
{éx+4y—24£0

x>0, y=0

sertlerde Z =4/ X% + y2 funksiyanyn in uly bahasyny tapmaly.

Gozulisi: Cozuwlerin yol berilyan kdpligi 1-nji suratda garalanan.

1-nji surat

Eger-de maksak funksiya fiksirlenen ¢ nokady bersek, onda
merkezi koordinatalar baslangyjynda bolan ¢* radiyusly towerek
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87. Eylerin tukenikli tapawut usuly

Eylerin tlkenikli tapawut usulynyn esasy ideyasy o[y(x)]-
funksionalyn bahasy meselem

fF (x,y,y)dx, y(x,) =a, y(x)=Db,

seredilyan wariasion mesele rugsat edilen azat (islendik) egride
seredilmdn, eysem bolsa, dine déwik ¢yzyklarda, yagny berlen n
sany gonlcyzykly zwenolardan (bdleklerde) duryan we
abssissalardaky berlen depeler bilen kesgitlenen:
X, — X
Xy + AX, Xy + 2AX,..., X, + (N —1)AX, nirede Ax = % :
Bular yaly déwik ¢yzyklarda »[y(x)]-funksional,

o(Y1Y2,...Yn-1,...) — funksiya 6wrUlyar. y1 ya....yn1 ordinatalar, dowik
cyzyklaryn depeleri, sebabi dowuk ¢yzyklar bu ordinatalar arkaly
doly kesgitlenilyér.

| /ﬁﬁ /\.\/

yo o 4

¥

1-nji surat
Y1Y,...yn1 Ordinatalary seyle bir saylalyn netijede, p(y1Y2,...Yn-1...)
— funksiya ekstremuma eye bolar yaly, yagny y1 Yz ...yn-1 asakdaky
sistemadan kesgitleyaris.
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0 0 0
X 0L o .

8yl ’ aYZ ayn—l

sofira predele geceris, hacan n — oo. Predelde funksiya F sertler
goyup, birnéce caklendirmelerde wariasion meselénin ¢6zulisini
alarys. v[y(x)]-funksionalyn bahasyny yokarda gorkezilen déwik
cyzygyn esasynda takmyn kesgitlemek, meselem yonekey
meselede integral ¢alysylyp alynyar.

n-1 Xo+(k+1)Ax

IF(X, y,ydx = >

o k=0 x,+kax

F (X, Y, yk+1A; yk )dX

integral jem bilen

L Ay,
E F(x.,V. LYAX
e ( | yl AX )

Mysal hékmiinde funksional Ggin Eylerin deiilemesini getirip
cykaralyn:

oLy (O] = [ F(x,y,y)dx.

Bu yagdayda seredilyan egri ¢yzykda
n-1 y _ y
Lyl @ (V1 Yz, Yas) = 2, F (X, y, S~ AX
i=0

Bu jemin dine iki bdlegi yi bagly bolyar, yagny i we (i-1)-e

F[xi,yi %)Ax we F[Xiﬂyil i gzilex, onda

Z(p =0(i =1,n-1) denleme asakdaky gdrnuse eye bolyar:
X
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“global” termini hem ulanylyar. Gysgaca aytsak funksyanyn
global maksimumy onun kesgitlenis yaylasyndaky in uly bahalary,
global minimumy bolsa in ki¢i bahalary. Global maksimum we
global minimum bilelikde funksyanyn global ekstremumy diyilip
atlandyrylyar. 39-njy suratda gorkezilen funksyanyn grafiginde
global minumum 2-& den we lokal minimumlaryn in Kicisi bilen
gabat gelyar. Global maksimum 9-a den, funksiya xo=10 nokatda
bu baha yetyér we in uly lokal maksimum bilen gabat gelyar.
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4-nji surat 5-nji surat

Yene-de geljekde talap edilek kesgitlemeleri yatlalyn. Goy yapyk
@ koplikde kesgitlenen z=f(x; , X2 , ... ,.Xn ) funksiya berlen
bolsun. @ kopligin elementleri X=(x1 , X2, ..., Xn) bolsun. Sonun
ucin z=f(xy , X2, ... ,.xn) funksiyany z=f (x) gérnisde yazarys.
Eger-de &>0 san tapylyp X—X,<¢& dersizligi
kanagatlandyryan ~ &hli ~ x-lar  {Ggin f(x)< (%)
( f(x)> f(xo)) densizlik yerine yetyan bolsa, onda z=f (x)
funksya kesgitlenen kabir yapyk X kopliikde X, € X nokatda

......

......

Mysallara seredeliii:
5-nji suratda kabir bir Oytgeyéanli [1,10] kesimde kesgitlenen
funksyanyn grafigi sekillendirilen (bu funksya oyuk hem dél
glibercek hem). Funksiya [1;10] kesimde lokal minimuma (x;=3,
X,=6, x3=Yy) we iKi lokal maksimuma (x,=5, xs=8) eyedir.

Goy z=f(x) funksiya X yapyk koplikde kesgitlenen bolsun.
Eger-de X, €X  we islendik Xe X tgin

f(x) < f(Xp) (f (x) > f(xo)) densizlik dogry bolsa, onda

ona bu funksya X, nokatda absalyut maksimuma (minimuma)
yetyar diyilyar. “Absalyut” termini bilen bilelikde kawagtlar
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Yia— Y Yia — Y 1
F | X,y ————L AX+F, (X, y ——)(——)A
y( B iy J X+ F, (X, Y, . ) AX) X +

A
Vi —VYiay 1 .
+F, (X .,y ,—)—Ax=0, i=1n-1
(X1 Vi ~ )AX ( )
ya-da
Ay, AY;
F, (X, Y, —)—F, (X4 Yig,
F(X_ y Ayi)_ y(.y AX) y(lel AX)=0
YR A AX
ya-da
Ay. AFy,
F, (X, Y —)-—2L=0
o (XY Ax) AX

n — oo predele gecip Eylerin denlemsini alarys:

d
Fy _&Fy’ :0

y(¢p)gozlenilyan funksiya denleméni kanagatlandyryp
ekstremumy yerlesdirmeli. Edil sonun yaly hem beyleki wariasion
meseleler Ugin esasy hokmany sertli ekstremumy mimkin almak
bolar. Eger predele gecilmese, onda denlemeler sistemasydnan

99 =0,(i=Ln-1), go6zlenilydn vyi, Y2, .., Yn1 ordinatalary
kesgitlemek bolyar, ol bolsa dowik ¢yzygyn almaklyga getiryar,
yagny wariasion meselénin takmyn ¢ozulisine getiryar.
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88. Warasion hasaplama meselesinii Ritsini usuly bilen
cozulisi

Ritsin  usulynyn ideyasy o[y(X)]- haysy hem bolsa bir
funksionalyn bahasyna, azat rugsat edilydn berilen wariasion
meselanin egrilerinde dél-de, a dine hemme mumkin bolan
cyzykly kombinasiyalarda

Yo = DM (9

hemiselik  koeffisientli, birinji n  funksiyalardan diziilen
birndce  saylanylyp  alynan  yzygiderli  funksiyalardan
W, (X), W, (X),...,W_ (X),... duryar.

yn:ZaiWi(x)-funksiyalar seredilydn meselede hokman rugsat
i=1

edilen bolmaly , bu bolsa W,(x) yzygiderli  funksiyany

saylamakda birndge caklendirmeler serti goyulyar. Bular yaly

¢yzykly kombinasiyalarda o[y(x)]- funksional ¢(a,,a,,...,a,) —

funksiya owrilyar, o,,a,,...,a, —Koeffisiyentli. Bu koeffisiyentler

seyle bir saylanylyar, netijede funksiya

o(oy,a,,....,a,) -ekstremuma eye bolar yaly: seylelikde oy, ...,

asakdaky denlemeler sistemasyndan kesgitlenyédn bolmaly.

op .

—=0 (i=1,...n

5 0 )

n — oo predele gecirmegi amala asyryp hacan yn=2aiwi(x)
i=1

funksiyanyn predelinin bar yagdayynda seredilydn wariasion

meselanin takyk cozilisi bolar.  o[y(x)]-funksional

caklendirmeler serti goyulanda we seyle hem

W, (X), W, (X),..., W (x),... — yzygiderlige. Eger predele gegilmese,

dine n birinji ¢leni bilen c¢éklendirilse yn=2aiwi(x), onda

i=1

biz wariasion meselénin takmyn cozilisini alarys. Eger seyle
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3-nji surat

Gerekli kesgitlemeleri yatlalyn. Eger-de kopluk islendik A we B
nokatlardan gecirilen AB kesimin &hli nokatlaryny 0zunde
saklayan bolsa, onda bu kopliige glbercek diyilyar. 1-nji suratda
nokatlar tekizliginde glibercek kopllge sfera, piramida, prizma we
beylekiler degislidir.

2-nji suratda gubercek dal koplige mysallar gorkezilendir.
Gubercek dal koplikde AB kesimin  ahli nokatlaryndan bu
koplikde yatmayan in bolmanda iki nokady gorkezip bolar.
Ginislikde gubercek dal kdplige tory mysal getirip bolar.

Bir uytgeyanli y=f(x) funksyanyn grafiginin islendik iki
nokadyny birleysdiryan kesim grafikde ya-da ondan yokarda
yatyan bolsa bu funksya guibercek diyilyéar.(3-nji surat)

Birndce Uytgeyanli glbercek ya-da oyuk funksyalar
dustnjesine formulirlemek mimkin. Eger-de  z=f(X11:X21...Xn)
giper Ustin islendik iki nokadyny birlesdiryan kesim onun Ustlinde
nji surat) Giper Uste z=f(X11.X21...Xn) oyuk diyilyér, hacanda onun
iki nokadyny birlesdiryan kesim Ustde ya-da ondan asakda yatyan
bolsa.
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1-nji surat

Bu meselede ulgam ¢yzykly ¢ékli, a maksat funksiyan ¢yzykly
bolmayar. Seredelin 7.11 we 7.12 meseleler ¢yzykly dél
programmirlenen meselé degisli.

2-nji surat

Seyle meselelerin k&bir ayratyn cozUwlerinin Ustlinde durup
gecelin. Cyzykly dal programmirlenyan meseleleri ¢ozmek (gin
sulary bilmek zerurdyr:
1) Meseldnin yol berilydn ¢ozlwlerinin kopligi oyuk ya-da
glbercek:
2) Maksat funksiya glibercekmi ya-da oyuk
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usul bilen funksionalyn absolyut minimumyny Kkesgitlenilse,
onda  funksionalyn minimumynyn takmyn bahasy islendik
rugsat edilydn egrilerde uly daldir . Funksionalyn sol bir
minimumdan rugsat edilydn egriler Kklasynyn bdéleklerinde,

yn=2aiwi(x) - egriler gornisine. Sol bir usul bilen
i=1

funksionalyn maksimum bahasyny tapanymyzda funksionalyn
maksimum bahasyny takmyn alyarys . Sol bir sebabine gora

yetmezcilikde. yn=2aiwi(x) -funksiyalar rugsat edilen
i=1

bolmagy Ggin  ilki  bilen gyra  sertlerini  hokman
kagatlandyrylmaly (seyle hem beyleki céklendirmeleri hem
yatdan ¢ykarmaly dél, olar mimkin funksiyanyn rugsat edilmeli
sertinde  goyulandyr, meselem olaryn Uzniksizlik we
yylmanaklyk sertlerine degisli bolmagy). Eger gyra sertleri
cyzykly we yonekey meselem in yonekey mesele
y(%) = y(x) =0 ya-da

ﬁljy(xj)+ﬁ2jyl(xj):y(Xl):O (j=0,1).
nirede f;- hemiselikler, onda i yonekeyleri we koordinatlar
funksiyalary bu gyra sertlerini kanagatlandyryanlaryny saylamaly.

Bu yagdayda aydyii gorinyar we y,=> aW(x) islendik a,
i=1

sol bir gyra sertlerini kanagatlandyryar. Goy, meselem gyra

sertler  y(x,)=y(x,)=0 gbrnisde bolsun, onda koordinatlar

funksiyasyny hil boyunca saylap bolyar.
Wi (X) = (X = %) (X = X,); (X)
nirede .(X)- haysy hem bolsa izniksiz funksiya, ya-da

W, (X) =sinw (k=1,.2,...)

ya-da haysy hem bolsa basga bir funksiya asakdaky sertleri yerine
yetiryér:
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Wi (%) =W;(x) =0

Eger sertler yonekey dél bolsa, meselem: y(x,) =Y, y(X)=VY,
nirede in bolmanda sanlaryn biri y,ya-da y, nula den déaldir,
onda wariasion meselénin ¢oziwini yonekey gérnusde gézlemek

Yo = D oW () + Wy )

nirede W, (x) berilen gyra sertlerini kanagatlandyryar.

W, (%) =Yy, Wo(x) =Yy, galan hemme W.(x) degisli yonekey
gyra sertlerini kanagatlandyryar , yagny seredilydn yagdayda
Wi (%) =W, (x) =0

Bular yaly saylananda aydyn gorinyér, islendik «; Ugin
funksiyalar y.(x) berilen gyra sertlerini  kanagatlandyryar.
W, (x) funksiyany hil boyunca saylamak bolyar, meselem cyzykly
funksiya

Wo(x)=f%§§(x—xo)+yo

1

6—(/):0 (1=12,...,n) denlemeler sistemasynyn ¢6zilisi, umuman

oa,

aydanda 6rdn c¢ylsyrymly mesele. Bu mesele epesli
yonekeslesyar, eger ekstremum nabellili funksiya kwadrat we
onun » funksionalynyn onlimlerine gord dernelyér, sebdbi bu

yagdayda denlemeler sistemasy s—(p=0 (1=12,...,n), ai-gora
cyzyklydyr.

Yzygiderli funksiyalary W, W, W saylamakda
funksiyalaryn koordinatlary diylip atlandyrylyar we geljekki
hasaplamalaryin ¢ylsyrymlylyk derejesine éran giycli tasir edyar,
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82. Cyzykly maksat funksiyaly we ¢yzykly dal ¢dklendirmeler
ulgamly meseleler

Mesele 1. Oniimgilikde kabir azyk iki gorniisde 6nduriilyar. Eger-
de birinji gérnlsli resursyn bahasy 3 manat, ikinjininki bolsa 4
manat, &hli alnanda bolsa 12 manat bolsa resuslarynyn
ululyklarynyn optimal paylanysygyny kesgitlemeli. Birinji resusyn
X1 mukdaryndan we ikinji resusyn X mukdaryndan
2- X10,5 : XZO‘5 onlm birligini almak mimkin.

Umuman iglenilip tayyarlanylan onumin mukdary bilen
onun ¢ykarylyan resuslaryny baglanysdyryan y=f (X;, X2, ..., Xn)
fumksiya ontimgilik funksiyasy diyilyar. Oniim Ggin yonekeyje
onumcilik funksiyasy iki durli resurs (cin seyle bolar:

y=cx“-c,
Bu yerde ¢ we o - hemiselik ululyklar, O<ea <1.y funksiya
dine iki resurs bolan yagdayy Ucin gorkezilen: x; — zdhmet, x; —
baylyk (kopital), bu yerddki o bu resuslaryn degisli paylaryny
anladyar.

y  funksiya yonekey onimgcilik funksiyasy, seyle hem
muna iki resursyn we bir 6numin arasyndaky baglylyk yaly
garalyar. Bu funksiya politekonomiki dernewlerde wajypdyr.

Meselénin matematiki modeli: Goy x; — | gornUsli
resursyn mukdary, x; — I gornUsli resursyn mukdary.

3%, +4x, 212

X =0, Xx,2>0
Magnit funksiyasy Y =2/X; - X,

(1) formulanyn coziwler kopluginde (2) funksiyanyn in uly
bahasyny tapmak talap edilyar.

Cakli ulgam

201



(X, Xy X0 ) > (X, Xp 00y X, ) — MAX

[F (X X000 X3 ) < F (X, X, 000X, )] = N
Eger bizin sereden (1)-(3) denlemamiz ¢yzykly bolsa, onda ol
meselani belli bolan usullar bilen simpleks, tora, excel elektron
tablisasy arkaly optimal ¢ozllyar.
E" = ¢yzykly ginitiisl + (a-b) +||X|
Eger-de (1)-(3) cozemizde ol meselanin esasynda emele gelen
kdpgrnalyk (kdpburcluk) ¢yzykly déal bolan yagdayynda hemme
wagt gubercek (oyuk) hem bolup duranok, onun sebébi
gipertekizlik kopgranlygyn yeke bir depelerinde dal-de, eysem
bolsa onun i¢ginden gegcmegi hem mimkin
Cyzykly dal programmirlemanin meselesinin ¢ozilisini
kesgitlenilende onun geometric manysyny peydalanalyni:

1) giperust (gipertekizlik);

2) meselanin ¢ozuwinin bar bolan yaylasyny kesgitlemeli;

3) yokarky we asaky derejani kesgitlemeli we onun
gipertekizlige gora vyerlesisini barlamaly. Eger onun
¢ozlwi yok bolsa, onda yaylada bos koplik ya-da yeke tak
¢ozlwi bar;

4) cdaklendirilen yaylanyn esasynda max (min) nokatlaryn usti
bilen gipertekizlige goré egri ¢yzyk ya-da goni cyzyk,
yagny sol nokatlardan gegyén cyzgyny kesgitlemeli.
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sonun Ugin  funksiyanyn koordinatalar sistemasyny onat
saylamaklyk kop derejede bu usulyn ulanylmagyndaky
yetisiklilige bagly bolup duryar .

Yokarda hemme aydylanlar doly gérniisde funksionallara hem
degislidir  v[z(x,, X,,...,x,)] 6zem su yagdayda W, funksiyalar
indi bolsa funksiyalar x,x,,...,.x, nabellilere bagly bolup, seyle

hem kop ndbellilere degisli funksionaldyr.

Ritsin usuly kopleng matematiki fizikanyn meselelerinin
takyk we takmyn cozmekde ulanylyar. Meselem, eger haysy
hem bolsa D yaylada Puassonyn denlemesinin cozilisini
tapmak gerek bolsa

’z 01

%Jr%: f(xy)
D vyaylanyn gyrasynda, z-in bahasy berilen bolsa, onda bu
meselani funksionalyn ekstremumy baradaky wariasion mesele
bilen calysmak bolyar, netijede alynan denleme bolsa
Ostragradskiynin  denilemesi bolyar. Bize belli bolsy yaly
seredilydn mesele Ggin onun funksionaly

({3 sl

D

gornlsde bolyar.
Kesgitlilik Ggin asakdaky gornusdaki funksionala seredelin:

oly(9)]= [ F(x y(x), y'(x))dx

Bu yerde meselédnin  minimumy baradaky soraglara seredelin.
Koordinatlar funksiyalar yzygiderligi W, (x),W,(x),....W, ,(X)...

doly diyip hasap edelin, yagny koordinatlar funksiyalar ynyn
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Zn:akwk(x) cyzykly kombinasiyasynyn yakynlygy birinji tertipli
k=1

manyda, yagny her bir rugsat edilen funksiya islendik derejede
takyklyk bilen approksimirlenen, nirede n-yeterlik derejede uly.
Onda Ritsin usuly bilen Yir Yoreees Yioeen nirede

Y, =Zn:akwk(x) funksiyalary almak bolyandygy emele getirijisi,
k=1

yagny minimumlasdyryan yzygiderlik diyip atlandyrylyan

yagny yzygiderlik onuni tgin funksionalyt bahasy o[y(x)],

oly,],ulY,]...,0[Y, ]....minimuma ~ yygnalyar ~ ya-da  o[y(x)]

funksionalyn in asakdaky granynyn bahasy yone

!mu[yn(x)]zminu[y(x)] delemeden limy,(x)=y(x) ~gelip

cykanok. Rugsat edilyan funksiyalaryn klasynda ekstremumy
yerlesdirydn funksiya ymtylman hem biler minimumlasdyrlan
yzygiderlik funksional

oLy, (01 = [ F (¥, (%), ¥, () dx
Oran kici tapawut edip biler .
oly()]= [ F(x, y(x), y'(x))dx

Yeke bir bu yagdayda dal, hagan vy (x) hemme integrirlenyan
kesimde, yakyn, birinji tertipli yakynlama manysynda y(x),
seyle hem hacan yeterlik Kici bdlegi (xo, X1) kesimde yn(X),
we y(x) yagdayda, ya-da olaryn onumleri 6réan uly biri-
birinden tapawutlanyarlar, yone galan bdleklerde (Xo, X1)
kesimin yakynlyklary galyar.
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VI BAP. Cyzykly dal programmirleméniin umumy meselesi

81. Cyzykly dal programmirlemaniin umumy meselesinin
goylusy

Cyzykly dal programmirleménin meselesinin ykdysady
geometriki manysy. Amaly meselelerin kopisi optimallyga
cozmeklik Gc¢in onun matematiki modeli ¢Ozilende umumy
gornusde ol ¢cyzykly dél bolyar.

Cyzykly dal programmirlemanin meselesi asakdaky gornisde
berilmegi mumkKin:
1) maksat funksiyasy c¢yzykly, céklendirmeler ulgamy

¢yzykly dal;

2) maksat funksiyasy c¢yzykly dal, céklendirmeler ulgamy
cyzykly;

3) maksat funksiya hem-de c¢éklendirmeler ulgamy cyzykly
dal.

Biz bu meselani durli usullar bilen ¢6zip, ony optimaldygyny
kesgitleyaris. Goy, bize ¢yzykly dal programmirlemaniin umumy
meselesi asakdaky gornusde berlen bolsun:

f (X, Xy ,0.1,X,,) = max(min) @

{ 0; (X, X e X,) < By, (1 =1K) 2
9; (X, Xy 0000 Xy ) > b, (1=k +1,m)

X, 20: (j=1n) 3)

(1)-(3)-¢yzykly  programmirlemdnin =~ umumy  meselesinin
matematiki modeli diyilyar. f, g, -n sany nabelld degisli bolan b, -
berlen san (serisdanin goérnisleri).

Eger-de meseléanin  ¢Ozulisi bar bolsa we ol (2)-ni
kanagatlandyryan bolsa onda asakdaky sertler yerine yetyandir.
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optimal ¢Oziwe eye bolarys. Eger yerine yetmese onda biz
optimal ¢dzlwi yene barlarys.

L2 v,-u=4-0=4=4=c,

L4 v,-u =3-0=3<10=c,

(2,3) v,—u,=6-1=5<7=c,

(2,4) v,—u,=3-1=2<4=c,,

31 v,-u;=2-(-4)=6>4=c,

(3,3) v;—u,=6—-(-4)=10<13=c,,

Tablisa 10
Vi
2 4 é 5 a,
U!.
2 4 f In
1] an
10 - &0 -
1 3 F 4
1 100
n 100 5 2
4 8 13 7
.2 140
1an - - 40
f:'j- 110 100 a0 40 330

L2 4-0=4=4
(L,4) 5-0=5<10
(2,3 6-1=5<7
(2,4) 5-1=4=4
(3,2 4-(-2)=6<8
(3,3) 6-(-2)=8<13

z . =10-2+80-6+100-3+100-4+40-7 =1480.
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1-nji surat

Sonun Ugin  minimumlagyan Y, Y,...., Y, Yyzygiderlik rugsat
edilyan klasda predela eye bolman hem biler. Yéne
funksiyalaryn v,,Y,,...,y, Ozleri rugsat edilen Ritsin usuly

bilen Y, yzygiderligin yygnanma serti alnan, wariasion
meselanin ¢ozllisi we yygnanmanyn tizligi kopleng gabat
gelyén islerde rus alymlarynyin gosandy kandir.
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89. Warasion hasaplamagynyi meselesiniin Kantorowicin
usuly bilen ¢ozulisi

Kop azat nubelili funksiyalar bagly bolan 9[z(x,x,,...,x,)]

funksionallara Ritsin usulyny ulanylanda, kordinatlar sistema
funksiyasy saylanylyar.
W (204, %0 e 2 L W5 (200,200, ey X )y ooy W (209,205, e, 20 ),
We Wariasion meselanin takmyn ¢0zuwi
M

im = Z a, W (xl,x:, ...an:l

k=1
Gornlsde  gozlenilyér,nirede  a,-koeffsientler ~ hemiselik.
Kantorowigin usulynda hem edil sonun yaly koordinatalar sistema
funksiyasyny saylamaklyk talap edyar.
ACHETNPT) RV A CHETES I A CHESE B
Onun takmyn ¢ozulsi hem edil sonun yaly
m

i = Z a, ()W, (xy, %5, ..., %)
=1
gornisde gozlenilyar,yone a, (x;) koeffisientler hemiselik dal,
yagny ol haysy hem bolsa bir nabella goéra nabellili funksiyadyr.
9 [z]-funksional, funksiyalaryn klassynda

Zy = Z ay (x JWy (xqp g, s 2)
k=1

gornusden
Glay(x,), az(x), . a,,(x,)]
m-sany bir bagly dal nabellili e, (x;), e, (x;), ..., @, (x.) funksiya
bagly bolan funksionala éwruldi.
aq(x;), ay(x.), ..., a,,(x;), funksiyalar seyle bir saylanylyar,
netijede @ funksional ekstremuma yeter yaly.Sundan soiira, hacan
m — o, predele gecilse,onda bir nédce sertlerin esasynda takyk
cozlwi almak bolyar, eger predele gecilse, onda bu usul bilen
takmyn c¢oziwi almak bolyar,6zem umuman aydanda ara
takyk(yokary derejede takyk), yagny Ritsin usuly bilen
denesdirilende seyle hem, sol bir koordinataly funksiyalary we m-
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Tablisa 8

Vi
2 4 9 3 i
L
o2l __ 4l 46| 10
1] 9 : _: ] an
T - L7 4
Il g 50, |- | Hle
4 O ald T
: [ W
4 Z 20 20=& |40 140
Ei'j 110 100 al 410 330

min(x;) =6
Xij
Xj =4X; +0
X; —0
Tablisa 9
Vi
2 4 9 3 &
Ui
Z 4 b 10
. 10 20 4
ik 3 7 4
| i e
1 100 0 + 100
2R 13 7
5 [ S S S i
Yo 100=8 40 —
b 110 100 80 40 330

Yokarda gérkezilen prosesi yene bir gezek, in soiiky
formulanyn esasynda barlap, denligi barlap yerine etyén bolsa,
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O03=V,—U, —C,=9-6=3

Oy, =V3—U,—Cp=8-7=1

Oy =V, —U;—Cy =6-4=2
0; =V;-U;-C; >0

Tablisa 7
¥
2 4 a 3 a;
Uz'
, 4 é 1a
0 a ) ) ) ag
1 3 7 4
1 50 20 ) ) 100
4 5 13 7
* z 20 20 40 et
f:'_;.- 110 100 a0 4( 330

Sonky tablisalara biz Potensiallar usulyny ulanyp, (5)-in
esasynda U-lary we V-leri kesgitledik. Sonra olary sol tablisalarda
yerine goyup, (5)-in yerine yetirilisini barladyk. Netijede biz 3-
kletkada
(5)-in yerine yetmeyandigini gordik. Sonra ony (6)-nyn Usti bilen
anlatdyk.Indi bolsa, biz sol anlatmalaryn yerine yetmegi Ugin
tablisalary tdzeden dolduryp yene-de bir gezek (5)-in dogrulygyny
barlarys. Seylelikde biz bu prosesi td& hemme Kletkalarda (5)-in
(6)-nyn formulalary yerine yetydncd dowam ederis. Hagan sol
netije alynanda seredily&n mesele optimal ¢6ziuwe eye bolar.
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clenlerini sanynda. Bu usulyn yokary takyklygy bolmagynyn
sebabi

™

I = Z et (2 )Wy (g, 205, oens x,)

k=

1
funksiyalar klasslary e, (x;) nabelliler
M

im = Z a, Wy (g, %9, o, %)

k

funksiyalar klasslaryndan_ﬁas gindir we hagan e, -hemiselik bolup

2o = Z ay (2 )W, (2, %5, 0y x,)

k=1
Gornlsdaki funksiyalaryn icinden seyle bir funksiyany saylamak
bolyar netijede, Wariasion meseldnin  ¢oziwlnin  onat
approksemirleyén

m

i,_,,_ = Z a, Wy (2, %5, o, x,)

=1
-funksiyalara garanda «,, = const.
Meselem. Goy asakda berilen funksionaly ekstremuma

ﬂ_f f‘”( a3 aé)dxd
- | _7('_,_1_,2_, ax‘la:l,l' _1'

D-yayla degisli bolup, x = @, (x),y = ¢, (x)-egriler
we x =x,,x = 2x, gonuler bilen caklendirilen.D-yaylanyn
gyralarynda == (x,%) funksiyanyin bahalary kesgitlenen.
Koordinatalar funksiyasynyn yzygiderligini saylalyi:

m

zm = Z ﬂ:k Exjmr‘,c [_‘L_Vj
=1
ya-da bellikleri tytgedip «, (x) -y yerine u, (x)-ny girizip alarys:
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Z,.(x,y) = Tablisa 6
ul(xjwl(x,}rj + ‘Lt,: (xjmf: [_‘,‘{',}’j + + um(xjwm(xr}rjr

v 2 Lom o Barmaly 1 2 3 4 q
W,-bizin saylan funksiyamyz, u,-nébelli funksiya,biz  bu =
funksiyany, @  funksioanalyn ekstremuma vyeter yaly edip Ugratmaly voolw vy Wy Vy o
kesgitleyaris, yagny o R

'I:' :
oz 1 2 4 f 10

92, (x,)] J J %Y, z, S )dv “L g : : : 2l
Y 2 P 1 3 7 T s

IKinji integralyn asagyndaky funk5|ya belli y-funksiya,onda v- ? ]ao 50 : :
gora integrirlemek bolyar, we ©[Z,.(x,3)] funksional bolsa 3 4y 4 8 13 T 1ap

. , - 20 all 40

asakdaky gornusde eye bolar.

Xy Islegler 110 a0 al 410 330

ﬂ[im[x,y]] = J o (x,uy (), ey, (), 4y, .1, ) dx
uq(x),u,(x), ..., u,, (x)-funksiyalar seyle bir saylanyar netijede Vv, —u, =2,

8[Z,, (x,3)]-funksional ekstremuma yeter yaly. Vo—U. -1
1 27
y=p1(x)

\ e v, —U, =3,

.

3 Vv, —U; =8,
v, —U, =13,
V,—Uu;="7.

D

V,-u,=4-0=4=4=c,
V,—-u =9>6=c,

V V4—U1=3_0:3<10=C14

y=p:x) V;—U,=9-1=8>cC,

N V,—U;,=2—-(-4)=6>4=cy

Xp X

1-nji surat
Diymek wu,(x) Eylerin derlemeler sistemasyny hokmany
kanagatlandyrmaly:
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X(x;) meyilnamanyn potensiallygy tgin her bir

Vi —U; =Cy.

denlik yerine yetirilydr, beyleki komponentler nula den, sonun
ucin hem degisli gosulyjylar nula éwrilerler. Sonun tigin hem (13)
denligi

§=2D CiXij- (14)

gornusde alarys. Bu bahany (6) densizlikde ornuna goyup

n m n m

chijxi’jzzzcijxij (15)

j=L i=1 j=1 i=1
densizlige geleris ya-da (3) we (4) denlikleri hasaba alyp
Zon 21y, (16)

densizlige geleris. Basga sOzler bilen aydylanda X meyilnama
boyunca ulag ¢ykdajylary minimum c¢ykdajylardan Kigidir ya-da
dendir.

Indi bolsa biz Potensiallar usulyny ulanmak Gcin U we V
potensiallary girizelin (5). Onda bizin tablisamyz asakdaky
gornlsde yazylar.
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d —
Py, — o Pu, = 0,

d —
Py, — Py = O

d —
P _E(p:."m_["

Azat hemiselikler seyle bir saylanyarlar netijede, Z_(x,v),

x = xy we x = xq, gonilerde berilen gyra sertleri yerine yetirmeli.
Bellik. Gyra meselelerinin takmyn ¢ozlwlerini kesgitlemek (gin,
wariasion usul dél-de, yene-de bir goni usul, ol hem bolsa kdpleng
ulanylyan B.G.Galerkinin usulydiyilip atlandyrylyar. Bu usul 6rén
amatly, ¢yzykly gyra meselelerini ¢cézmek Ggin, yone bu usul bir
nace c¢yzykly dal meseleleri hem ¢6zmekde ulanmak bolar.
Kesgitlilik Ggin Galerkinin usulyna seredelin, 6zem 6rén kop
ayratyn tejribelikde gabat gelydn ikinji tertipli cyzykly
denlemelerde

y'+p(x)y' +q(x)y = f(x) (1)

bir tipli gyra sertleri bilen v( x,) =0, v(x;) =0 (bir tipli dal
gyra sertleri Y(Xo) = VYo, Y(X,) = Y, nabellileri bilen calysyp

yenillik bilen bir tipla getirmek bolyar).
(1) denlemani gysgaja yazalyn

L(y) = f(x)

[x,.x,]-kesimde, doly UGzlniksiz  ¢yzykly  baglansyksyz
funksiyalar sistemasyny saylalyn

W, (), Wy (2), e, W (), . 2

W (x)=W (x,) =0 (n=12..) gyra sertleri
kanagatlandyryan gyra meselesinin takmyn ¢6zilsini birinji n
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funksiyanyn sistemasynyn c¢yzykly kombinasiyasy goérnusde
gozlalin (2):

n

Yo = Z a,w;(x)

i=1

v,-ni  (1)-denlemede yerinde goyup,sofira «;-koeffisentleri
saylalyn, netijede funksiya

L (i oW, (x]) — f(x)

i=1

[, x4 ]-kesimde her bir w,(x) (i = 1,n ) funksiya ortogonal bolar
yaly

Xy

| Hiaiwi (x))— f(X)}M ()dx=0  (i=1n) (3

Xo

Hakykatdan hem v, hacan n — oo, takyk ¢6zliwine ymtylmagyna
garasmak bolyar.

n

y = Z ot w; (%)

i1

eger, alynan hatar yygnanyan bolup her bir ¢lenlere goré iki gezeg
differensirleméage rugsat edilyan bolsa onda L(y) — f(x) funksiya
[x,,%,]- kesimde her bir w;(x) funksiyalar sistemasyna (2} gora
ortogonaldyr, sebabi (2) -nji sistema doly,onda L{¥)— f(x) = 0O,
bu bolsa ¥ -ifi (1) defilemanin ¢ozlwini anladyar, y —if

v(x,) =v(x,) =0, gyra sertlerinem kanagatlandyryandygy
aydyndyr. (sebabi W, (x,) = W, (%) = 0).(3)-cyzykly

sistemadan, hemma «;-leri,ona gora kesgitlemeli,a hacan n — oo
predele gecirmeklik bolsa kdwagtlarda mimkin bolyar,sona gora
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b

qu

i=1

DX =a
1

(10)

m
:j’

n

=q;.

j=

Sonun Ugin hem islendik yol bererlikli meyilnamalar Ggin alarys.

<
1
<

(11)

<
I

M- 1M
M- M

—
Il
i
—
Il
iN

we x; yazylan (9) deiilik x; Ugin hem dogry bolar:

SZ[ZJZ[ZJ (12)

j=1 i=1 i1 j

Indi (9) den Gzgertmeleri tersine gegirip

n n m
S=D 2 VX =D D uX;
=1 i1 =1 i1

alarys we (8) denliklerde hem seydip (7) denlige menzes denlik
alarys:
S=D > (v —u)x;. (13)

=1 i=1
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! ! !
V(X + X5+ X )+
! ! !
+V, (X[, + X+ X ) +
Vv, (Xg, + X5, o+ X
ya-da

Zn:(vi Zm:Xi'j j

j=1 i=1
Suna menzeslikde ikinji jemi hem

o)

i=1

gornusde alarys. Onda (8) denlik asakdaky yaly yazylyar.

m n

i=1 i=1

m

ZX{J- jem j sttin boyunca meyilnamanyn komponentlerinin jemi
i=1
dendir we ol j kabul edijinin isleglerine dendir:

m
2% =b;
i=1

Suna menzeslikde jem i setir boyunca alynan meyilnamanyn
komponentlerinin jemine dendir we ol i ugrudyjydaky harytlaryn
sanyna dendir.

in’j =a,.
j=1
Bu setirler we sltunler boyunca alnan jemler islendik yol
bererlikli meyilnama (gin dogry bolar we sol sanda X(xi)
meyilnama Gg¢in hem dogrydyr:
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hemise,uly bolmadyk n (n=1,2,3,4,5) tukenikli (kd wagtlarda n=1)
sanlar bilen c¢aklenmeli bolyar.Bu yagdayda ilki bilen dine n
funksiyalary W, (=) saylamaly,sofia gora dolylyk sertiniin geregi
yok bolyar we olary dine ¢yzykly baglansyksyzlyklary nyn,gyra
sertlerini
W (x0) = Wi(x;) =0

Kanagatlandyryanlaryny  saylamaly.  Koplen¢  yagdaylarda
koordinatalar  funksiyasy diyilip atlandyryanlary kopglenler
gornlsde almak bolyar.

(x—x ) x—x ) (x—x )  (x—xy), (x—x,) 3 (x—x4), ..
ey (X =% )M (x—%( ), o0
(bu yagdayda koordinatalar baslangyjyny xo-nokada gecirmeklik
amatly bolyar, onda (3) xo=0 ya-da trigonometrik funksiya
. Nmw(X—X
X — Xy

(i=12..)
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Il bapa degisli meseleler

1. Funksionalyn ektremumy barada mesel&nin takmyny ¢oziwini
tapmaly.

uly(¥]= [ (x*y"* +100xy* ~20xy)dx,  y(@)=y'@®)=0

2. Funksionalyn minimumy barada meselanin takmyny ¢6zuwini
tapmaly we takyk ¢6ziwi bilen denesdirmeli.

oly()l=[ (v -y* —2xy)dx,  y(0)=y()=0

3. Funksionalyn ektremumy barada meselénin takmyny ¢oziwini
tapmaly we takyk ¢6ziwi bilen denesdirmeli.
Ly oxyydx, v =y(2)=0
y =2x7y)dx,  y()=y(2)=

oly(9]=[ 0" -

X
4. Funksionalyn minimumy barada meselanin takmyny ¢oziwini
Ritsin usuly bilen tapmaly we takyk ¢6zuwi bilen denesdirmeli.

oly()l= [ (v +y* —2xy)dx,  y(0)=y(2)=0

5. Differensial denlemani takmyny c¢Oziwini Ritsin usuly bilen
tapmaly

y'+xy=x y(0)=y@)=0
Y,(X) we Y;(X) kesgitlemeli we olaryii bahalaryny x=0,25,
x=0,5 we x=0,75 nokatlarda olaryn bahalaryny denesdir.
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Funksionala n&hili baha beryandigini seredelin (ulag ¢ykdajylary
in az). X'meyilnama (cin onun potensiallyk  serti
kanagatlandyryanlygy belli dal, yone X meyilnamanyn
potensiallygy Ucin maketin her bir (i,j) dyjlgine (1) densizlik

degislidir ya-da tersine

(5)

Cy 2V, —U;.

!

Maketiti her Oyjuginden degisli x; element alyp ony bu
densizligin iki bdlegine-de kopeldip jemlap alarys:

iicﬂxi’i :Zn:i(vj _ui)x;j. (6)

Bu densizligin san bolegini gysgalygy ucin S bilen belleyaris:
S=ZZ(Vj_ui)Xi’j, (7)

=1 i=1

Bu jemi tapawut gornusde hem yazyp bolar:

=2 D VX~ 2 UXi; (8)

(8) jemi asakdaky yaly 6zgerdelin. Ol jemlerini birinjisi acyk
yagdayda

191



Anli éyjukler ticin potensiallaryn tapawudy tariflerii sanyna
den ya-da ondan Kici bolmalydyr, X belgilenen dyjikler t¢in bolsa
ol san tariflerin sanyna den bolmalydyr. Bu sertleri
kanagatlandyryan meyilnama potensial meyilnama diyilyér.
Seylelik-de esasy teoremany asakdaky yaly aydyp bolar; eger-de
ulag meselesinin kabir meyilnamasy potensial bolsa, onda ol
meyilnama optimaldyr.

Subudy. Goy kabir X(Xij) meyilnama (cin potensiallyk serti
yerine yetiryan bolsun, yagny (1) we (2) sertleri kanagatlandyryan
Uiwe Vjsanlaryn ulgamy bar bolsun.

Tablisa 5
V1 Vo Vi Vi
Uz Ci1 C12 Cij Cin a1
uz Co1 C22 C2j Con a
Ui Ci1 Ci2 Cij Cin d;
Um Cm1 Cm2 Crj Cmn dm
by b, bj bn X

Basga stz bilen aydanynda goy X meyilnama potensial bolsun.
Bu meyilnamanyn optimal boljakdygyny subut edelin.
X meyilnama:

m

Zy = iZCu Xy (3)

=1 i=1

Funksionala baha berydn bolsun. Bize X meyilnamanyn
optimallygy ya-da déldigi belli d&l, sonun (c¢in hem optimal
X'(x;;) meyilnamany alyp onusi:

Zin = z Z Cij Xi’j (4)
=

1 i=1
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111 Bap. Optimal dolandyrmanyii meselesi
Giris

Her bir adam wagtal-wagtal durmusda gabat gelyan ddrli
meseleleri ¢cozmeli bolyar. Ol meseleler netijeli yeke tdk yol ya-
da usul bilen ¢dzllmeyan bolmagy mumkin. Bu yagdaylarda
meseldnin in onat amatly ¢ozilis usulyny gozlap tapmaly bolyar.
Yone diirli yagdaylarda i onat ¢oziiwler biri-birinden tapawutly
bolmagy mimkin. Meselem okuwgy mekdepden uzakda yasayan
bolsa, onda ol mekdebe tramwayda 30 minut wagtda vya-da
yolun bir bélegini awtobus bilen, a galan beyleki bolegini bolsa,
trolleybus bilen 20 minut sarp edip gecip biler. Eger biz iKi
cozlwleri hem denesdirsek, onda ikinji ¢ozlwin onatlygy aydyn
gorinyar. Hacan mekdebe minimum wagtda barmaly bolsa,
yagny onun Kkriteriyasy onat minimum wagta gord. Basga
kriteriya gord ( meselem, minimal baha ya-da harajat, minimal
dirli gornusli ulaglar) birinji ¢oziw in onat bolyar. Durmusda
bolsa koplen¢ yagdaylarda in onat diyen dislinje san taydan
kriteriyasy  bilen anladylmagy mumkin, minimum c¢ykdayjy,
normadan minimum gysarma, maksimum tizlik, girdeyji we s.m.
Sona gord matematiki meseldnin (optimum - in onat, ya-da
amatly) optimal netijesini tapmak Ucin meseldni goymak bolyar.
Sebdbi in ki¢i ya-da in uly bahasyny tapmakda ayratyn tapawut
yok. Meselanin optimal ¢Ozlwini tapmak meselesine

Optimal netije diizgin boyunca yuzinin ugruna birden
tapylmayar, ol prossesinn netijesinde tapylyar we optimallasdyrma
prossesi diyilyar. Prossesde ulanylyan optimallasdyrma usuly,
optimallasdyrma usullary diyen ada eye boldy. Yonekey
yagdaylarda biz ylzinin ugruna meselénin sertini matematiki dile
geciryaris we meseldnin  matematiki sekillendirilisini alyarys.
Yone tejribelikde meseldniii matematiki sekillendiris prossesi
yeterlik derejede ¢ylsyrymly.
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Optimallasdyrma usullary dersi matematiki ders bolup,
ekstremal meselelerini éwrenmek bilen mesgul bolyar we olaryn
¢Ozulis usullaryny islap diizmek bilen mesgul bolyar.

Umumy yagdayda matematiki gornisdaki ekstremal
meselanin goyulsy  f(X4,X5 ,..., X,;)- maksat funksiyanyn in
uly ya-da in kigi bahasyny kesgitlemekden duryar, hacan
G:(X1,X5 ..., X, )<b; (i=1,2,...,m) serti yerine yetirende, nirede f,
g~ berilen funksiyalar, a b;- haysy hem bolsa bir hakyky sanlar.

f we g; funksiyalaryn hasiyetine baglylykda
optimallasdyrma usullaryny ayratyn ©6zbasdak ders hokiminde
seretmek bolyar, ol Kkesgitli meseleler synpyny oOwrenmek we
olaryn ¢o6zulis usullaryny isldp dizmeklik bilen mesgul bolyar.
Seyle hem ol c¢yzykly we c¢yzykly d&l programmirleme
meselelerine bolunyar. Eger hemme f we g; funksiyalar
cyzykly  bolsalar onda degisli mesele  ¢yzykly
programmirlemdnin  meselesi bolyar. Eger haysy hem bolsa
funksiyalaryn  birisi ¢yzykly dal bolsa onda degisli mesele
cyzykly  dal  programmirlemanin meselesi  bolyar.
Optimallagdyrma usullarynda in kop Owrenilen bolim bolup
cyzykly programmirleménin meselesi bolup duryar. Cyzykly
programmirlemanin meselesini ¢dzmek Ggin birgiden peydaly
usullar, algoritmler we programmalar islenip dizilendir.

Cyzykly dal  programmirlemdnin  meselesinin iginde
ginden kop Owrenilen mesele gibergek programmirlemanin
meselesidir. Bu meselelerin ¢oziwlerinin netijesinde minimum
glbercek (ya-da maksimum oyuk) berilen funksiyalar gubercek
yapyk kopliukde kesgitlenilyar. Oz gezeginde  giibercek
programmirleménin  meselesinin arasynda ginden yzygiderli
kwadrat programmirlemanin meselesi dernelyandir. Seyle
meselelerin umumy yagdayda c¢6zilisinin netijesinde maksimum
(ya-da minimum) kwadrat funksiyalary tapmaklyk talap edilyar,
hacan onun nabellileri haysy hem bolsa bir densizlikler ya-sa
cyzykly denlemeler sistemasyny vya-da ¢yzykly denlemeler we
cyzykly densizlikler sistemasyny bilelikde 6zinde saklayan
sertleri kanagatlandyryan bolsa, matematiki programmirlemanin
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Bu yerde nokatlar x;>0 bahalary alyan dyjtkleri anladyar
(xij<<0 meselanin setirine gora bolup bilmez).
Asiklik meyilnamalaryn icinde optimal meyilnamalaryn
hem boljakdygyny gorkezeris.
Eger-de  asiklik  X(x;) meyilnamada  poloZitel
komponentlerin sany
N=m+n-1

(beyleki komponentler nula den) bolsa, onda &yjuklerin
toplumyndaky x;;>0 bahalaryn yerlesen tariflerin matrisasyndaky
cij elementlere X-belgilenen elementler diyilyar.

Eger-de poloZitel komponentli meyilnamanyn sany

N<m+n-1,

bolsa, onda 6nki alnan dyjuklerin Ustline (m+n-1) sana yeter yaly
we oOnkuler bilelikde sikli emele getirmez yaly nul bahaly
oyjukleri gosmaly. Sunlukda &hli alnan odyjuklerin cj; tarifleri X
belgilenen diyip hasap edilyar.

Asiklik meyilnamanyin komponentlerinin  sany (m+n-1)
sandan uly bolup bilmez, sebdbi N=m+n-1 bolanda subut edilen
teorema gora saylanyp alnan oyjiklerde sikl gurup bolar.

Teorema 2 (esasy teorema). Eger-de ulag meselesinin kébir
X=(Xi})m+n Meyilnamasy tgin &hli i=1,2,..,m; j=1,2,...,n tgin

vV, —U; <cj (1)
densizligi kanagatlandyryan x;>0 (x;;(-X)) Ucin bolsa
V,—U; =gy (2)

denligi kanagatlandyryan ui, Up,...,Ui...,Un; Vi, V2,..., Vj,...,Vn
sanlaryn icinde m+n sany ulgamyny saylap alyp bolsa, onda X
meyilnama optimaldyr. u;, v; sanlara ugradyjylaryn we kabul
edijilerin  potensiyalary diyilyar. (1) we (2) sertlere X
meyilnamanyn potensiallasdyrma serti diyilyar.

Her bir (i,j) oyjuge iki potensial degislidir; i-u we j-v
degislidir. Potensialasma serti asakdaky yaly aydylyar:
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Tablisa 3

Goy, (m+n) oyjuk aylanyp alnyp setirlerin we sutinlerin
jemi (m+n-1) bolan maket {c¢in teorema dogry bolsun.
Teoremanyn subudy (m+n) dgin alarys.

Birinji yagday; Belgilenen dyjiklerin icinde bir hatarda yeke
0zi bar bolan dyjuk bar bolsun. bu dyjugi taslap onun yerlesen
setirini hem ullanmayarys. Seylelik-de setirlerin sany bir birlik
kemelen sutiinlerin 6nkiligine galan makede geleris.

Bu yagdayda setirlerin we situnlerin bilelikdaki jemi (m+n-1)
bolar we bellenen o&yjukleriii bir-birlik kemeler. Diymek,
matematiki induksiya goré bu yagday tcin teorema dogrydyr.

Ikinji yagday; Goy indi her bir hatarda sttinde birden kop
bellenen dyjik bar bolsun ya-da dyjuklerin hi¢ biri bolmasyn. Bir
dyjugi “+” bilen belgilap beyleki sitiindaki 6yjige dusyaris, indi
sitin boyunca hereket edip beyleki setire duseris we suna
menzeslikde dowam edyaéris. Kabir etapdan somira biz 6nki belenen
oyjige geleris, yapyk zynjyr alarys ol bolsa sikldir. Yokarda
gorkezilisi yaly teorema m=2, n=2 (m+n=4) {¢in dogrudyr. Onda
yokarda gorkezilen yagdaya gord m+n=5 (m+n>4); m+n=6
(m+n>5) we suna menzes yagdaylar (icin teorema dogrudyr.

Eger-de komponentlerinin meyilnamalary x;>0 bolan
dyjuklerin toplumy 6ziinde hig¢ bir sikli saklamayan bolsa, onda
X(xij) yol bererlik meyilnama sikli dal (asikliki) diyilyér. Onun
mysaly asakdaky tablisada berlen.

Tablisa 4
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ayratyn synpy meseleleri bolup bitin sanly, parametrik we tlisli
¢yzykly programmirleménin meselesine degislidir.

Bitin sanly programmirlemanin  meselesinde nabelliler
dine bitin sanly bahalary kabul edip alyp biler. Parametrik
programmirlemdnin ~ meselesinde  maksat funksiya  ya-da
funksiya nabellilerin  mimkin bolan oblastyny kesgitleyén , ya-
da ikisi hem degislilikde haysy hem bolsa bir parametra bagly
bolsa 0lusli ¢yzykly programmirlemanin  meselesinin maksat
funksiyasy bolsa iki sany c¢yzykly funksiyalaryn gatnasygy
gornusinde getirilyér, kesgitlenyan funksiyanyn oblastynda bolsa
nabellilerin mimkin bolan Gytgemesi hem ¢yzykly bolyar.

109



81. Birolgegli optimallasdyrma meselesinii san usullary bilen
cozilisi

Bu meselede yonekey matematiki modelin
optimallasdyrmasyna seredilyar. Gozlenyan maksat funksiya bir
nabelld x degisli bolup, hakyky okda yerlesen kesimin kdpligine
seredilyar.

f (x) > min
X e€[a,b] (1)

(f(x)—>max) ekwiwalent (-f(x) —min) sona gora dine minimum
meselesine hem yeterlik bolup duryar.
(1) matematiki meselénin amaly gornUsine seretsek, ol yeke-tak
nabellili bilen dolandyrmak meselesine gelyar. A bir nabelli
meseldnin minimumlasdyrma meselesi bolsa, yize c¢ykyan bir
nace cylsyrymly meseleleri ¢cozmekde hokmany suratda ulanmak
ucin gerek bolyar.

1. Bir nébellili funksiyanyn minimumy.
Goy f(x)-funksiya U-kopliikde hakyky okda kesgitlenen bolsun.
1. x" e U, san global minimumys (absolyut) nokady ya-da f(x)
funksiyanyn minimum ydnekey nokady diyilip U-koplikde .
Eger f(x)< f(x), vxeU yerine  yetyan bolsa

f= f(x*):muin f(x) bahsyna global (absolyut) minimum

......

Geljekde U-koplikdéki f(x) funksiyanyin hemme minimum
nokatlarynyn kopligini U* bilen bellalin.
2. XeU san f(x)-funksiyanyn lokal minimum nokady diyilip
aydylyar, eger f(X)< f(x)VxeU, yagny X nokada yakyn bolan
nokatlara;

Eger E,&>0 san bar bolup Wxe {{xeUl||x—%|<é}
densizlik yerine yetyan bolsa.
3. Goy funksiya f(x), U koplikde asakdan ¢éklendirilen bolsun,
yagny
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gecyar. Ulag meselesinde garsylygyn rolyny her marsrutyn tarifi
oynayar.
Ké&bir kdmekgi duslinjelere seredelin;

Eger-de topluma giryén iki gonsy oyjik bir hatarda (setirde,
situnde) yerlesyan bolsa sunlukda hi¢ bir l¢ 6yjiuk bir hatarda
yerlesmese, onda oyjiklerin beyle toplumyna yzygiderligine
zynjyr diyilyar. Zynjyryn mysaly hokminde tablisa 2 alynyar.
Alnan oyjukler gondler bilen birikdirilen, kesimlerin kesisyén
dyjukleri alynmayar. Eger-de zynjyryn sonky 6yjugi birinji 6yjuk
bilen bir hatarda yerlesse, onda beyle yapyk zynjyra sikl

......

Tablisa 2

T
:

Teorema 1. Goy m setirli we n situnli maketde (matrisada) m-+n
oyjlk islendik yagdayda belgilenen bolsun we goy m+n<mn. Bu
yagdayda depeleri belgilenen dyjiukde (hemmesi bolmazlygy hem
mimkin) yerlesen sikli elmydama gurup bolar.

Bellik. m we n bitin sanlar, sonun ug¢in m+n<mn densizlik
elmydama yerine yetyan daldir. Mysal Gc¢in bu sanlaryin haysy
hem bolsa biri birlik bolsa, onda denisizlik yerine yetmeyar. Mysal
ligin, m=3. n=1 bolsa 3+1>3-1. Yoéne m=2, n=2 bolsa
2+2=2-2 denligi alarys. m we n birwagtda ikiden uly bolsa
densizlik elmydama yerine yetyar.

Subudy. m=2, n=2 yagdaya seredelin. Maketde m+n=4 ¢yjlgi
almaly. Bu yagdayda teorema dogry, alnan oyjikler sikl emele
getiryar. Goy indi m>2, n>2. Subudyny matematiki induksia usuly
bilen geciryaris.
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86. Ulag meselesinin potensiallar usuly bilen optimal ¢ozulisi

Umumy yagdayda optimallasma meselesi simpleks usuly
bilen ¢oziilyar. Yone bu usul bilen ulag meselesini ¢cozmeklik 6ran
uly hasaplamalary talap edyédr. Sonun Ugin hem bu mesele
potensiallar usuly y-da paylasdyrma usuly bilen ¢ozllyar. Ulag
meselesininn islendik ¢6ziwi maketlerde amala asyrylyar.
Potensiallar usulyny ulanmak ti¢cin maket asakdaky gérnusdedir;

Tablisa 1
Kabul edilyén | 1 2 v | e N Atiyac-
lyklar
Ugradylyan
Vj \Y V Vi V,
ui 1 2 | n
u, C11 C12 wo | Cyj wo.. | C1n ai
u, Co1 Coo o | Gy ... | Con o
i uj Ci1 Ci2 Cij Cin 0
m Um Cm]_ Cm2 s ij s Cmn Om
Islegler bl b2 |.. |Db o | bn 2a=2hj

Maketin esasy bolegi iki sany ¢yzyk bilen belgilenendir. Ol mxn
dyjukden duryandyr. Bu bdlege degisli her bir dyjuk (i,j) belgi
bilen bellenendir. Mysal Gc¢in (2,1) belgi ikinji setirdéki birinji
sttundéaki oyjigi anladyar. Maket 6zlnde tariflerin matrisasyny
hem saklayar. v; setirifi we u; sttiiniin ndme anladyandygyny sofira
dustndireris.

Elektrik torundaky potensiallara menzeslikde sanlara
degisli bolan potensiallar usuly ady girizyéar. Elektrik torundaky
bir diwlnden beyleki diwine tok hacanda olardaky
potensiallaryn tapawudy simin gar garsylygyndan kop bolsa tok
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f(x) = A>—wVxe U f.-san asaky caginin nokady diyilip
f(x) funksiya, U- koplikde aydylyar (f. = " fF(x)), eger
fx)=f. VxeUseyle hem Ve > ( seyle bir x, € U nokat
tapylyp f(x.) < f. + &, yagny f(x) funksiyanyn bahalarynys U-
koplukde , f« - yeterlik derejede yakyn nokat tapylar.
Eger f+ = -0 bolsa onda, ona asakdan céklendirilmedik
diyilip aydylyar.
Bellikler.
1. Global f(x) min funksiya f(x) lokal min hem bolyar, tersine
umumy yagdayda bu yerine yetmeyar.
2. U-koplukde, U™-min nadogry nokatlaryii képliugi f(x)-
funksiya tikenikli ya-da tlkeniksiz sany nokatlardan
duryan bolup, bos bolmagy hem miimkKin.

Unimodel funksiyalar

Eger f(x) funksiya U-koplikde globaldan basga lokal
minimumy hem bar bolsa, onda f(x) funksiyanyn
minimumlasmasy dlzgin boyunca kynlasyar. Bize belli bolsy
yaly hususy, f(x)-funksiyanyin minimum nokadyny gdzlemeklik
her bir lokal minimum, sol wagtyn 6ziinde global minimum hem
bolmaklygyny dizglnlesdirilen usuldyr.

Kesgitleme 1. f(x) funksiya unimodel diyilip,
[a, b] kesimde aydylyar. Eger ol sol kesimde (izniiksiz bolup,
seyle bir a we B sanlar bar bolup @ = & = f = b, asakdaky
sertleri yerine yetiryér:

a) Eger a<o. bolsa, onda [a;a] - kesimde f(x) funksiya

monoton kemelyar;

b) Eger p<b bolsa, onda [B;b] kesimde f(x) funksiya

artyar.

¢) Hacanx € [ari ﬁ]f(x) = _JFH = min:a:b] f(X)

Biz [a;b] kesimdaki unimodel funksiyalaryn koépliigini
geljekde Q [a; b] bilen bellejekdiris.
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[a;e], [o;B] we [B;b] bir ya-da iki aralykda nokadyi
azmagynyn mumkindigini belldlin. Unimodel funksiyalaryn
hemiselikligi we kesimlerde nokadyn azmagynyn monotonlygyny
yerlesisinin bir ndce wariantlary gorkezilendir.

v Y a

fx)

v

1-nji surat

Birinji kesgitlemeden unimodel funksiyalaryn asakdaky
hasiyetleri gelip ¢cykyar.

1. Unimodel funksiyanyi, ¥ lokal minimumyi nokady,
[a; b] kesimde aralykda global minimumyn hem nokady
bolup duryandyr.

2. [a;b] kesimde unimodel funksiya, ¥ kici kesimde
[c; d] € [a; b] hem unimodeldir.

3. Goy f(x) € Q [a; b] we a<x;<x,= b. Onda:
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0 | 80|40
0 | 40
0
V,-U, <C,

Sonky tablisanyn esasynda biz meseldnin ¢ozilisinin 1-nji
tapgyryny yerine yetirdik. Demirgazyk-Gunbatar usulyny ulandyk.
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Tablisa 4 eger f(xi)) < f(x;), onda x* € [a;x,];

(2)
90 2|4 0 10 %0 0 eger f(x.) = f(x,), onda x* € [%,;b]
113 7 4 100 | 100 | 80 0 X*- _[a,' b] kesimde f(x) funksiyanyi haysy hem bolsa, bir
20 - . . minimum nokady.

140 | 140 | 140 | 140

110 | 100 80 40 | &

20 100 | 80 40

0 100 | 80 40

20 80 40

Tablisa 5

2|4 |6 [10] 90 | 0
90 |- |- |-

1|3 7 |4 |100|100| 80 | O
20 |80 |- |-

4 8 13 |7 |140|140|140|140|120|40 |0

110 | 100 | 80 | 40

20 | 100 | 80 | 40
O |100 |80 |40
20 | 80 | 40
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82. Birdlgegli optimallasdyrma meselesinin Lipsisanyn serti

Bir 6lcegli minimumlasdyrma, bir nace usullary ulanmak mimkin
bolyar, hagan maksat funksiya f(x) — funksiya [a;b]- kesimde
uytgemesinin tizligi haysy hem bolsa, bir san bilen hemme
yerlerde Kkesgitlenyén bolsa, bu yagdayda f(x) — funksiya [a;b]-
kesimde Lipsisanyn sertini yerine yetiryér. Sona gora tejribelikde
maksat funksiya f(x) tejribelige degisli optimallasdyrma
meselelerde yokarda gorkezilen hasiyete eyedir.

Kesgitleme 1. [a;b]- kesimde f(x) — funksiya Lipsisanyn sertini
yerine yetiryar, eger seyle bir L>0 hemiselik san tapylyp,

If(x") — f(x'")| < L|x' — x"| (1)

seyle deiisizliligi islendik X", X’ € [a;b]
(L - Lipsesanyn hemiseligi).

ucin yerine yetiryan bolsa

Bellikler:
1. Eger yokardaky densizlik L — hemiselik ¢in yerine yetyan bolsa,

onda ol hemme L' >L Ucin hem yerine yetyandir. Sona gora

Lipsisanyn sertini yerine yetirydn hemiselikler tiikeniksiz

kopdirler. Olaryin hemmesi f(x)- funksiya tg¢in adalatlydyr.
Minimumlasdyrma Ggcin ulanylyan algaritmde L - parameter
hokminde degisli bolup, in onat netije, hacan L — minimum
hemiselik diyilip alynan Mahalynda.

2. Densizligin sertinden [a;b] — kesimde f(x)- funksiyanyn
Uznuiksizligi gos goni gelip ¢ykyar. Sona gord Weyerstrassyn
teoremasy esasynda [a;b] — kesimde Lipsisanyn sertini yerine
yetiryan funksiya, sol kesimde bolmanda bir minimum nokada
eyedir.

3. Lipsisanyn serti islendik hordanyn grafiginin funksiyasy f(x)-
funksiyanyn burg koiffisiyentinin moduly Lipsisadan uly daldir.
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Yokarda belleysimiz yaly ulag meslesinin ¢dzilisi ilki bilen
Demirgazyk-Gunbatar somra Potensiallar usuly bilen dowam
etdirilyar.

Yokardaky meslela géra biz asakdaky tablisalary diizeris.

Tablisa 2
2 4 6 10 90 0
1 3 ! 4 100 100
4 8 13 7
140 140
a,
110 100 80 40 b
j
20 100 80 40
X,, = Min{l00; 20} = 20
X,, = min{80;100} = 80
Tablisa 3
24 6 10 90 0
90 - - -
13 7 4 100 100 80
20 - -
4 8 13 4| 140 | 140 | 140

110 100 80 40

20 100 80 40

0 100 80 40
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85. Ulag meselesinin optimal ¢ozulis usullary

Yokarda gorkezilen Simpleks usuly bilen ulag meselesini
hem ¢cdzmek bolyar. Yéne yerine yetirmeli ddimlerin kép sanly
bolyandygy Ucin biz ony Demirgazyk-Ginbatar, Potensiallar,
Kicijik kwadratik usullary bilen optimal we gysga yollar bilen
¢ozlp bolyandygyny goreris.

Goy, bize takyk bir mysal berlen bolsun, yagny

Tablisa 1
Barmaly
O N T O ot
Uratmaly i

1 2 4 6 10 90

2 1 3 7 4 100

3 4 8 13 7 140
Islegler 110 100 80 40 330

Bellik. Yokarda seredilen ulag meselesinin matematiki modeli 4
gornlsde duzilmeli bolmagy mimkin. Olar asakdaky gornuslerde
seredilyar:

1) Ulag meselesi yeke-tédk bir ulag bilen yeke-tdk bir yik

bilen yagdayda;

2) Duri ulaglar yeke-ték bir yiki ertmeli;

3) Durli yikler yeke-ték bir ulag bilen eltilmeli;

4) Dirli ulaglar bilen dirli yikleri dasamaly.
1-punktda seredilyén hususy hal in yonekey . 2-nji we 3-nji hususy
hal 1-njiden ¢ylsyrymly, yone 4-nji hususy hal has ¢ylsyrymlysy
bolup hyzmat edydr. Sonun Ug¢in 2-nji, 3-nji we 4-nji yagdaylar
birndce tapgyrda yerine yetirilyér.
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f(x)

\ 4

0,01 0,1 0.2 1 X

1-nji surat

4. Eger f(x)- funksiya [a;b] — kasimde lznuksiz 6niime eye bolyan
bolsa, onda ol sol kesimde Lipsisanyn sertini yerine yetyandir.

L =max f'(x)

[a;b]
Hakykatdan tiikenikli artdyrmanyn formulasynda V azat
nokatlary ticin X', X" €[a;b]-den f(x’)-f(x>")=f “(&)( x*)-f(x’-x**)-
alarys, nirede &-x* we x*‘ nokadyn arasyndaky nokatdyr. Bu
yerden

/(0] < max f /()] = L

5. Eger a<xo<xi<...<Xp=b, f(x) [a;b] — kesimde iznlksiz bolsa we
Lipsisanyn sertini her bir [X;, Xi+1] yerine yetiryan bolsa onda, ol
[a;b] — kesimin hemme yerinde yerine yetiryandir.

L = max L,

0<i<n-1
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83. Birdlgegli optimallasdyrma meselesinin guberceklik serti

Kesgitleme 1. [a;b] kesimde berlen f(x) — funksiya su kesimde
glibercek diyilip aydylyar, eger ¥ hemme x’, X" € [a;b] we a €
[0; 1] azat san (¢in asakdaky densizlik yerine yetyan bolsa
flece" 4+ (1 —a)x"] < af(x") + (1 — ac)f(x"") Q)

Gubergek funksiyalaryn esasy hasiyetlerini sanalyn

1. Eger f(x) — funksiya [a;b] kesimde glibercek bolsa, onda ol

V[X;x"]c[a;b]- kesimde onuii grafigi hordadan Yokarda
yerlesen daldir, yagny absissalar okunda x we X" nokatlardan
gecirlen grafik.

v

X’ Xq X"

1-nji surat

Horda bilen giibercek funksiyanyn 6zara yerlesisleri.
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Eger-de (6)-nyn esasynda barmaly punktymyzda isleg az
bolsa, onda ugradyan punktlaryn serisdeleriniii istline yetmeyén

bdlegi gosup, onun eltmesinii bahasyny 0-hasap edyaris.

Edil sonun yaly hem hacan islegler az bolup serisde kop bolsa,
onun eltilmeli bahasyny 0-diyip hasap edip, acyk modeli yapyga

Owdrip meselani ¢ozyaris.
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1)
Xy F Xpp + oot X+t X, =y,
Xop + Xpp + et Xoj + oot Xop = 8y,

B E RN EEEENEE R A R RS R REEE RN EEEEEEEEEEEERERAR (2)
Xig + Xip oot Xy oot X = 4,

Xong + Xing e Xy 20X = @,

2) Serisdeler ahli punktlara dagadylmaly

Xy Xog oot Xy ot Xy =D,
Xpp + Xpp oot Xig oot Xy =Dy,
Xpj + Xoj oot X+t X =by, ®)

Xy + Xop oo Xy +.0. X =D

Hemme islegler kanagatlandyrylmaly.
Bu mesele ¢yzykly programmirleménin meselesine gora

x >0, i=12..m; j=12,..,n (4)

1

serti kanagatlandyrmaly. Meselanin sertine goré

Ya =3, (5)

hemme bar bolan serisdeler hemme gerek bolan islegleri
kanagatlandyrmaly. Bu yagdayda dizilen model yapyk model
diyilip meseléni ¢ozmek Uc¢in hokmany we yeterlik serti diyilip
hasaplanyar.

Mesele agyk diyilip hasap edilyar, eger-de

Zai ;thj (6)
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2. Matematiki dernew kursyndan funksiyanyngubercekligi
asakdaky sertler bilen bellidir:

a) [a;b]- kesimde differensirlenyan f(x)- funksiyanyn gibercgek
bolmaklygy ucin hokmany we vyeterlik serti, onun Onimi
f(x)[a;b]- kesimde kemelmeli daldir;

b) [a;b]-kesimde 2 gezek differensirlenyan funksiyanyn giibergek
bolmaklygy ucin hokmany we yeterlik serti
X e [a; b] f"(x) > 0 densizligi yerine yetirmeli.

v

Xo X
2-nji surat

Gubercgek differensirlenyén funksiyanyn grafigi bilen ona bolan

galtasmanyn 0zara yerlesisleri.

3. [a;b]-kesimde differensirlenyan  f(x) - funksiyanyn

gubercekliginin serti sol kesimde vi(x). funksiyanyn grafigine

bolan galtasma grafikden yokarda (yerlesip) bilmeyaér.

4. Eger f(x) gubercek differensirlenyén [a;b]- kesimde funksiya

bolsa we X~ e [a;b]- nokatda asakdaky serti yerine yetiryan bolsa
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f'(x) =0, @)

onda x*;[a;b]- kesimde f(x) — funksiyanyn global minimum
nokady bolyar.

5. V[a;b]-kesimde glbergek Uzniiksiz funksiyanyn sol kesimde
unimodel funksiyadygyny gorkezmek bolyar. Tersine umumy
yagdayda dogry daldir.

Seylelikde yokarda bellenilen hésiyetlerden basga hem, gubercek
funksiyalar unimodel funksiyalaryin hemme hé&siyetlerine hem
eyedir.

Bellik funksiyanyn gubercekligini tejribelikde dernelende onun
yerine yetiryan densizligini 6rén az yagdaylarda ulanyp bolyar.
Sona gora gerek bolyan gezek, differensirlenyédn funksiya
glbercekligin differensiyal kriteriyasyny ulanmak amatly bolyar.
(hésiyet — 2)

Edil sonun yaly hem unimodellik funksiyalar tgin kesgitleme 1
kdpleng yagdaya kyngylyk ddredyéar. Onun Ggin unimodelligini
kepillendirmek Gcin, onun yylmanaklygyny goéz onune tutup,
glberceklik kriteriyasyny ulanmak bolyar.

Eger funksiya gubercek bolsa, onda ol unimodeldir. Tersine
umuman dogry daldir.
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Tablisa 1

armal Bar
y 1 2 | n bolan
serisdeler
Ugratmaly 3
1 11 C12 Clj Cin &,
X
X1 12 le Xin
2 Cxn Cx Cyj Con a,
Xy X2 Xy Xon
i Cia Ci Ci Cin a,
Xi1 Xi, Xij Xin
m Crn Crn2 ij Con a,
Xint Xin2 X Xinn
Islegler b, b, b, b,
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84. Ulag meselesinii goylusy we onuii matematiki modeli

Bize belli bolsy yaly, ¢cyzykly programmirlemaniii meselesini
optimal ¢6zmek tcin biz Simpleks usuly ulanyp, ony biz optimal
¢ozlp bilyaris. Yokarda gorkezisimiz yaly bu usul hemme ¢yzykly
programmirlemanin meseleleri G¢in uniwersal usul bolup hyzmat
edyar.

Cyzykly programmirlemanin hususy c¢ozlwlerinin birine ulag
meselesi diyilyar Ol asakdaky gornusdedir.

Goy, m-sany punktlarda degislilikde a,,a,,...,a, serisdeler
bar bolsun. Goy, n-sany punkda sol serisdelere bolan islegler bar
bolsun b,,b,,...,b,. m-punktda bar bolan serisdeleri n-punktdaky
isleglere ulag bilen dasamaklygyn minimum c¢ykdayjysyny
kesgitlemeli.

Degislilikde meselanin ¢ykdayjylaryny ¢ézmek Ggin biz onuni

yoluny Cjj bilen belgilaris i— j. Edil sonun yaly onui

meyilnamasyny X.Y6ne (¢;)mns X = (X)) man-

Biz yokarda bellesimiz yaly, ulag bilen dasamaklyk ¢ykdayjy
minimum harajat bolmaly. Onda biz meselénin sertine géra X
meyilnamasyny kesgitlemeli. Onda maksat funksiyamyz

n m

F=>>"c;x, — min. 1)

j=1 i=1

gornlsde bolar. Onda meselénin sertine gora asakdaky tablisany
dizeris.
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84. Optimal dolandyrma meselesinii takmyn ¢ozilisi

1. Optimal dolandyrma meselesinii goylusy.

Optimal dolandyrma nazaryeti bu dolandyrma obyektlerin
owrenilmegine degisliylmyn bir bdlegi bolup duryar we
dolandyrmanyi in onat usullaryny kesgitleyar.

Dolandyrma obyektleri ylmy deriiewlerde, éniimgilikde we
her gunki tejribelikde ginden yayrandyr. Meselem: Awtomobil we
S. M. dolandyrma enjamlar enjamlar bilen Upjin edilen. Solaryn
hemmesine seredilydn obyektlerin 6zlni alyp barsyna tésir
etmekden duryar.

Umuman aydanda dolandyrylyan obyektin baslangyc
yagdayyndan sonky, ahyrky yagdayyna gecyan cenli durli usullar
bilen t&sir edilydr. Sona gord in onat gecis yollaryny saylap almak
yagny, in amatly yol bilendwrenilyan obyekti dolandyrma
meselesi yize ¢ykyar. Kopleng dolandyrylyan obyektler.

Differensial denlemerler (yonekey we hususy) gyra sertler
bile. Berilen meseleler gornisde suratlandyrylyar ya-da soma
menizes denilemel sistemasy. Bular yaly gyra meselelerine x(t)-in
skalyar we wektor hésyetlendirmesinden basga hem seredilyan
obyektin t pursatdaky yagdayyny U(z) dolandyrmany hem 6ziinde
saklayar. C skalyar we wertikal funksiyalar. Biz seylelikde U(t)
dolandyrmany saylap dolandyrylyan obyektinin hasyetlerini
kesgitleyéris yagny =(z) degisli gyra meselesinin ¢ozuwini
kesgitleyaris.

Obyektleri optimal dolandyrmasynyn matematiki modelinin
gyra meselesi bas obyekti suratlandyryanyndan basga hem
obyektin hilini gdrkezyan sanlary hem 0ziinde saklamalydyr.
Bular yaly gorkeziji umuman ]- funksional bolup ol x(t) bagly we
U(t) dolandyrmanyn ©ziine bagly bolyar. (yagny obyektin
ewolyusiyasyna we U(t) saylanan dolandyrmasyna) X(t)-funksiya
doly kesgitleyar hacan U(t) saylanylanda, onda bu funksional ditie
U(t): ] = J(t) dolandyrma bagly bolyar diyip hasap etmek bolyar.
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2. Optimal dolandyrma meselesinde differensial
denilemeler ulgamy
Goy obyektin yagdayy wagta gora kesimde berlen bolsun [0;T]-
x(t) = (x4 (1), %,(8), -, %, (1))
Wektor fuksiya gornusinde hasyetlendirilyan bolsun (E,-ginislikde
faza gora traektoryasy), differensial denlemeler ulgamyny
kanagatlandyryan

(%, (8) = filt.xg (8, ez, (0 uy (8, o, (8],
) %o (8) = foltxg (8),wen e, (8) g (8 ennue,, (D],

e, (8) = £t 2, (0, ox (0,2, (8, ou ()]

dxlx)

hirede %;(t) =——, i=TIn
Geljekde biz bu ulgam Wektor gorniisinde yazjakdyrys.

#,(8) = f[,x(D, u(D)] (1)

Bu yerde wu(t)=(x,(t)= (u,(t), ... u,,(t)) Wektor — funsiya
(dolandyrma) haysy hem bolsa bir koplikden, yagny U-
dolandyrmanyn mumkin bolan kopliklerinden saylayarys.
f=(fy-.fn) argumentleri t, x, u bolan belli wektor
funksiyalar.

U(t) we x(t) berilmeginde (1) — ulgamyn yeke tdk cozllsini
kesgitlemek (Ugin takyk yagdaylarda, dolandyrma prosessini
sekillendiryén ulgam gosmaca xi(t) we (ya-da) x; (t) bahalary tgin
gatnasyklar haysy hem bolsa bir t € [0; T]- nokatda (t=0, ya-da
t=T dlzgin boyunga). Seyle gatnasyklar gyra sertleri diyilip
atlandyrylyar, umumy gorniisde biz ony denleme gornisde
yazjakdyrys.

I'(x)=0 )
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a,, a; a

' p
Pj = P, —&a”. = a{_;_&]. (8)
rj rs
Teoremadan gornlsi yaly z-setirde minuslarynn sanynyn
kdpelmezligi tgin ¢ozulyén topbagy az ikilik gatnasyklar boyunca
dizmeli.
Anli yokarda yazylanlar mesele ¢oziilende birinji etabynda
¢Ozuly&n element sanlarynyn tertibini kesgitleyar.
1) z-setirde otrisatel koeffisiyent yerlesyar;
2) Saylanan topbakda otrisatel san gozlenyar we ony diizyan setir
¢ozglde alynyar;
3) Ikileyin gatnasyklar saklanyar we olardan azy ¢tzyan elemente
gorkezyar.
Goy ps<0, yone topbakda basga otrisatel sanlar yok.

a.>0 i=12..m

Bu yagdayda s topbagyn haysy bir elementini biz alanymyzda
we nédce adim etsekde koeffisiyent ps otrisatel bolup galar,
topbagyn beyleki hemme elementleri bolsa poloZitel bolar.

Sert (6) yerine yetirip bolmayan bolar.

Uytgeyji xs, Xs>=0 manyny bereliii. Beyleki hemme yokarky
uytgeyjileri bolsa nula den edelin. Onda

y, =at+a, 1=12,..,m 9)
a, >0 sertde t parametri islendikge ulaldyp bolyar we a;

belgd garamazdan y;>0 alarys, yagny ¢éklendirmeler sistemasy (2)
kanagatlandyrylyar.

Funksionalyn manysy bu yagdayda azalyar:

Z=pt+p—>—co.

Eger-de a, =0 we a, <0bolsa, onda (9) gornisi yaly durli
t gutarnyklydyr. ps<0 serte salgylanyp Uytgeyji xs ulaltmaly, yone
darli i nomerli densizlige onun poloZitel anladylysy
kanagatlandyrmayar. Bu bolsa meselénin c¢aklendirmesinin
gapma-garsysyny gorkezyar.
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cykarmasynyn (ayyrmasy) adiminden son ps<O yerinde Ps sany
a

rs

alarys, ol polozitel bolmaly. Bu yerden hem a <0  bolup jemi

cykar. Eger-de ps<O koeffisiyentli topbakda yone dirli ar
otrisatel elementi saylasan we ony ¢dzgutli diyip hasaplasan, onda
netijede edilen &dimden son z-setirde bir minusyn yerine basga biri
peyda bolup biler. Saylawy tertiplesdirmége su asakdaky teorema
kdémek edyar.

Cozilyan setirinn elementlerine z setirin koeffisiyentlerinin
gatnasyklaryny dizelin (z nomer bilen):

ﬂ; =12, ...,n
b,
Alnan sanlardan poloZitelleri saylalyn:
& >0,
a

1
olara ikileyin gatnasyklar diyelin.

Teorema 1. Eger-de c¢oOsulyan elementi iz az ikileyin
gatnagyklar boyunca saylansa, onda adaty Zordan ayyrmalarysi
adiminde sor, z-setiriin koefisiyenti ¢ozllyan topbakda hemise
polozZitel galan z-setirin koefisiyentleri bolsa 6z belgilerini
saklayarlar.

Subudy. Goy,

P, _ min(% > oj )

Bu topbak s nomerli ¢ozllyar.

Onda z setirin taze koeffisiyentlerinde Ps . den bolar we
a

rs

teoremanyn birinji bé1imi subut edildi.
Ozbagdak (j nomerli) topbagy alalyii we z-setirini p; taze
koeffisiyenti ti¢in ylizlenme duzelin
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Gyra sertine in yonekey mysal hokmiinde kosinin sertini getirmek
bolyar. x(0)-x’=0 (ya-da x(T)-x" =0), nirede x°(ya-da x") — berlen
wektor.

Optimal dolandyrmanyn meselesinin matematiki modeline u(t) —
dolandyrmany saylamaklygyn céklendirilmesi hem giryéndir. Bu
caklendirmeleri umumy yagdayda asakdaky gornisde yazmak
bolyar.

u(t) cU (3)

nirede U — berilen koplik haysy hem bolsa bir funksional
ginislikde.

Biz Uc L™ [0;T], nirede Uc L™ [0;T], m- olgegli Gilbert
ginigligi wektor — funksiya diyip hasap edyaris. Goy X — haysy
hem bolsa bir funksional ginislik, (3) c¢éklendirm& gosmaca faza
gOré traektoriya girizilmegi mimkin x(t) : x(t) e X .

Duarli gornisli funksionallaryn dolandyrma prosseslerinin hilini
suratlandyryan, ilki bilen funksionala seredelin

J(u,x) = 'T[CD[t, x(t),u(t) Jdt,

tejribelikde yiize c¢ykyan optimal dolandyrma degisli yeterlik
derejede gin klass meseleleriii matematiki modelini giryandir.
Seylelikde meselé seredelin

J(u,x) = ]CD[t, X(t),u(t) Jdt — min(max) (4)
x(t) =[t,x,u] te[0;T] (5)
I'(x)=0, (6)
ut)eU c L3[0;T}] @)
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86. Funksionalyi guberceklik serti

Yokarda belleysimiz yaly J(U)-funksionalynn yeke tak
minimum  nokadyny  barlygyny derndnimizde  onun
minimumlasmagyny we beyleki wajyp soraglara jogap bolup,
takyk usul ulanylanda, onun gubercekligi we J(U)-in gigli
giibercekligi esasy roly oynayar. Yonekeylesdirip aydanda, J(u)-
funksionalyn bu sertleri kabul edip alanda, onun hasiyetleri (5)-
cyzykly  differensial denlemeler  ulgamy (gcin goyulyar.
Optimal dolandyrma meselesine seredelin.

J(w) = [ &[tx(1), u(9)]dt > min (1)
x(t) = Alt) - =x(t) + B(t) - ult) + C(t), te [0;T] (2
Mx)=x(0)—x"=0 3)
u(t) € U c L [0;T], ()

nirede A(t)=(aj(t)), B(t)=(bke(t)), n xn we n x m cakli
mocberde berlen matrisalar; C(t)=(Cy(t), Ca(t),..., Cu(t))" azat
agzalaryn sutin wektory (2) denlemeler ulgamy agyk gornisde
yazylyp bilner.

x(t) = Alt) - x(t) + B(t) - ult) + C(t), i=1,..,n
gOrusimiz yaly (1) - (4) — denleler ulgamy (4) — (7) — denlemeler
ulgamynyn hususy halydyr, degislilikde c¢yzykly wektor-
funksianyn esasynda

f(t,x,u)=A(t)x+B(t)u+C(t)

Bu yagdayda fiwe f;- matrisalar f, = A(t), f, = B(t) bellemek
yeterlikdir. Sona gora ¢atrymdas mesele asakdaky gornlse eyedir:
W(t) +AT-2(0) = L[t =(0), u(y)], t€[0;T];

¥(T)—0
gradient tgin bolsa
(=BT %+ ¢, = (1L (W), . Jim (w)),
nirede Ji;(w) = T}, by ¥y + d),

(1)- (4) meselede J(u)—funksionalyn giberceklik sertini
kesgitlalin.
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z’=z—i-ps. (5)

rs
Adaty Zordan kesgitlemelerde basga tablisa gecmek tgin
cozllyan setirin elementleri ¢ozulyan elemente boltnyéarler we
belgileri Uytgedyarler. a, poloZitel erkin agzanyn yerinde téze

rs

tablisada (—ij san bolup duryar. Alynyan meyilnamada bu san

seyle hem polozitel bolmaly: (— ij >0 (bu bolsa 6z gezeginde
a,, <0 bolmagy talap edyér). Bu yagdayda p, >0 azalyar, ps=0
uytgewsiz galyar.

Mesele ¢Ozlende eger p; ahli koeffisiyentleri polozitel
bolsa, bu yagdayda funksional beygelyar. Yagny tablisada
funksionalyn anladylysy minimal, meyilnama bolsa optimal. P;
koefisiyentin arasynda nuluin bolmagy bilen meyilnamany téze
tablisa gecirilende Uytgedip bolyar, yone funksional 6nki bolup
galar. Bu yagdayda optimal meyilnamalar kopdir. Eger-de nulun
ustinde otrisatel elementler yok bolsa, meyilnama yeke-tak bolup
galyar. Seylelik bilen minimum meselede optimal goyberilyén
meyilnamanyn Kkriteriyasy bolup galyar. Seylelikde minimum
meselede optimal goyberilyan meyilnamanyn kriteriyasy bolup, z
setirin  koeffisiyenti otrisatel daldigi bolup duryar, erkin
agzalardan basgasy.

pi>0, j=1,2,...,n (6)

Ikileyin  simpleks usulda meselanin c¢ozulisi seyle
yzygiderlikde  yerine yetirilyar. 1lki  bilen z  setirin
koeffisiyentlerinin otrisatel daldigi alynyar, soira bolsa erkin
agzalaryn otrisatel déldigi alynyar. Munun yaly tertip (gin
¢Ozilyan elementin  saylamynyn duzglnini esaslandyrmak
gerekdir.

z-setirde ps-nyn otrisatel koeffisiyentini kesgitlemeli. Eger-
de as elementi ¢ozillydn diyip hasaplasak, onda adaty Zordan
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Tablisa 1
Ikileyin
mesele Xt oo X ow Xs.oo Xn 1
_ | by
Y1 a1 ... a1j ... Ais ... A1
- | o b;
y|— a.|]_ a.” a.|5 a.m
= - br
yr a.r]_ e a.rJ e a.rs e a.r n
. bm
ym: a.m]_ a.mJ a.ms amn
Z= P1 Y Ps Pn p

Meyilnama goyberilip bilner, eger-de ahli erkin agzalar otrisatel
bolmasa

a;>0, i=1,2,...,m (4)
Hasaplayjy operasiya hokmiinde bu meselani ¢6zmek Ugin

Zordan ayyrmalaryny peydalanarys.
Meyilnamanyn optimal kriteriyalaryny kesgitleyaris

7=p=p-2. P,

ya-da
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Teorema 1. Goy ®(t,x,u)-funksiya (1)- deiilemede hemme x= E_,,
us E_-ler Ucin kesgitlenen bolsun, yagny x* , x*, u®, u% we
a € [0;1]-U¢in densizlik.

o’ +(1- e’ ou' +(1-ou’] Cadlt' ) + (L-)pli ) (s
Yerine yetyar. Onda J(u)-funksional (1)-giibercek U-koplikde,
glbercek bolyar.

Subudy. Goy u! (1), uit)eU, ax’(t) we X*(t), (1)—(3)- gra
meselesinin ¢Ozulisi, onda

Jo = dltxhub)dt Jo = dltxhub)dt

Hacan u(t)=u’(t) we  u(t)=u’(t) bize belli bolsy vyaly
ut)=au'(t)+(1 — «)u’(t)

degislilikde x(t)=ox'(t)+(1 — a)x(t) (1)-(3) meselanin ¢ozillisi.
Sotia gora

Jleu® (t) + (1 — )u?(p)] =

T

f Bt + ec (1) + (1 — a)x(0), au () + (1 — a)u(O)]dt
o

Jleu (£) + (1 — e)u?(D] = oJ(u') + (1 — )] (u?)

Densizlik J(u) gubercekligini subut edyar.

123



§7. Optimal dolandyrma meselesinin gradiyent usuly

Gradient usulynyn J(u) funksionalyn minimumlasmasyna
ulanylmagy, u(t)-erkin nokatda mumkingiligi bolan U-kopliginde
J’(u) gradienti hasaplap bolmaklygy bilen esaslandyrylyar.
Yokarda seredilen optimal dolandyrma meselesinin  J'(u)
gradientin in  kesgitlenisine seredelin. Onun (¢in bolsa
funksionalyn artdyrmasyny hokman asakdaky goérniisde yazalyi.

AJ(u) =J(u + Au) = J(u) =< ['(u),4u > to((lau]) (1)

Goy u(t)EU. Onda u(t) dolandyrma artdyrma berip Au(t) gérnusin
esasynda (u(t)+ Au(t)) €U diyip yazmak bolar. Bu artdyrma bolsa
Ax(t) artdyrma degisli bolup, fazanyn traektoriyasyny, yagny x(t),
bolsa x(t)+ Ax(t) gegyar.

Onda funksiya x(t) bolsa meselénin ¢dzllisi bolyar, a=x(t)+ Ax(t)
asakdaky mesel&nin ¢ozilisi bolyar,

x() + A%(Y) = f(t,x + Ax,u + Au), te [0;T]; 2)
x4+ Ax) =0 ()

(2) we (3) degislilikde (5) we (6) ayryp, Ax(t) kesgitleyan gyra

meselesini alarys;
Ak = Af(t,x,u), t€[0; T]; 4)
AT(x) = 0, (5)

nirede Af(t,x, u) = f(t,x + Ax,u + Au) — f(t,x, u)

Eger biz fi(t,x,u)-funksiyany x we u argumentlere gora
differensirlenydn diyip hasap etsek we Af;-nji denleménin sag
tarapyny takmynan asakdaky differensiallar bilen galysyp alsak
yagny:

a a £

df, = S5 A%, + o+ 25 Ak, + S A + e DAy, = P AR+ AL,

! fx 1
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83. Cyzykly programmirlemanii ikileyin meselesinin simpleks
usuly bilen optimal ¢6zulisi

Goy, c¢yzykly programmirleme meselesi bar bolsun:
funksionalyn minimumyny tapmaly

1)
Caklendirmeler yerine yetirilende:
Yi=ap X+t X et X et g X, +ay 20,
Vi =X+t X, ot X o+ X, +3; 20,
(2)

Y = QX+t 8 X Fon A+ X .+ a8, X, +a, 20,

mj N j ms s mn “*n

X; 20, j=12,.,n.

1-nji tablisada mesel&ni yazalyn. Meseldnin meyilnamasyny 6n
bolsy yaly, yokarky Uytgeyji nula denesdirmek bilen gyrakylary
bolsa erkin agzalary bilen. Bu funksionala degisli hem sonun Gg¢in
1-tablisada

z=P 3)
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Teorema 2. Eger-de meseléniz optimal ¢0zgidi onur
caklendirilmesini densizlige oOwuryan bolsa, onda optimal
meyilnamada ikileyin meselede gabat gelyan lytgeyji nula der.

Eger-de optimal meyilnamayn haysyda bolsa bir
komponenti poloZitel bolsa, onda ikileyin meseldninn gabat
gelyén caklendirme onun optimal meyilnamasy bilen denlige
owralyar.

Su getirilen mysalda goni meselénin optimal meyilnamasy
ikinji gezek Uc¢unji sertlerini (Q) densizlige dwryar.

2:6+4-0-5-1<12

6-3-0+1<8.
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nirede . x f. u - funksiyalar fi(t,x,u) — funksiyanyi gradienti,
olar x we u-argumentlere goéra, a £ *Ax,f% Au degislilikde E, we
Em — ginislikde olaryn skalyar kopeltmek hasyly Az we Au
degislilikde wektor artdyrmalara gord. Onda (4) denlemeler

ulgamy asakdaky gérnusde yazylyp bilner.

A%, =f! -Ax 4+, -Au, i=12,...,n
ya-da Ax =f - Ax+f’ - Au,
nirede f;:[f“xij}=?

i

degislilikde nxn we nxm —mogberli 6niimler matrisasy;

o, oty oh
A o, e e
da, Ax., "Bk dfy ofy af,
fF— - = n U - e

fx - J i:u | duy fuy duy | (6)
Bty By Bty
By 8ty ﬁ du, fuy, " Buy
da, frg T Bxp

Nirede fl - Ax we £, Au, su matrisalaryti

Ax = (Axy, Ax,, ..., Ax_ ), Au = (Auy, Au,, ..., Au_ ). Wektor- s(tin
matrisalara kdpeldilmegidir. Seylelikde (4)-(6)-meseldnin yerine
Ax(t)-ni kesgitlemek ticin takmyn mesela seredelii :
Ax =f!-Ax + f! - Au, t € [0; T]; (7)
AT (x) = 0. (8)
Yeterlik derejede gin ertlerin esasynda (7)-(8) meselanin ¢oziilisi
0 (llAaull) hacan [laull — 0 takyklykda ululygyn tertibinde (4)-(5)
meselanin ¢ozllisine yakynlayar we A] anlatmanyn getirlip
cykarlysynda (2) Ax hokiminde (1)-(2) meselanin takmyn ¢ozilisi
kabul edip almak bolyar.
Biz &(x=u) 0z argumentlerine gora differensirlenyan funksiya
dayip hasap etsek, onda
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a7 =J(ul &w) J(U)= [T(@[x(t 1 Ax(T)u(t) | Au(T)] @[x(),u(®])dt= [ &
Axdt+ [7 @ - Audt +0(][Aull) =< ®}, Ax> +< &}, hu > +0(||Aull)

Nirede @, ,® ' funksiyalar € (x,u) funksiyanyn x we u nabellilere
goré gradiyentidir. = &, Ax=> — skalyar kopeltmek hasylyny
bize gerek bolan gérnisde yazmak Ugin, yagny Ax Usti bilen Au
anlatmak Ggin, berlen mesela ¢atrymdas Wwr(t) meselanin ¢ozilisini
peydalanyarys,

y+ £y =—a/, te[0,T]; 9)

r“(v) =0,
Nirede fffunksiya (6)-nji meseleden oOnimli transportirlenen
matrisa, (9)- gyra serti asakdaky denlemdnin yerine yetmegine
goré saylanylyar.

W(T) - Ax(T) — Y(0)- Ax(0) =0
Asakdaky denleme adalatlydyr

< ®'x,Ax ==<f'uT-Y,Au>=, (10)
(9)- gora
AJ=<f'xT- @"u, Au = +0( || Aul]).
Bu yerde (1)- gora f" (u)- gradient lgin gbzleyan anlatmamyzy
alarys: f'(u) =f'uT- Yy + &y, ya-da agyk gérniisde:

— 3 EE
flu) = [:f'u(uj ...... f'um[:u:])_. f.= N i+ —! (1=1,m)
£ due Bue
i=1 (11)

(10)-(11) denleméni getirip ¢cykarmak ucin bize asakdaky Lemma
gerek bolar.

Lemmal. Goy Ax(t), y(t)- n dlcegli Uznlksiz wektor- funksiya,
(0;T)- kesimde bdlekleyin Gzniksiksiz dniimleri bar bolsun. Onda
LagranZyn toZzdestwasy yerine yetyandir.
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Tablisa 3
|k||ey|n U= Vo= V3= | W=
mesele Goni

mesele |1 e % |1
Vi X1= 1 1 -1 5
Uo Vo= -2 2 -3 2
Us V3= -1 -4 2 3
Ug Y4= -2 6 1
1 = 12 6 -5 60

Tablisa 4

Iklleyln U= Vo= UWUy= W=
mesele Goni

mesele | VX X2 Y4 1
Vi X1= -1 7 1 6
Uz yo= -8 20 3 5
Us V3= 3 -16 -2 1
V3 X3= -2 6 1 1
1 = 2 36 5 65

4-nji tablisada yokarky tytgeyanleri goni meselanin nuluna

denlesdiryéris we onun optimal meyilnamasyny yazyp alarys:
X1=6, X2=0, X3=1, Zmax=65, Wnin=65.

Ikileyin mesele G¢in nula gyraky Uytgeyjileri denleyaris
we in sonky setirde tablisada yokarkylaryn anlatmasyny
okayarys. Esasy Uytgeyjilerin optimal anlatmalary su asakdaky
yaly bolar:

Ui=2, u=usz=0, Us=5;

Munda funksionalyn anlatmasy minimal we goni
meselanin

Wnin=65 funksionalyn anlatmasyna den.
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Y= =X —X, +%X;+520,

Y, =—2X% —4X, +5%; +12 >0,
Y;= —X +3X,—X+82>0,
Y, =—2% —8X, +X,+11>0

Seylelikde

Vv, =U; +2U, +U, +2u, —12>0,
vV, =U,+4u,-3u,+8u, -6>0,
V, =—U, —5u, +u; —u, +7=>0.

IIki meseléni ikileyin tablisa yazalyn (2-nji tablisa) we
goni meselda modifisirlenen Zordan ayyrmasyndan iki adim etmeli,
optimumyny almak ugin (3-nji, 4-nji tablisa).

Tablisa 2
|kl|eym Vi= Vo= V3= W=
mesele | GOni
mesele | 4 X2 X | 1
Uy yi= 1 -11| 5
Up o= | 2 4 5|12
_ 1 -3 1 8

us Ys3=
Us ye= | 2 8 1|1
1 7= -12 -6 7 0
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T
J. :1|: (Ax— - A) + Ax- (4 B TgD)]de=qr- A T.f'iﬂ’
0 (12)

nirede f- meselanin goylusyndaky wektor — funksiya, a f'x - (6)-

den onim matrisasy, a f,"" — ofa gora transportrlenen matrisa.
Onda gorkezelin

T
T
J e (£ - Ax)dt = j[f'xfT - Lp)ﬂxdt,
0
0

yagny
< i (F,T-Ax) =< £ - ¢, Ax =,

Sona gora f,Tax we f,'T -y wektorlary i-nji koordinatalaryny
yazalyn:

(£, T - Ax)=En, f'sjiax), (£T-w)i=Zn, 6T -wi

=1 "x

Bu yerden,

Ye(E, T - Ax)=2y=y Wi+ (£ - Ax)i= T2, Wi X, f'xijaxi =
= T, Wi Xk, f'xij widxi;

(W) Bx= ) (£, )

I.El n n n
- ZZ fo Wi = ZZ s Wi - Axi

=1 i=1 i=1j=1

Seylelikde w - (f,"TAx)= (f,'7 - W)Asx)
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Bu anlatmany t-goré integirlap biz (12) geleris. Indi bolsa integral
asagyndaky anlatmalary basgaca toparlap (11) ¢ep tarapyny (12)
kdmegi bilen alarys.

T . .
f {[w-ax—y-Ax]+ [(£,T-¥) - ax— - (£,T - Ax)]}dt

&
d
= B e o o
= f (V- ax)de =y - ax T/,
Cx

subut boldy.
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Mysal. Bu teoremany asakdaky yaly mysal bilen gérkezelin.
Goy, goni meseldnin gornlsi bar bolsun: funksiyanyn
maksimumyny tapmaly.
Z= 12X;+6X2-7X3
Su sertlerde

X+ X, — X3 <5,
2X, +4x, —5X, <12,
X, —3X, + X; <8,
2%, + 8X, — X; <11,
X;20, =123

IKileyin mesele seyle formulalasdyrylyar: fuinksionalyn
minimumyny tapmaly

w=5u;+12u,+8uz+11u,
Céklendirilmelerde

U, +2u, +u, +2u, =12,
u, +4u, —3u, +8u, > 6,
—Uu, —5u, +uy;—u, =7,
u, >0, 1=1234.

Meselelerde gosmaca uytgeyjileri girizelin:
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ululygy we yagdayda Uytgemeyar. Bu yagdayda ikileyin meselede
optimal meyilnamalar kdép we minimum we maksimum sol bir Q
erkin agzasyna den dolup duryar. Bu gutarnykly teoremanyn
birinji bolegini subut edyar.

Goy indi goni meselede z funksional ¢aklenen dél.

Algebraik bu anladyar, dayan¢ meyilnamayn 1-nji
tablisasynyn sutlnlerinin, topbaklaryn birinde bolmaly, s Gtunde gs
koeffisiyent otrisatel , beyleki koeffisiyentler bolsa poloZitel dél.

b, <0, i=1, 2, ..., m. Sltn s ¢ozgutli, yone onda aygytly |
element saylap bolmayar we meyilnamanyn gowulasmagy Ugin
hasabatdaky &dim etmek bolanok.

Ikileyin meselede yagdaya seredip gecelin. Munun Ugin us
Uytgeyjinin anlatmasyny yazalyn. Seyle sowsuz suttine bas bolyar,
gyraky uytgeyjilerin Ustlinden:

Us=Dis Va+...+Dss Vs+Ds11,5 Usr1+ ... +DmsUm+0s.

Bu anlatmanyn sag bdleginde v we u Uytgeyijileri otrisatel dél,
b koeffisiyenti z bolsa poloZzitel dél. Seyle ululyklaryn képeltmesi,
yagny bis, vi ya-da bjs, u polozitel dél, seyle kopeltmegin jemi

b]_SV]_+ s +b55 Vg+bg+1lg US+1+ s +bmsu mSO

Seyle hem bu jemi nula getirip bolyar, onun ¢in nula degisli v we
u Gytgeyjileri denlemeli.

Yone sonda hem Uytgeyji us otrisatel bolar, sebabi us=gs,
berilmegi poloZitel anlatmagy dine yagdayy yaramazlasdyryar.
Meselanin sertine gora bu tytgeyjiler sol sanda Uytgeyjisi otrisatel
dal yokarky us Uytgeyjini alyp bolmayar:
s-ikileyin meseldnin c¢éklendirmeler sistemasynyn densizligi
kanagatlandyrmayar, sistema gapma-garsy, meselanin yolbererlik
¢ozgldi yok. Teorema doly subut edildi.

Eger-de goni mesele gapma-garsy bolsa, onda ona ikileyin
cakli dal funksional bolmak hdokman dal. Ol hem gapma-garsy
bolup biler.
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89. Pontryaginyn maksimum prinsipi

Fizikanyn we tehnikanyn dirli béltimlerinde gabat gelyan
birndce meselelerinde is prosesinde, parametrleri 6ran onatlyk
bilen saylap kesgitlemeklik gerek bolyar. Bu meseleler 6zunin
gurlusy boyunga Wariasion mesele bolup duryar. Yéne bu
meseleler (klassiki) synpy wariasion usullar bilen ¢ézip bolmayar.
Bu meseleri c¢cozmegin usullary  L.S.Pontryaginyn we onuni
talyplary tarapyndan islenip dazildi. Bu meselanin ¢6zulis
usulynyn esasy bolup maksimum prinsipi hyzmat edyar.

Biz maksimum prinsipinin durli gérnaslerini getirelin we
ona degisli birndgce meselelere seredelin:

1. Yonekey differensial denilemelere getirilyan prosessine
seredelin:

Z—)i:fi(t,xl,xz,...,x”,u), i=1nm) @

ya-da wektor gorniisde

dx

— = f(t,x,u

dt ( )
nirede
x={x",x?,...x"}, f(t,x,u)={f"(t,x,u), f2(t, xu),..,
f " (x,t,u)},
u—parametr.

Goy Xo ={Xg, X, X0} X =X, X2, X'} - fazaly
ginigligin Xl,Xz,...,X”; 2-sany nokady u=u(t) - [t,,t;] -
kesimde kesgitlenen funksiya. U =U(t), (t, <t <t)) funksiya

dolandyrmaly diyilyar.
Dolandyrmaly u=u(t) funksiya rugsatly diyilyéar, eger u(t) —

funksiya [ty,t,] kesimde bdlekleyin iizniiksiz bolsa we onui
bahasy haysy hem bolsa bir U — kopligin predelinin dasyna
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¢cykmayan bolsa, islendik rugsatly dolandyrmanyn kesgitliligi
aydyndyr.
Goy funksional berlen bolsun

F =tj1 fO(t, x(t),u(t))dt (2)

of e
fit,x,u) W(t,x,U) (j=21n), f°(t,x,u) funksiyalary, islendik

x5, x%,.., X", tet,,t;], UeU bahalarda tizniiksiz diyip hasap
edyaris.

Her bir rugsatly u=u(t) dolandyrma haysy hem bolsa bir
¢Ozulis, (1) denlemeler ulgamy x(t)=x baslangy¢ serti yerine
yetiryén jogap bolyar.

Asakdaky meseld seredelin:
u=u(t) rugsat berlen dolandyrmalaryn icinde seyle bir hasyete eye
bolup, x=x(t) — degisli ¢ozilis (1) denlemeler ulgamy asakdaky
sertleri yerine yetirilyar:

X(to) = Xo» X(tl) =X (3)

(2) funsionalyn in kici bahalary kabul edip, olar yaly bahalary
tapmaly. Eger u=u(t), x=x(t) (t, <t<t) - goylan meselinii
¢ozllisi bolsa, onda u=u(t), x=x(t) funksiyalar optimal prossesi
kesgitleyar diyip aydylyar. Seyle hem u=u(t) — funksiya optimal

......

Kdmekgei funksiyany guralyn
H(t X up) = 6 xu)+ D £t x,u) )

i=1
Nirede Vo, ¥ y,..., W, —tdze nabelliler.

Goy
M (t,x,w) =supH (t, x,u,w). (5)

ueu
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Indi bolsa ikileyin meseld yizlenelin. Ona degisli
nabellileri nola denlélin, topbagyn ¢epinde duryanlar.

Vi=...=Vs=Us+1=...Un=0.
Onda yokarky bds setirdéki tytgeyjilere den bolar.

U1=0qz,..., Us=(s, Vs+1=0s+1... Va=0n

gi ahli koeffisiyentlerinin otrisatel daldigi sebapli su hili
meyilnama bolup biler. Ikileyin meselede garassyz lytgeyjilerin
nula dedlesdirilen. Yagny bu meyilnama (opornyy) berk,
geometrik cozgltlerin koptaraplylygynyn depesini gorkezyar.
Sunun yaly meyilnamalaryn i¢inde optimalyny gézlemeli.
1-nji tablisadan ikileyin meseldnin funksionalyny yazyp
alalyn:

W:b]_V]_+ s +bs Vs+bs+1 LIS+1. . +mem+Q

1-nji tablisada erkin agzalaryn otrisatel déaldigi alnypdyr. b;>0
v we u Uytgeyjiler bolsa ikileyin meselanin manysy boyunca
otrisatel dal bis vi we bjs u; gornuslerin ugasmalary otrisatel dal we
olaryn ahli jemi

bivi+---+bSVS+bS+1 Us+1t...+ bm Um

dirli goyberilyan meyilnama Gcin otrisatel dél. Bu jem erkin Q
agzasyna gosulyar we w minimumy gazanmak dcin mimkin
boldugyca azaltmaly. Otrisatel dal sanlaryn iginde in azy nul.
Bizi gyzyklandyryan jem nula den bolar yaly her bir gosmacalara
giryan v we u Uytgeyjileri denlesdirmek yeterlikdir.

Seylelikde, ikileyin meselaniin meyilnamasy 1-nji tablisadan
alnyp gyraky Uytgeyan nula denesdirmek arkaly ol funksionala
minimumy beryar, ol optimal. Eger-de bj-nin erkin agzalarynyn
arasynda nul bar bolsa, onda ona gabat gelyan gyraky Uytgeyjiler
nuldan ulaldylyp biliner, belli bir anlatma ¢enli we funksionalyn
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82. Cyzykly programmirlemanii ikileyin meselesinii optimal
¢ozilisi barada teoremalar

Teorema 1. Eger ikileyin meselelerinden birinizz optimal
cozgudi bar bolsa, onda onusz beylekisinizz hem ekstremal
anlatmalary olarys funksionaly gabat gelydr. max z = min w.

Eger-de bir meselede funksional ¢aklendirilmedik bolsa,
onda ora ikileyin mesele gapma-garsydyr.

Subudy. Ikileyin tablisa goni we ikileyin meseléni yazalyn
we modifisirlenen Zordan ayyrmalarynyn adimini edelin, ta goni
meselanin optimal meyilnamasyny alyancak. Netijede Dbirinji
tablisa geleris, onda bj-nin &hli erkin agzalary we z setirin ahli
koeffisiyentini g; otrisatel dal b, >0, g; > 0; meyilnama

Yi=... Ys=Xs+1=...=%X,=0 optimal z=Q maksimal
anlatmasy.
Tablisa 1
. u= U= v = =
Ikileyi ! s Vort ]| Vo= | W
n Goni
mesele | mesel | -y; Vs | Xser | | X 1
e )
Vi X1 b11 bis | Dis+a | 7| b | b1
Vs Xs bs1 Dss bs,s+1 N bsn bs
bs+1, bs+1, bs+1,s+ - bs+1, bs+
Us+1 Ys+1
1 S 1 n 1
Um Ym Bm1 BDrms bm,s+1 N Bmn bm
1 = J1 s Os+1 h On Q

166

Cyzykly differensial denlemeler ulgamyna seredelin

dy, of° 0, of ¢ .
Wi Ay -y Ly, (i=1n
dt ox o ~ ox K ( ) ©)

(1) we (2) denlemeler ulgamyny degisli gornusde yazmak
bolyandygyny bellalin

o _oH v o i
dt Oy, dt X'

Teorema 1 (Maksimum prinsipi) u=u(x), x=x(t) (t, <t<t) -
funksiyalaryn optimal proseslerini kesgitlemeklik (c¢in hokman
seyle  bir  hemiselik  w,<0  bor bolup we
v () ={y,(t),...w, (1)}, seyle bir cozis (terwaldal, eger
Vo= O) denlemeler ulgamy (6) u=u(t) we x=x(t) funsiyalara
jogap bolyan, hemme t (t, <t <t,) nokatlar ticin u(t) Uzniiksiz

bolup, funksiya H (t, X(t), uw (t)) nabelli tgin U € U, u=u(t)
— nokatda maksimuma yetyar:

H (t, X(8),u(t),y (1)) = M (&, X(t), w (t))- )

Gorsimiz yaly teorema 1 u=u(t) we x=x(t) prosessini
optimallygynyn dine bir hokmany sertini beryar (eger ol bar
bolsa). Kesgitlenen ¢Ozilisin optimallygynyn tikenikli ¢ozulisi
diyen soraga gosmaca getiriljek deriiewin esasynda jogap bermek
bolyar.
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Bellik 1 1 — nji teoremanyn esasynda, yokarda goylan meseléni
cozmek Ucin, hokmany x=x(t), ¥ = (t) fun

ksiyalary tapmaly, olar bolsa (1) we (6) denlemeler ulgamynyni
¢Ozulisi bolmaly, degislilikde funksiya u=u(t) we ¥, — hemiselik
6zem hokman (3) we (7) sertleri yerne yetirmeli. (1) we (6)
denlemeler ulgamynyn ¢Ozuwinin kopligi, 2n hemiselik
C:Cyyy Gy sanlara  baglydyr.  2n+1  hemiselikleri

VoG5 Cyyeeny Gy tapmak Gigin we u=u(t) funksiyanyi 2n+1 sany
gatnasyklary bar bolup (3) we (7) duryandyr. Bu yagdayda, yagny
VoC,Cyyeens Gy parametrlerin birisi hokman dal, sebabi H

funksiya bir tipli  nébellilere gord. Sona goérd 2n gezekli
parametrleri tapmak Ucin we funksiyany u=u(t) Ugin 2n+1
gatnasyklar bardyr.

Bellik 2 Bar bolan wariasion hasaplamanyn meselesi bolan we
optimal dolandyrma meselesinin arasyndaky arabaglansygy
gorkezelin. Yonekey wariasion meseld seredelin:  funksiyany
tapmaly

X(t) e E' ={x(t) € D, ([t,, t,Dx(ty) = X,, X(t,) = X, },
sona goréa funsional

F = } f(t, x(t), x'(t))dt

in kici bahany kabul edip alyar. F(tx(t),x (t)) — funksiyanyn,
Uzniiksiz hususy énimi hemme argumentler boyunca bar diyip
hasap edilydar. Bu mesele, asakdaky optimal dolandyrma

meselesinin hususy halydygy aydyndyr: u=u(t) (t, <t <t,), bolek
Uznlksiz ~ funksiyany  kesgitlemeli, eger onun  bahasy
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Tablisa3
Ikileyin V1= Un= V= w=
mesele Goni
-X - -X 1
mesele ! y2 n
a‘12
Uz y1= b11 bin by
a‘m2
a22
U, Yo= D21 ban b,
am2
_ 8 1 A | Ay
/) Xo=
a‘m2 a‘m2 am2 a‘m2
P,
1 Z= o] - On Q
am2
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aﬁlatmalary dernemek bilen bu maksat Ugln Ikllele)'lln u :(—OO,-l-OO) ara'ygyﬁ prede"niﬁ dasyna gykmaYan bolsa,

meselelerin garassyz u; nébellilerini setir bilen yazmaly dél-de, ¢
.2 Y . oy seyle hem,
topbak edip yazmaly. Her topragyn jedwelinin esasy boleginin
yokarsynda bolsa mahsus bolan ikileyin meseléniin v q
nabellilerini goyaly, erkin agzalaryn topbagyny bolsa w _X:u(t)
funksionala gecirelin. Topbakda in sonky kletkada garassyz dt
nabelliler birlige goyyarys (jedwel z). Sonda ikileyin mesele
jedweli su asakdaky yaly okalyar: baslangyc sertlerini yerine yetiryan
_ Tablisa 2 X(ty) = X, X(t,) = X,
Ikileyin Vi= Vo= Vp= w=
mesele Goni denlemanin ¢ozulisinde funksional
-X1 -X2 -Xn 1
mesele ty
| oym | oan | oam | o | e | a F = [ £t x(t),u()dt
Uo t

Yo= dz1 a2 dan a2 Inn Kici bahalaryny kabul edip alyar. I sonky meselani ¢c6zmek
ucin maksimum prinsipini peydalanalyn. Bizin yagdaymyzda

Um
1

Ym= dm1 dm?2 . dmn dm
/= -p1 -p2 -Pn 0

H~:1//Of(t,x,u)+1//1u

(6) denlemeler ulgamy bir denlema gelyar.

Topbagyn yokarsynda duryan koeffisiyentin topbagynyn
onunmlerinin  summasyna dendir, cepde duryan topbakdaky dl//1 of
uytgeyjilere mahsus bolan. Bu c¢éklendirmelere hem bitewi T:&Wo (8)
funksiyalara degislidir.

hili i Ide iki hili . i L )
Su hili jedwe de|| ili mesele yazylan-esasy hem ikileyin, 1  niji teoremanyi esasynda

H (6, X(8), U,y (8) = o f(F, x(0),U) +y, (D,

Nirede v, — hemmiselik, 6zem ¥, <0, v, # 0 gorkezelii.

Hakykatdan, ters bolan yagdayynda ¥, (t) #0 we

164 133



Sup H (t, X(t), U, (t)) = +o0

H (t, x(t),u,y,(t)), u - boyunca differensirlenyar we u=u(t)
bolanda maksimuma eye bolyar. (t — islendik nokat Uznuksiz u(t)
funksiya gora).

Sonun ugin

Z—f(t, x(),u(t),y, (1) =y, ﬂ(t, x(t),u(t)) +w,(t)=0
u ou

yagny v, (t) = —l//o%(t, X(t),u(t)). In sonky denleméani (8) — de

yerinde goyup alarys, yagny Eylerin denlemesini

of d of, o
&—a(a)—o, (u=x'(t)).

2. Amaly meselelerin arasyndaky, seyle meseleler gabat gelyarler:
u=u(t) rugsat edilen hemme denlemelerin icinde, seyle bir hasyete
eye bolup, degisli ¢coziw x=x(t) (1) denlemeler ulgamy asakdaky
sertleri yerine yetiryér:

X(to) = Xo» X(tl) =X,

hacan '[1 >to (t, — moment wagty fiksirlenen dal) seyle bir
cozulisi tapmaly, netijede (2) funksional in kigi bahany kabul edip
alar yaly.
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5) Bir meselede funksional maksimumlasyar, beylekide
minimallagyar. Cyzykly programmirlemegin meselesini
gorkezilen héasiyetlere eye bolan 6zara ikileyinlik diyilyér.
Olaryn biri esasy ya-da goni bolup duryar, beyleki ona

catrymly ya-da ikileyin. Goni mesele diyip biz birinjini hasap
ederis. GOni meselanin caklendirmeler ulgamyna gosmaca
nabellileri y; girizmeli we su asakdaky gorniisde alarys:

Yo ==X —a,X,— . 8%, +8, 20,

Y, =—ay % — 8y,X, —...— Ay, X, +a, =0, 10
............................................ ( )
Y = =8 X; =8, X, — oo — 8 X, + &, 2 0.

IKileyin meselede gosmaca nabellileri v; (y) Usti bilen
bellaris:

v, =a,u, + a,u,+..+a,u. —p, =0,
V, = a,U, +a,U, +...+a,,U, —p, =0, 11)

v, =a,u +a,u,+...+a,.u. —p,=0.

Zordan jedweline goni meselani alyarys.

Tablisa 1
Goni
mesel | -X; | -Xz e | Xp |1
e
Y1 dil | d12 din a1
Y2 d1 | d2 d2n a2
Ym dm1 | @m2 dmn | Am
/= -p1 | -p2 . |-pn |0

Sebabi ikileyin mesele sol bir 6nki berilenler boyunca
formirlenen, ony sol bir jedwelde girizip bolyar. (4), (5), (8)
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harajatlamayan, birinji serisdénin birliginin u; bahasy bilen, a,,
ikinji serigdanin birliginin uy bilen we s.m., un m serisd&nin amn
bahasy bilen. Ahli serisdeleriii bahasy 1,2,...,m 6niiminia birligini
ondurijiligine gidip, su asakdaka den bolar:

a,u +a,u, +...+a u. = p,.

Suna menzeslikde pikir yoretsek, 2-nji, 3-nji we s.m. dniimin
gornlgleri Ucin getirip bolar. Netijede densizliklerin toparyny
alyarys

a,u +a,u, +...+a,u, = P,
a;, U, +a,u, +...+a,u, = p,, (8)

Uy +a,,Uy +...c+a, U, > P,

Ykdysady many boyunca gozlenilyan bahalar otrisatel dal:

u, 20,u, 20,...,u, >0, 9)

m

Densizliklerin umumylygy (8), (9) we meselelerin sistemasyny
emele getiryar.
Matematiki formulany denesdirelin (1)-(3) formulasy bilen birinji
mesele (4)-(6) iKinji.

1) Bir meselanin nabellilerinini sany beyleki densizliklerii
sanyna dendir.

2) Céklendirilmeler ulgamynyn koeffisiyentinin matrisalary
birinin beylekisinden transponirlemegi bilen bolyar.

3) Densizlikler ulgamynda c¢éklendirmlerin gapma-garsy
manylary bar. (<calysyar >) né&bellilerinn otrisatel dalligi
bolsa saklanyar.

4) Céklendirmeler ulgamynyn erkin agzalary bir meselaninki
beylekinin ~ funksionalynyn koeffisiyenti bolyar,
funksionalyn koefisiyenti bolsa c¢éklendirmelerin erkin
agzasyna Owrulyarler.
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IV. Bap. Cyzykly programmirlemanin esasy meselesi

81. Cyzykly programmirleme meselesine gelyan amaly
meseleler we onun matematiki modeli

Goy, karhananyn n gornigli  6numi  dndirmége
mumkingiligi bar bolsun. Oba hojalyk pudagyna degisli bolan
edaralarda bu 6numlere maldargylyk, 6sumgilik énumleri mysal
bolup biler. Sonlukda kdrhana m goérnusli resurslara eye (mysal
ucin: yer, is¢i glyc, tohum we s.m.). Bu resurslaryn bar bolan
mukdary 6niinden belli:

b1, by, ..., bi, ..., b

Her bir 6nimin onddrilisinden alnan ykdysady taydan
peydasy belli:

C1, C2, ..., Gjy ..., Cp.

Mundan basga-da her gdrnisin bir 6ntimini 6ndirmek tgin
zerur bolan resursyn her bir gornisinin mukdary bellidir:

all! a121 LRLNS | alj! ey amn-

Bu yerde a;; — birinji 6ntimi 6ndirmek Ggin brinji resursyn zerur
bolan mukdary we s.m.; umumy gérnisde a; — bu j (j=1,2,...,n)
nomerli dnimi 6ndurmek tgin zerur bolan i (i=1,2,...,m) nomerli
resursyin mukdary. Bu sanlara tehnologik koeffisiyentler hem

X onumgiligin jemeleyji girdejisinin in uly baha eye
bolmagyny Upjin edyan meyilnamasyny diuzmek zerurlygy yuze
¢ykyar (basgaga aydanymyzda, her gornlsini X1, X2, ... , Xj, ... , Xn
ontmlerin zerur bolan mukdaryny tapmaly).

Iki bilen maksat funksiyany dizelin. Onun Ugin girdejini
belli bolan ululyklar arkaly anladalyn. Birinji gérnisli bir 6niim ¢,
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girdejini beryar; meyilnama boyunca birinji gornusli énim x;
mukdarda ondurilmeli, bu bolsa cix; girdejini berer. Suna
menzeslikde meyilnama boyunca x, mukdarda éndurilmeli ikinji
gondsli 6nim cx, girdejini berer we s.m. Umumy girdeji (ony
z bilen belgilalin) asakdakyny berer:

Z=Cy X, +CyX, +..c+C; X +...4+C X,

Bu anlatma meselénin maksat funksiyasy bolup duryar. Bu
anlatmany asakdaky gorniisde yazmak hem bolar:

Z:Zn:cjxj
j=L

Indi bolsa c¢éklendirmeler ulgamyny duzelin. Basgaca
aydanymyzda, gozlenyan X meyilnamanyn x; komponentlerinin
kanagatlandyrmaly sertlerini dizmeli. Munun Ugin  6nimi
ondurmekde sarp ediljek her bir gornisli resursyn mukdaryny
tapmaly.

Birinji gornisli x; sany o6numi ondidrmek Ugin aiiX:
mukdardaky birinji gérnusli resurs sarp ediler; iknji gérnusli x,
sany 6numi ondirmek Ggin aiox; mukdardaky ikinji gornisli resurs
sarp ediler we s.m. Umumy ¢ykdajy asakdakyny berer:

ap Xyt apXe+...+ aXit...+ anXy

(bu anlatmada a koeffisiyentin birinji indeksi lytgeman
galyandygyny, ikinji bolsa Uytgeyandigini bellemek gerek).

Emma resursyn umumy c¢ykdajysy bar bolan resursdan uly
bolmaly daldir, sonun Ggin tapylan sonky anlatma birinji b;
resursa dine ya den ya-da uly bolup biler:

ap Xyt apXet...+ agxt...+ ainXn< by

Suna menzeslikde galan resurslar ti¢in hem sertleri dizmek
bolar:
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ulanmaly. Her gornisin 6niminiin X1, Xz, ..., Xn ondurijiligin
gowrumini kesgitlemeli. Sunlukda 6ntimin umumy bahasy
Z:pl Xot+Pp2 Xot+...+Pn Xn (4)

maksimal bolmaly. Caklendirmeler ulgamy

A, X +a,X, +.. 3, X, <
Ay X + 85X, +.t 8y X, £, (5)

A, X Fa,X, o ta,, X, <a,

mn-'n

Bu yerde p; j-nji onimin birlik bahasy, a-ykdysady
tehnologiki koeffisiyent i-nji serisdanin ulanmak bilen j-nji 6nimi
ondurmekligin normasy.

Ykdysady many boyunca ahli nébelliler otrisatel dal.

X; >0, j=Ln (6)

]

Indi bolsa basdaky mesele boyunca basga ykdysady mesela
seredelin. Mysal Ggin, haysy hem bolsa bir kdrhana satyn almakgy
bolyar, hojalykda bar bolan &hli serisdeleri. Bu u,,u,,...,u,

optimal bahalary kesgitlemek zerur, bu sertden ugur alyp:

1) Serigdelerin  umumy bahasyny satyn alyan edara
minimumlasdyrmaga ymtylyar;

2) Yone her bir serisde lgcin hojalyga bolmanda onun tayyn
ondmi hokminde aljak girdejisini tdlemeli. Eger-de bolmanda
hojalyga serisdeleri satmasa girdejili bolyar, ol 0z
ondarijiligini gurnap biler;

3) w-serisdelern umumy bahasy ondurijilik bahasy bilen yuze
¢ykyar, olaryn bolan a; we basga bahalar u;

w=au, +a,u, +...+a,u, (7
Alnan biltewi funksiyany minimallasdyrmaly. Ikinji talap su

céklendirmelere  getiryér.  Birinji  0numin  birligine a;
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V Bap. Cyzykly programmirleménin ikileyin we ulag meselesi

81. Cyzykly programmirlemanii ikileyin meselesi we onun
matematiki modeli

Bize belli bolsy yaly islendik karhana dniim oéndurmek Ggin
6zline gerek bolan serigdeleri Upjin edyar. Sofira sonun esasynda
dirli gornusli 6ntmleri ondlrip, gerek bolan ya-da soralyan
islegleri kanagatlandyryar,

Biz yokarda bu meseld goré ¢yzykly programmirleménin esasy
gornusine seredipdik. Ol degislilikde,

b

= max
B C.r'xj"< !
FE tmin

(1)
Seyle hem céaklendirmeler ulgamy:
D agx; <h, (2)
j=1
X; 20 (3

Yagny bar bolan m sany serisdanin esasynda n diirli éniimi
ondirip cykarmaly diyen ¢yzykly programmirleménin meselesinin
umumy modeli.

Birndce yagdaylaryn esasynda karhana &ndirmeli bu
ondimleri 6ndurmén, 6zinde bar bolan serisdeleri yokary bahada
basga bir karhana yerlesdirip edil énimin ondurilip ¢ykarylan
bahasyny talap edyér. 2-nji kdrhana bolsa, bu serisdeleri mimkin
boldugyca arzan almak isleyar.

Ykdysady tarapdan seredeninde cyzykly
programmirleméaniin esasy meselesi, hojalygy
meyilnamalasdyrmakdan duryandyr. Hojalykda a;, a,, ..., an

serisdeleri bolsun. Olary onda n-ddrli onimi g¢ykarmak tgin
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Az X1+ axpXet...+ axXt...+ aZanS b,

a.n]_X]_+ a.n2X2+...+ a.nJXJ++ a.nanS bn

Meyilnama hakykatda ulanmaga ukyply bolar yaly X;
komponentler yokarda getirlen sertleri kanagatlandyrmalydyrlar.

Emma gozlenyéan ululyklara ykdysady taydan seredilende
bu ululyklaryn otrisatel bolmaly déldigi gelip ¢ykyar. Sol bir
wagtda bu ululyklar nola den bolup bilerler; bu bolsa su gérnusin
onddrilmegi disewdntli daldigini anladyar. Diymek, yokarda
alynan sertlere gozlenyan ululyklaryn otrisatel déallik sertini
gosmaly:

XJ'ZO,
Xn = 0.

Alnan densizliklerin iki topary bilelikde meselanin
caklendirmeler ulgamyny dizydrler. Olary basgaca asakdaky
gornlisde yazmak bolar:

Dagx; <b  (i=12..,m);
j=1

X[ 20  (j=12..n);

J

Indi bolsa meseldni asakdaky yaly beyan etmek bolar:
z funksionalyi in uly baha eye bolmagyny tpjin edyan we hemme
densizlikleri kanagatlandyryan X; komponentleri tapmaly.
Caklendirmeler ulgamyn we maksat funksiyanyn nébellilere gora
cyzyklydygyndan bu meselanin ¢yzykly programmirlemanin
meselesidigi gelip ¢ykyar.
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82. Denllemeler ulgamlarynyi zZordan
usuly bilen optimal ¢ozulisi

Goy bize Yewklidiii gitisliginde n-tertipli  cyzykly
ulgamlar berlen bolsun. Ol ulgamlar degislilikde yokarda seredilen
yokary tertipli tekizlikler (gipro) berlen bolsun.

Q
X X
\

-c=>0
-c<0

o
IA

yarym ginilik

a X, +a,X, +..+a,X, -y, =0
Ay X +ayX, +..+a, X, —Yy,=0

2n"*n (1)

A X Fa,X% +o+a, X, — Y, =0

Onda (1)-nji ulgam G¢in asakdaky tablisany yazyarys.

Tablisa 1
X X ... X
y1= Ay Qpeeeennn a,
8y Ay ennnn a,,
y2 = 21 22 2
ym":' oAy, A, a..

1) Tablisada nola den bolmadyk @, elementi saylap alyarys
we ony Zordan element diyip atlandyryarys. Somra sol
setirin hemme elementini sol elemente bolyaris. Yone a,
elementin 6zlni 6z-6zUnin tersini alyarys.
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Tablisa 2
_yl . _yJ s _yS cas _yn 1
Yn+1= | Dns1a | ... bn+1,j Pn+is | . Pn+in | Dnsa
Yi—= bil bij bis bin bi
yr: br]_ er brs brn br
ym: bm]_ e bmJ e bms e bmn bm
7= (o] . | g Qs v | On Q

Bu tablisada ¢yzykly maksatnamalasdyrma meselesi tdze gornusde
alynyar:

Z:qul_qzyz_---_ann"‘Q (%)

funksiya we c¢édklendirmelerin ulgamyndan szgerdilip alynan
densizliklerin ulgamy alynyar:

(6)

(i=n+Ln+2,..,m)
y,>0,y,>0,.,y, >0

Yy =0y =0y, == by, +0 2 0}

Seylelikde (6) sertleri kanagatlandyryan we (5) funksiya min
(ya-da max) bahany beryan y-lerin (Y;, Y,y Y,) toplumyny

tapmak talap edilyar. Ahli m —lerden n sany y-leri kesgitlemek
gerek bolyar, galan m-n sany y-ler énkuleri ¢yzykly baglydyrlar.

Meselanin  bu téaze gornise getirilisinin sebabi Y;

uytgeyanler Ggin otrisatel bolmazlyk sertin alynmagydyr,
baslangy¢ y —ler lcin bolsa bu sert aydylmadykdyr.
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bolsun. Onda n — yzygiderlikli &dimin kémegi bilen 1-nji tablisa
1a tablisa 6zgerdiler (yokarky setire n sany y; —leri gegireris).

Tablisa 1la
-V1 -Y2 -Yn 1
X1= b11 b1, bin by
Xn= Bnl bn2 Bnn bn
Yn+1= Pn+a | Pnrig | ... Pn+in | Pt
Ym= Dm1 Dm2 Dmn bm
/= o 02 On Q

Bu tablisada ¢epde n sany x-ler, (m-n) sany y-ler, yokarda bolsa n
sany y-ler yerleser. Z setir hem 0zgerer: téze q koeffisiyentler we
Q azat agza emele geler.

la tablisada yokarda n setiri alyp y-lerin Usti bilen anladarys:

X = _bllyl _b12y2 _"'_blnyn +b1;
X, = _b21Y1 _b22Y2 _---_bann + bz;

(4)

Eger-de y —lerin bahasyny hasaplap, olary (4) ulgamda
ornuna goysak, onda x —lerin gozlenyan bahalaryny alarys. Sonun
ucin hem tablisanyn bu bolegi meselénin ¢Ozlwinin sonunda
peydalanylyar. Yokardaky n setiri 1la tablisadan ayyrsak 2-nji
tablisany alarys:
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Tablisa 2
Xl y2 see Xn
= a
Y1 aiy = ain
a22
1
X _ _ azl _— _ a2n
2 a
a,, 2 a,,
— am2
ym - a'ml a a'mn
22

2) Zordan elementin setirindaki hemme elementler Zordan
elemente bolunyarler, hem alamaty tersine alynyar.

3) Zordan elementin siitiinindaki elementleriii hemmesi
Zordan elemente bolinyar.
4) Galan hemme elementler

b — a‘ij g _arj " Qg

]

a

rs

formula boyunca tapylyar.

Netijede eger (1) ulgamyn matrisasynyn rangy r=n bolsa,
biz n gezek zordan usulyny ulanyp, hemme x-leri y-ler bilen
yerini calsyp, asakdaky n-nji tablisany alyarys.
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Tablisa 3

y]_ y2 ..... yn
= b, b, ... b,
X, = b21 b22 ..... b2n
Xn= b b2 ... Bn
Ym= Do Dy oo B

Mysal. Asakdaky denlemeler ulgamyny alalyn
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Y, =X, +3X, —2X,,
Y, =4X, —2X, + 3X,,

A Optimmal

/ depe

EBaglangyy
depe

Bu ideyany amala asyrmak ucin baslangyc depéni
almaklygy 6wrenmeli, sornra ondan baslap depeden-depd gecip,
her gezek optimuma yakynlagsmagyn usulyetini tapmaly.

Ilki bilen (2) ulgamdaky her bir densizligi -1 sana
kopeldip, olaryn garsylykly alamatyny alarys. Azat agzalary
densizligin ¢ep bolegine gecirip, olary y; bilen belgilalis:

Tablisa 1
X1 | X2 Xn |1
V1= | a1 | d12 ain | &
Vo= | @21 | A dn | A
Ym= dm1 dm2 dmm dm
Z= | -p1 | -p2 Pn |0

Y = 7X2 — X3
Tablisa 4
% X, X3
yl = 1 '2
y2 = 4 '2 3
y3 = 0 7 '1
Tablisa 5
X X, Y1
X3 = 1 E _i
2 2 2
_ 11 5 3
= | 5 2 |
_ 1 11 1
5=l 5 | % | s
oyt 1 otersi 1
(-2) 2 2

Bu tablisada ¢yzykly maksatnamalasdyrma baslangy¢ meselesinin
hemme sertleri yerlesdirilendir. Eger-de X; Uytgeydnlere X; = 0
sertler goyulan bolsa, onda sonraky isleri 1-nji tablisa bilen
baslamaly. Eger-de X; ululyklara otrisatel bolmazlyk sert
goyulmadyk bolsa, onda 1-nji tablisa 2-nji tablisa 6zgerdilyar.
Goy, X;-ler Ggin X; =20 sert goyulmadyk bolsun we (2)

ulgamda m>n hem-de denlemani (c’:lij )ma Matrisasynyii rangy n
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Cyzykly  maksatnamalasdyrma  umumy  goylusda

a,ad,,...,a, caklendirmeler bilen alynyar. Emma ykdysady
meseleler ¢dziilende Uytgeyanlere

x>0 (3)
sert goyulyar. Seyle hem bolsa meseleler ¢dziilende Uytgeyénler
otrisatel bahany hem alyp bilerler.

(1), (2), (3) sertler bilen kesgitlenyan meselda ¢yzykly
maksatnamalasdyrmanyn meselesi, formulalara bolsa ol meselanin
modeli diyilyar.

Bizin esasy meseldamiz Z funksionala min ya-da max baha
beryan we (2) defsizlikleri yerine yetiryan X(X,...,X,) wektory
kesgitlemekden ybaratdyr.

Densiliklerin (2) ulgamy E" ginisliginde Q gubercek
kdpgranlygy kesgitleydr we ol kopgranlygyn bir depesinde Z
funksional minimum ya-da maximum baha eye bolyar.

Eger-de bu kdpgranlyk bos bolsa, yagny bir nokady hem
Ozlinde saklamasa, onda meselénin ¢6zlwi yok.

Eger-de bu kdpgranlyk bos bolmasa we dine bir nokatdan
durmayan bolsa, onda bu kopliik (2) serti kanagatlandyryar we Z
funksionaly belli bir baha eye edyan nokatlaryn tikeniksiz
sanysyny Ozunde saklayar. Olaryn icinden Z funksionalyin min
ya-da max bahasyny kesgitleydn nokadyny tapmaly Z
funksionalyin min we max bahalarynyn bu koéplugin aracéklerinde
kesgitleyanligi tgin éntmleri ulanyp bolmayar). Bu yagday hem
bize kOpgranlygyn hemme nokatlaryny optimallyga derneman,
eysem dine onun depelerinde bu isi yerine yetirmage miumkingilik
beryar.

Seylelikde simpleks usul bilen meseléni ¢ozmekligin esasy
ideyasy asakdakydan ybaratdyr: kopgranlygyn haysy hem bolsa
bir depesini alyp ondan bize gerek bolan depé cenli gidyaris.

156

Tablisadan gérsiimiz yaly biz 1-a4dim Zordan usulyny
ulanyp, alan tablisamyzda y, bilen x -ifi yerini calysdyk. Edil
sonun yaly edip degislilikde hemme ndbellilerin yerini calsyp,
meselanin ¢oziwini kesgitlap bilyaris.

Netije. Bu usulyn esasynda biz berlen ulgamyn
nabellilerini tablisa gora kesgitlap bilyaris. Yone Zordan usulynyin
ulanylmasynyn sany ulgamyn elementlerinden diiziilen matrisanyn
rangynyn sanyna den bolmalydyr.
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83. Denlemeler ulgamynyi modellesdirlen zordan
usuly bilen optimal ¢ozulisi

Goy bize yokardaky yaly ulgam berlen bolsun. Yagny,

81X +apX, o8 X, =Yy
Ay Xy +ayuX, +..+a, X, =Y, (1)

2n"*n

A X Fa X +...+a,, X, =Y,

Bu ulgamy biz hacan

1) m=n bolanda, n=r bolanda belli bolan usullaryn usti bilen
onun ¢ozlwlerini kesgilap bilyéris;

2) Eger m<n bolsa, m=r bolsa, onda (1) ulgamyn ¢6zulisinde
hemme nébellileri kesgitldp bolmayar. Sebabi onun
tikeniksiz ¢ozulsinin bolup bilydndigini rangyn Usti bilen
kesgitlemek bolyar;

3) Eger-de m>n bolup, n=r bolsa, onda hemme nabellileri

kesgitlemek bolyar. Yone birnace denlemeleri iytgedip

bolmayar.
Hakykatdan :
Tablisa 1

—% =X — X =X
Y= -ai —ai2 - dis-... —aAin
Y2 = -1 —aw - 8zs-... — @2
Y. = -dr1 —ar2 — rs-... — am
Y = -am1 —am2 =8ms =... — Amn
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86. Gyzykly programmirlemanin meselesiniin Simpleks usuly
bilen optimal ¢ozulisi

Goy, bize baslangyc mesele ya-da ¢yzykly z funksiya

Z=pPX +...+ P,X, N
we ona degisli caklendirmeler ulgamy berlen bolsun:

a, X, +a,X, +..+a,X, <a
8, X, +3pX, .+ 3y,X, <8,

(2)

A X, Fa,,X, .. +a,, X, <a,
bu yerde X, X,,...,X, onlmlerin gornusleri; Py, Pyy--oy P,
onumlerin bir birligini yerlesdirmegin bahalary islendik belli
hakyky sanlar (bahalar).
p; koeffisiyentler n  oOlgegli  yewklid ginisliginde  baha
P(Py-» P,)  wektoryny, X; - 0ytgeyanler X(X;,...,X,)
wektory kesgitleyanligi tcin z funksiya P baha wektory bilen
gOzlenyan X wektoryn skalyar kopeltmek hasyly gérnlsinde
Z=p-X

yaly hem anladylyp biliner. Bu funksiya maksatlayyn ya-da baha
funksiyasy — meselénin funksionaly diyip atlandyrylyar.

Ulgamdaky &;,d,,...,d,, — sanlar resurslaryn gornislerini

atiladyarlar; &;; — ykdysady-tehnologik koeffisiyent bolup j 6nimi
ondirmekde sarp edilyan i gornlsli resursy kesgitleyér.
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Bu yerden

Seylelikde

Zoax =1-14+3-4=13.

Tablisa 2
T-2 =X =X, =Y e =X
Y, = b bz - .- @s/ars.. —Din
y2 = 'b2]_ _b22 T azS/ars Te T a2n
yr = 'ar]_/ars —arz /ars e ars /ars T T arn/ars
ym = 'bm]_ —bm2 = ..—ams /ars T bmn

Eger biz yokarda serden Zordan usulymyz vyaly
yzygiderlikde gorkezilen 4-punkt boyunca 1-nji tablisadan 2-nji
tablisa gecsek, onda biz ony asakdaky gornusde yazyp bileris. Goy
Zordan element diyip a,, # 0 alalyn.
2-nji tablisadan gornusi yaly biz y, bilen X, -in yerini calysdyk
we asakdaky amallary yerine yetirdik:

1) —a, elementi Zordan element diyip sayladyk we 2-nji
tablisada ony __1 diyip yazdyk.
ars
2) Sol elementin yerlesen setirine Zordan setir diyip, onun
hemme elementlerini a,, elemente boldik.

Sol elementin yerlesen sitiininde bar bolan elementlerin
hemmesini sol elemente boldik, alamatlaryny bolsa tersine éwrip
aldyk. Galan hemme elementleri Zordan usuldaky yaly
b. — a'ij A — 8 'arj

1]

formula bilen tapdyk.
a

Biz 2-nji tablisada zordan usuly bilen 1-nji ulgamy ¢6zmeklik
ucin 1 adim zordan usulyny ulandyk. Eger-de biz yzygiderlikde
sol usuly ulansan onda yokardaky gérkezilen 3-nji gérniise gora
takyk netije alarys.

Steynisisi teoremasy. Eger 1-nji Zordan tablisasyndan
m<n ¢yzykly baglansyksyz setirler bar bolup, m aimden sosira
hemme
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yi-ler (i=1,2,....m) yokary gecyar, x-ler bolsa asak gecyar,
artykmajy bolsa, ¢yzykly baglansykly bolyar.
Subudy. Onda biz asakdaky tablisany alyarys.

Tablisa 3
“V, =Y, =Y, Xl e — X,
X, = C11 Ci2 ... Cir Cir+1 ... C1n
X, = Co1 C2 ... Cor Cors1 ... Cin
Xr — Cr1 Cr2 . Cr Crr+1 Crn
...... Cr+11 Cr+12 ... Cr+1ir Cr+1r+1 .. Cr+in
Yr+1
Cm1 Cm2 ... Cur Cm,r+1 Crmn
Ym1

Eger m<n bolup, bu ulgamyn matrisanyn rangy r-e den bolsa,
onda biz sag tarapdaky tablisada yerlesen elementler olara den
bolyarlar. Onda galan y-ler 0z aralarynda ¢yzykly
baglansyklydyrlar. Ony seyle yazmak bolyar:

Yria = Criaa¥Y1 = Crao¥Yo == Crinr Yy

Bu bolsa Steynisin teoremasyny doly subut edyar.
Mysal. Asakdaky denlemeler ulgamyny alalyn

Y, =X —4X, +3X,
Y, ==5X, + X,
Y, = 2%, —3X, —4X,.
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Az

=0 1 )
4\ 4 »
X
-
e~
IV
1-nji surat

Eger-de biz z=p;x;1+p2x; deiilemd gora z=p;.p, diyip alsak
P1P2=p1X1+pP2xX2 bolup alsak.

PuXy n P2X, _ PPy
PP, PP, PP,

ﬁ+ﬁ=1.
P2 P
ﬁ+§:l
5 5
RCURC )
-3 3

153



Gorstimiz yaly c¢yzgylaryn her birinde dirli gornusler
gorkezilen. Q- kopburclugyn c¢éklendirilen yapyk goérnlsinde
maximum hem minimum kesgitlenilydr. Haysy hem bolsa bir
tarapy céklendirilmedik gornusinde ya maksimum kesgitlenilyar
minimum Kkesgitlenilmeyar. Tersine minimum Kkesgitlenilyéar
maksimum kesgitlenilmeyar.

Cyzykly programmirlemaniin meselesinin grafik usul bilen
cozilisi

Cyzykly programmirlemanin meselesinin grafiki taydan
cozmeklik Ggin yokarda seredilen meseld gora grafik usul bilen
¢cozmeklik Ucgin biz z=0 sertini maksat funksiya gord goyup
aydyiilasdyrmaklyk cin tekizlikde E*? Q- képburcluga seredip,
onun depelerini kesgitlalin we max, min bahalaryny tapalyn. Goy
bize asakdaky gorniisde mesele berlen bolsun.

Z =X +3X,

) X, + X, <5,
() —=x+x,<3,
(mry x <4,
vy x >0,
V) X, 20,
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Tablisa 4

X1 X2 -X3

Y1—= -1 4 -3

Yo= 5 -1 0

Y3= -2 4

Tablisa 5
-X1 -Y3 -X3

Y1= 5/3 -4/3 25/3
Yo= 13/3 1/3 4/3
Xo= -2/3 1/3 4/3

5 4 25
Y1__§X1+§y3 +?X3
13 1 4
Y, __?X1 _§Y3 §X3
X —zx 1y _3y
2= 3T g
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84. Cyzykly programmirlemanii esasy meselesinin goylusy we
hésiyetleri

Cyzykly z funksiya berlen:
Z=PX+ PoXy +.t PRX, )

bu yerde p; — belli bolan koeffisiyentler (olar durli hakyky sanlar
bolup bilerler).

p; koeffisiyentler n  Olgegli yewklid ginisliginde
E(pl, D,...., p,) baha wektory, x; nabelliler bolsa X(X;,X,,...,X;)

wektory beryarler. z funksiya P we gozlenyan X wektorlaryn
skalyar kdpeltmek hasyly gorniisinde yazmak bolar:

Zzﬁ-i (1a)

z funksiya maksat funksiya ya-da meselénin funksianaly diyilyar.
Céklendirmeler ulgamy berlen:

A% + 83X, +o A X, S 8y,
Ay, X, + AyyXy +.+ A X, <A,

g (2)

QX +8,,X, .. +a,. X, <a,.

mn®n

z funksionalyn in uly ya-da in Kigi baha eye bolmagyny

Gpjin  edyan we (2)-ni kanagatlandyryan  X(X;, X,,.., X;)
wektory (nokady, nabelliler toplumyny) tapmaly. Yokarda
bellenilsi yaly (2) ulgam n 6lcegli yewklid ginisliginde gubercek
kdpburclugy kesgitleyar. Eger bu kopburcluk bos bolsa
(nokatlaryn hig birini 6ziinde saklamayar), onda meselénin ¢ozwi
yok diyip hasap edilyar.
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85. Cyzykly programmirleméniin geometrik manysy we grafiki
usul bilen ¢ozulisi

Goy bize E"- yewklidin ginisliginde maksat funksiya berlen
bolsun.

Z(X)= Z i X; (1)
i1

Z_llajixi <bj )
X, =20 3)

Bu meseldnin geometrik ¢ozulisi maksat funksiyanyn z=0 (4)
serti bilen kesgitlenilyar. Eger biz x(x1,X2,...,X,) azat nokady alsak
onda ol nokada gora maksat funksiya seyle gérniisde yazylyar.

Z'(x) = Zl P (5)

Bu bolsa yokary tizlikden daslasyan nokady gorkezyar. Onda biz
4-nji serte gora, yokary tekizligi koordinatalar baslangyjyndan
gecirip X' nokada goré ona parallel bolan tekizligi kesgitlemeli
bolyarys. Meselani aydynlasdyrmak Ugin biz ony yonekeylesdirip
tekizlikde x; hem-de x, nokat arkaly hususy hala Yewklidiz E? 2-
nji ginisliginde seredelin. Onda biz asakdaky hususy hallary
alyarys.
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Eger bu kopburcluk bos dal we dine bir nokada
getirilmeyéan bolsa, onda tlikeniksiz nokatlar kdplugi bar bolup, bu
nokatlaryn her biri z funksionalyn belli bir takyk baha eye
bolmagyny Upjin edyérler we (2)-ni kanagatlandyryarlar. Bu
nokatlaryn icinde z ululyk maksimuma ya-da minimuma eye
bolyan nokady tapmaly. Bu nokady énum arkaly tapmak usuly
yerlikli bolmayar, sebdbi max z ya-da min z kesgitlenis yaylanyn
icinde dal-de, gyrada yerlegyar.

Teoremal. z funksional maksimuma (minimuma) (2)
densizlikler bilen kesgitlenydn Q kdpburclugyn gyra nokadynda
eye bolyar.

Subudy. Q kopburcluk gyra nokatlaryn tikenikli sanyna
eyedir. Goy, gyra nokatlar asakdakylar bolsun:

x® x@ L xO

Onda VXe€ €2 nokat gyra nokatlaryn gubercek kombinasiyasy
bolup duryar

r
x=> 2,x®
i=1

bu yerde

Goy, z funksiya k&bir xo nokatda maksimuma eye bolyar
diyelin

Z =|3°)_(0 (X0 €Q).

X, € € bolyanlygy Gcin bu nokat gyra nokatlaryn glbercek

kombinasiyasy bolup duryar. Diymek, kibir A’ bar bolup
asakdakyny alarys:

r .
= —0 05 <O . 05 =@ = =
Zo =P D AX =0P-X "+ P -X" 4.+ AP X
-
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5 TO 5 @ 5 <O
Her bir P-x ,P-x ",..,P-X" skalyar kopeltmek hasyly

san ululykdyr. Bu sanlardan in ulusyny saylalyn; goy, bu san
= - —(k)
P-Xx bolsun. X gyra nokatlaryn kopluginin biri bolup

= =K .
duryar; P-X bolsa funksionalyi sol nokatda eye bolyan
bahasy.

Hemme P- i skalyar kopeltmek hasyllaryn yerine

— —()
olaryi ini ulusyny P - X -ny goyalyn; denligin yerine densizlik
alarys:

— —(k) — — ()

= —(K)
Zoo SAPX T+ A9P-X +..+AP-X
= = L .
(eger hemme P-X  -ler biri-birine den bolanda, onda denlik
alamaty goyulardy, sonun Ugin densizlige denlik hem gosulyar).

= -k . -

P-x " -ijemin dasyna cykaryp we 2/1? =1 bolyanlygy goz
i=1

ondinde tutup alarys:

<E ;() Z/lo = —(k)

max -

Seylelik bilen,

(k)

<P-x

Bu yerde Z., alnan koplikde funksionalyn in uly bahasy;
= —(k)

P- X" . funksionaly kibir gyra nokatda eye bolyan bahasy.
Emma in uly baha miimkin bolan bahalardan Kici bolup bilmeyar,
sonun dine = alamaty galyar:
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_p.x"

Diymek, z in uly baha dinie gyra nokatda eye bolyar.

Teorema2. Eger z funksional maksimuma (minimuma) birnace
gyra nokatlarda eye bolyan bolsa:

) (2 (k)

“PxY =P x? = =P XY, k>t

(r — gyra nokatlaryn umumy sany), onda z sol bir baha agzalan k
nokatlarysz giibercek obolockasynysz  her bir nokadynda eye
bolyar.

Subudy. x®,x® ..., x%  nokatlar bilen emele gelen

gubercek koplugin islendik x nokadyndaky z funksionalyn
bahasyna seredelin:

X=Zk:iix“>, A >0, Zk:ii =1

KO —
20)=P-x=P-YA4x =4P-X" +1,P-x" +.+4PX" =

i=1
=Aizmaﬁ+ﬂbzzmax +ot Mz = (M A+ A =
=Zmaxz)“i = Zipax 'lzzmax'
i=1

Diymek, glbercek obologkanyn islendik nokadynda z(x)-in
bahasy

Z(X) = Zmax
Geometriki manyda: eger max z iki nokatda yerine yetyéan
bolsa, onda ol bitin kesimde yerine yetyar; eger i¢c nokatda yerine
yetyan bolsa, onda biitin Gg¢burclukda we s.m. Eger max z hemme
gyra nokatlarda yerine yetyan bolsa, onda ¢dziwler yaylasynda
funksional Gytgemeyar.
Subut edilen teoremalar meseleleri ¢ozmekligin usullaryny

gurmaklygyn esasyny dizyarler.
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