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Giri  
 

Birnäçe max we min bahalary kesgitlenýän z=f(x) funksiýa 
degi li meseleleri bilen bilelikde, köplenç birnäçe fiziki 
meselelerde hem max we min kesgitlemek meselesi ýüze çykýar. 
Bu ýagdaýlar aýratyn ululuklar bilen bagly bolup, ony funksional 
diýilip atlandyrylýar. Funksional diýilip näbellili ululygy  
bahasyny bir ýa-da birnäçe funksiýalary  üsti bilen kesgitlemegine 
aýdylýar. 
Meselem: Funksional diýip egri çyzygy  L dugasyny  uzynlygyna 
aýdylýar. Ol duga A(x0,y0) we B(x1,y1) (1-nji surat) 
 

 
1-nji surat 

nokatlary  birikmegi bilen emele gelýär. Eger egrini  de lemesi 
y=y(x) bolsa, onda L a akdaky ýaly kesgitlemek bolýar: 

x

x

dxyxyL
0

21  

Eger S gi likde üstü  meýdany bolsa, onda ol hem 
funksionaldyr, sebäbi ol hem üstü  aýlanmagyny  esasynda 
kesgitlenýär, ýagny z(x,y) funksiýany  saýlanmagy bilen z=z(x,y) 
üstü  de lemesini  içinde z(x.y) ýerle endir. Belli bol y ýaly: 

dxdy
y
z

x
zyxzS

D

22
1,  
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D-üstü  Oxy tekizligine bolan proýeksiýasy. 
Inersiýa momenti, statiki momenti, haýsy hem bolsa bir 

jynsly egrini  ýa-da üstü  agyrlyk merkezinini  koordinatalary  
we a me ze  meseleleri  funksionalyny  bahalaryny 
kesgitlemäni öwredýän usulýete wariasion hasaplamalar diýilýär. 

Funksionaly  max we min meselelerini der eýän 
meselelerine wariasion meseleler diýilýär. 

Mehanikany  we  fizikany  birnaçe kanunlaryny 
seredilýän proseslerde max ýa-da min bahalara eýe bolmaly 
bolýar.  Bu  bolsa  ol  meseleleri  funksional  meselä  getirýar.  u  
görnü däki kanunlara  wariasion prinsipli  mehanikany  we 
fizikany  kanunlary diýilýär. Olardan: energiýany  saklanmak 
kanuny, impulsy  saklanmak kanuny, hereket sanyny  
saklanmagyny  kanuny, Fermany  optikadaky kanuny, 
maýy gaklyk nazarýetinde kastiliýany  prinsipi we .m. 
Wariasion hasaby  ösüp ba lan wagty 1696 ý. Eýleri  (1707-
1783ý) düýpli i lerinden so ra ol özba dak ussully matematiki 
ders hökmünde hasaplanyp ba lapdyr. Wariasion hasaby  
ösmegine a akdaky 3 sany meseleler   uly täsir ýetirdi. 

1) Brahistohrone barada mesele. 1969-njy ýylda Iogann 
Bernulli brahistrihone baradaky meselesini çap eden 
hatynda matematiklere hödürleýär. Bu meselede A hem B 
nokatlary birikdirýän, bir dik çyzykda ýatmaýan, berlen 
material nokady  egri çyzyk bilen A nokatdan B nokada 

nitdigini  kesgitleýän  egri  çyzygy  tapmaly.  A  we  B  
nokatlary  i  ýakyn arasy göni çyzyk hem bolsa i  çalt 
egri çyzyk bolýar. Sebäbi göni çyzykda tizlik, näçe çalt 
osýän bolsa hem, ol egri çyzykdakydan pes tizlik bilen 
hereket edýär (2-nji surat). 
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2-nji surat 

 
Ýoly uly (uzyn) hem bolsa, esasy ýoly ýokary çaltlyk bilen 
geçýär. Bu meseläni  çözlü ini I.Bernulli, Ý.Bernulli, G.Leýbnis, 
I. Nýuton, G.Lopital  i  çalt e it sikloitdir diýip tapypdyrlar. 
2) Geodeziki çyzyklary  meselesi. 
 Berlen 0,, zyx üstde berlen A we B nokatlary birikdirýän i  
gysga çyzygy kesgitlemeli. olar ýaly çyzyklara geodeziki 
çyzyklar diýilýär. (3-nji surat) 
 

 
3-nji surat 
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Meselem, äherleri  köçelerini geçirende, demir ýollar geçirlende 
we a me ze ler bu mesele wariasion meseleleri  tipinden 
bolýar we olara ertli ýa-da baglan ykly ekstremum diýilýär. 
Berlen funksiýany  min kesgitlemeli. 
 

2

1

221
x

x

dxzyl  

 
ýöne  y(x) we z(x) funksiýalar 0,, zyx erte bagly 
bolmalydyr. Bu mesele 1698-nji ýylda Ý.Bernulli tarapyndan 
çözülip, onu  umumy usuly L.Eýleri , J.Lagranžy  i lerinde 
seredilendir. 
3) Izoperimetrik mesele. 

Berlen uzynlygy L max meýdany S-(çäklendirilen)-bolan 
ýapyk çyzygy kesgitlemeli. Köne Gresiýada belli bol y ýaly, ol 
çyzyk töwerekdir. Bu mesele S funksionaly  maksimumyny 
kesgitlemeli. Eger özbolu ly go maça erti bar bolsa, ýagny egri 
çyzgy  uzynlygy hemi elik bolmaly. Ýagny, funksional 

 
t

t

dttytxl
0

2
.

2
.

 

 
özüni  hemi elik bahasyny saklaýan bolsa ular ýaly ertli 
görnü däki meselelere izoperimetriki mesele diýilýär.  

Izoperimetriki ertler bilen umumy çözüli  usuly L.Eýler 
tarapyndan i lenip kesgitlenen. Indi biz birnäçe wariasion 
meseleleri  çözüli  usullary bilen tany aly . Olary  hemmesem 
esasan  ekstremumy kesgitlemäge getirýär, i  köp gabat geljek 
funksionallar: 

 

,,,
1

0

dxxyxyxF
x

x  
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x

x

n  

,...,,,...,, 11

1

0

dxxyxynyxyxF nn

x

x

 

.,,,,,, dydx
y
z

x
zyxzyxF

D

 

 
F funksiýany   y(x),y1(x)…yn (x),z(x,y) funksiýalary  argumenti 
bolany üçin o a funksional diýilýär. 
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I Bap. Wariasion hasaplamalar, onu  maksady we meseleleri 
 

§1. Wariasiýa we onu  esasy häsýetleri 
 
        Wariasion meseleleri  çözüli  usullary we funksiýalary  max 
we min meseleleri  der eli i, funksiýalary  max we min 
meseleleri  der eli ine örän me ze dir. a görä funksiýany  
max we min kesgitlenili ini  gysgaça nazaryýetini ýatlamak 
gerek, onu  bilen bilelikde ol dü ünjeleri funksionallar üçin 
getirip, birme ze  teoremalary  subutlaryna seredeli . 
 
1. z üýtgeýän ululyk, x 

üýtgeýän ululygy  
funksiýasy diýilip aýdylýar  
z=f(x), eger x haýsy hem 
bolsa, bir ýaýladaky her bir 
bahasyna z bahasy degi li 
bolsa, onda onu  
üýtgemesine x degi lilik 
emele gelýär: x sana z san 
degi lidir. Edil onu  ýaly 
hem   köp  näbellili  
funksiýalar kesgitlenilýär. 

 

1/. -üýtgeýän ululyga 
funksional diýilip aýdylýar, 
eger ol  y(x)- funksiýa bagly 
bolýan bolsa eýle hem  

xy -diýilip 
bellenilýän bolsa: eger her 
bir funksiýa y(x) synpdan 
bolup  funksionaly  
bahasyna degi li bolsa, 
ýagny degi lilik emele 
gelýär: y(x)- funksiýa - 
sana degi li. 
Edil onu  ýaly hem birnäçe 
bir näbellili funksiýalara we 
birnäçe köp nähilli 
funksiýalara degi li bolýan 
funksionallar hem 
kesgitlenilýär. 

2.    f(x) - funksiýasyny  argu-
menty x artdyrmasy 

x üýtgeýän ululygy  2-
bahasyny  tapawudy 

1xxx  aýdylýar. 
Eger x- erkin üýtgeýän 

2/. xy -funksionaly  y(x) 
argumentini  artdyrmasy ýa-
da wariasiýasy y diýilip 2 
funksiýa-syny  arasyndaky 

xyxyy 1  tapawuda 
aýdylýar. eýle hem y(x)-
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De lemäni  bazis çözüwi  62

4C  de . Galan bazis çözüwler 
bolsa a akdaky ýaly tapylýar. 
 
 

Bazis 
üýtge-
ýänler 

1x  2x  3x  4x  Azat 
aggzalar 

Bazis 
çözüwler 

2

1

x

x
 

0

1
 

1

0
 

5
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5
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ululyk bolsa, onda  
xdx . 

funksiýa erkin üýtgeýär 
diýilip hasap edilýär, birnäçe 
funksiýa-lary  synpynda. 

 
3. f(x) funksiýa üznüksiz diýilip 

aýdylýar, eger x–i  kiçijik 
üýtgemesine f(x)–
funksiýany  kiçijik 
üýtgemesi degi li bolsa 

 

3/. xy  - funksionala 
üznüksiz diýilip aýdylýar, 
eger y(x)-funksiýany  kiçijik 
üýtgemesine xy -
funksionaly  kiçi-jik 
üýtgemesi degi li bolsa 

 
 so ky kesgitleme takyklyk we dü ündiri i talap edýär, sebäbi 

eýle bir soraglar ýüze çykýar, nähili üýtgemeler argument y(x)-
funksiýa funksional üçin kiçi diýlip atlandyrylýar. eýle hem y= 
y(x) we y= y1(x) biri-birinden örän az tapawutly ýa-da biri-birine 
örän ýakyn diýilip hasap edilýär, haçan olary  modullaryny  
tapawudy hemme x üçin örän kiçi diýilip hasap edilse, onda ol 
berlen funksiýalar ýakyn egriler ordinatalar boýunça 
ýakynla ýarlar. Bular ýaly ýakynla ýan egriler durmu da 

akdaky funksional görnü de gabat gelýär.  
x

x

dxxyxyxFxy
0

))(),(,()( /  

Ýöne bu integraly  a agynda y/  -argumenti  barlygy üçin aýratyn 
ýagdaýlarda funksional üznüksiz bolup bilýär. a görä köp 
ýagdaýlarda bu egriler hakykatdan ýakyn bolup bilýärler, di e 
ordinatalara görä ýakyn bolan egriler we galta malara tarap 
ugrukdyrylan degi li nokatlarda. Egrileri  di e özara 
tapawudyny  modullary däl-de eýsem bolsa, olary  önümlerini  
tapawudyny  modullaryny  hem örän kiçi bolmagyny talap 
etmeli. Kä hallarda di e eýle bir funksiýalarýakyn diýilip hasap 
edilýär, haçan ol funksiýalary  hökman hemme tapawutlaryny  
modullary örän kiçi bolsalar. 

)()( ),...,()( ),()(  ),()( )(
1

)(//
1

///
1

/
1 xyxyxyxyxyxyxyxy kk  

eýlelikde, y= y(x) we y=  y1(x) egrileri  ýakynlygy barada 
akdaky kesgitlemäni girizmeklik gerek bolýar. 
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Kesgitleme 1. y= y(x) we y= y1(x) egriler nul tertipli ýakynlykda 
diýlip aýdylýar, eger olary  tapawutlaryny  moduly y(x)-  y1(x) 
örän kiçi bolsa. 
Kesgitleme 2. y=y(x) we y=y1(x) egriler birinji tertipli 
ýakynla ma diýilýär, eger y(x)- y1(x) we  y/(x)- y/

1(x) modullaryny  
tapawudy örän kiçi bolsa. 
Kesgitleme 3. y=y(x) we y=y1(x) egriler k-nji tertipli ýakynla ma 
diýilýär, eger  

y(x)- y1(x), 
y/(x)- y/

1(x), 
................. 

 y(k)(x)- y(k)
1(x) 

 modullaryny  tapawudy örän kiçi bolsa. 
1-nji suratda nul tertipli ýakynla ma egrileri ekillendirilendir. 2-
nji suratda birinji tertipli ýakynla ma  egrileri ekillendirilendir. 

 
                   4-nji surat                                     5-nji surat 
Bu kesgitlemelerden görnü i ýaly k-njy tertipli ýakynla ma eýe 
bolsa, onda olar islendik kiçi tertipli ýakynla ma manysynda 
ýakynla andyrlar.  
 
3//. Eger 0  üçin 0  

saýlap bolýan bolsa, ýagny 
0xx bolanda 

)()( 0xfxf  bolsa, 
onda x=x0 nokatda  f(x) 

3///. Eger 0  üçin 0  
saýlap bolýan bolsa we 

xyxy  

xyxy 0 , 

 285 

321 xxx   

100

010

001

 

2

3

1

 

 
eýlelikde, bu de lemeler ulgamyny  çözüwi  (1; -3; 2)  de dir. 

 
Mesele 11.  De lemeler ulgamyny  hemme bazis çözüwlerini 
tapy . 
 

7223
422

123
32

4321

4321

321

421

xxxx
xxxx

xxx
xxx

 

 
 
 

Çözüli i  
Tablisany guraly . 
 
 

 1x  2x  3x  4x  Azat 
aggzalar 

Bazis 
çözüwler 

 

1
2
3
1

 

3
1
1
2

 

2
2
2

0

 

2
1

0
1

 

7
4
1
3

 

 
 

 

1
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321 xxx  

 

300

4
2

110

3
2
51

 

21

2
17

2
5

 

 
 
Hasaplamalary geçirip alarys. 
 

321 xxx   

11
1300

11
810

11
1301

 

11
26

11
17

11
15

 

 
  

3x  näbellini birinji we ikinji de lemelerden aýyryp alarys. 
 
 
 
 
 
 
 

2
11
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funksiýa üznüksizdir. 
eýlelikde, x-argument f(x) 

funksiýa kesgitlener ýaly 
bahalara eýe bolýar. 

 

xyxy 0 , 
................................ 

xyxy kk )(
0

)(
 

bolsa, onda xy -
funksional k-tertipli 
ýakynla ma manysynda 

xyy 0  bolanda 
üznüksizdir.  

 
 

eýlelikde, y(x)-funksiýa, xy -funksionaly kesgitleýän 
funksiýalar synpyndan alynan diýilip dü ünilýär. 

        Eger xyy 1   we   xyy 2 , 10 xxx  egri 
çyzyklary  aralygyny  21, yy - kesgitlemekligi  dü ünjesi ol 
egrileri  ýakynla masy, aralygy  kiçiligi bilen kesgitlenilýär. 
       Eger 

xyxyyy
xxx 2121

10

max, , 

hasap etsek,  ýagny 0C  gi likde metrikany girizsek, onda nul 
tertipli ýakynla ma dü ünjesine getirýär. 
Eger  

xyxyyy pp
k

p xxx 21
1

21
10

max,  

hasap  etsek  ( 21, yy -funksiýalary  k-tertibe çenli üznüksiz 
önümleri bar diýip hasap edýäris), onda egrileri  ýakynla masy k-
tertipli diýen manyny berýär. 
 
4. Çyzykly funksiýa diýilip l(x)-

funksiýa aýdylýar, eger ol 
akdaky ertleri ýerine 

4/.Çyzykly funksional diýilip  
xyL - funksionala aýdylýar, 

eger ol a akdaky ertleri ýerine 
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ýetirýän bolsa 
)()( xclcxl , 

bu ýerde c-erkin hemi elik 
we 

)()()( 2121 xlxlxxl . 
Bir üýtgeýänli çyzykly 
funksiýa aýakdaky görnü e 
eýedir: kxxl )(  
bu ýerde k-hemi elik san. 

ýetirýän bolsa: 
xycLxcyL ,    

bu ýerde c-hemi elik san we 
xyLxyLxyxyL 2121

Çyzykly funksionala mysal 
bolup 

1

0

x

x

dxyxqyxpxyL
 

biler.  
 

5.Eger )()( xfxxff  
funksiýany  artdyrmasy  

xxxxxAf ),()( ,  
bu ýerde A(x) x-e bagly däl, 

0x bolanda 
0),( xx bolýar, onda 

funksiýa differensirlenýän 
diýilýär. x-e görä A(x) x-
artdyrma funksiýany  
differensialy diýilýär we df 
bilen belgilenýär. x-e bölüp 
we 0x bolanda predele 
geçip )()( / xfxA  we 

xxfdf )(/  alarys. 
 

5/.Eger funksionaly  
artdyrmasyny 

xyyxy  
akdaky görnü de ýazmak 

bolýan bolsa 
yyxyyxyL max,,  

bu ýerde yxyL , , y - 
funksionala görä çyzyklydyr, 

ymax , y - maksimal 

bahasy we 0, yxy  
haçan 0max y , onda y -
görä funksionaly  çyzykly 
bölegi, ýagny yxyL , , 
funksionaly  wariasiýasy 
diýilýar we -bilen 
bellenilýär. 

 
 
 
 

eýlelik bilen wariasiýa funksionala-funksionaly  artdyrmasyny  
y  görä esasy çyzykly bölegi. Funksionaly  wariasiýasyny  

 283 

 

5432

51

3
5

3
1

3
1

3
1

xxxx

xx
 

 
eýlelikde 21 , xx -bazis üýtgeýänler, 543 ,, xxx -bolsa azat 

üýtgeýänler. Diýmek, bu de lemäni  bazis çözüwi 

0;0;0;
3
1;

3
1  bolar. 

 
Mesele 10.  De lemeler ulgamyny çözü . 
 

16342
1523

5652

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

 
Çözüli i  
 
Tablisany guraly . 
 

321 xxx   

342

523

652

 

16

1

5

 

 
Birnji de ligi iki bölege bölüp, ikinji we üçünji de liklerden 1x -i 
aýyryp alarys. 
 
 

2 
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Mesele 9.   De lemeler ulgamyny çözü . 
 

375554
243333

02
12

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

 

 
Çözüli i  
 
Tablisany guraly . 
 

54321 xxxxx   

159990

106660

53330

21111

 

3

2

1

0

 

 
2x -ni üçünji we dördünji de lemelerden aýyryp a akdaky 

tablisany alarys. 
 

54321 xxxxx   

53330

21111
 

1

0
 

 
Bu ýerden bolsa alarys: 

-3 
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der emeklikde, funksiýany der emeklikdäki differensialy  
oýnaýan roluny oýnaýar. Differensial funksiýa we wariasiýa 
funksionala, ba ga ekwiwalent kesgitleme hem bermek bolar.  

xxf  funksiýasyny  bahasyna seredeli . 
    Goý, xx,  fiksirlenen üýtgemeýän perimetri  bahasy 
üýtgeýän bolsun. 
  Haçan  1  bolanda, biz funksiýany  bahasyny  artdyrmasyny  

xxf -alarys, haçan 0  bolanda f(x)-funksiýany  
ba daky bahasyny alarys. xxf -y  görä önümi, haçan 

0 , ol differensiala de dir xf -funksiýa x-nokatda. 
Hakykatdan çyl yrymly funksiýany  differensialy 

xdfxxfxxxfxxf
00 . 

Edil onu  ýaly hem köp näbellili funksiýalar 
üçin: nxxxfz ,....,, 21 . 

-görä, so ra 0 . Hakykatdan 
n

i
i

i
nn dfx

x
fxxxxxxf

102211 ....,
. 

eýle hem xy -görnü li funksionallar üçin ýa-da örän 
çyl yrymly, ýagny köp näbellili funksiýalar ýa-da köp näbellili 
funksiýalar üçin wariasiýany kesgitlemek bolar, haçan 

yxy ,  boýunça haçan 0  bolanda funksionaly  
önümi hökmünde. 

Hakykatdan hem, eger funksionaly  wariasiýasy bar bolsa, 
onda onu  artdyrmasy a akdaky görnü de ýazylýar: 
 

yyy
yyLxyyxy

max1

1 . 

yy  önümi -görä haçan 0  bolanda 
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yyL
yyxyyyL

yyxyyyL

,
max,

lim,lim

max,,
limlimlim

00

000

 
çyzyklylygy ertine görä 

yyLyyL ,, , 

0max,lim
max,

lim
00

yyxy
yyxy

 
0, yxy   haçan  0 . eýlelikde, eger wariasiýa, 

funksionaly  artdyrmasyny  esasy çyzykly bölegi  hökmünde, 
onda  wariasiýa perimetri  önümi manysynda, perimetri  
ba langyç bahasy. Bu kesgitlemeleri  ikisi hem öz aralarynda 
ekwiwalentdirler. Wariasiany  ikinji kesgitlemesi birinjiden has 
gi dir, sebäbi  meseleler funksionallar, artdyrmadan esasy 
çyzykly bölegi aýyryp bolanok, ýöne wariasiýa ikinji kesgitleme 

. 
 
6. )(xf -funksiýany   

differensialy 

0
)( xxf

a
 de dir. 

6/. xy -funksionaly   
wariasiýasy   

0
yaxy

a  de dir. 

 
Kesgitleme 4. Funksional xy , xyy 0  egride max  eýe 

bolýar, eger xy - funksionaly  bahasy,  xyy 0 - golaý 
egri uly däldir, xy0 - görä ýagny 00 xyxy . 
Eger 0 , güýçlenen max, 0 , haçan xyxy 0  . Edil 

onu  ýaly xyy 0  min  eýe bolýar, 0  güýçlenen min . 
 
7.Teorema.Eger differensial 

f(x) funksiýany   kesgitleni  
7/.Teorema.Eger funksional 
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Mesele 8.   Funksiýany  minimum bahasyny tapy . 
 

321 54 xxxF  
 

)3,2,1(0
123

2

321

32

ix
xxx

xx

i

 

 
Çözüli i  
Tablisany guraly . 
 

 321 xxx   
 

123

110
 

1

2
 

 

033

110
 

3

2
 

2

3

x

x
 011

101
 

1

1
 

 
Onda alarys: 

)3,2,1(0
1
1

12

13

ix
xx
xx

i

 

 
1111 06))1(51(4 xxxxF  

Diýmek, bu de lemeler ulgamyny  bazis çözüwi (0;1;1) de dir. 
funksiýany  minimum bahasy bolsa-6-a de dir ýagny, 6minF  

1 



 280 

1x -i  artmagy bilen F funksiýa onça-da kemelýär. onu  üçin bu 
de lemeler ulgamyny  çözüwi ýokdur. 
 
Mesele 7.  Funksiýany  maksimumyny tapy . 
 

4321max 2 xxxxF  
 

4,...,1,0
1

1

432

21

ix
xxx

xx

i

 

 
Çözüli i  
Otrisatel däl bazis çözüwini tapaly . 

)4,...,1(0
1 432

431

ix
xxx

xxx

i

 

 
Onda  

1
341

2)1()(
2

43

434343

4321

F
xx

xxxxxx
xxxxF

 

Täze de lemeler ulgamyny alarys: 
4243 xxF  

 

4,...1,0
1

1

423

21

ix
xxx

xx

i

 

 
eýlelikde, biz bazis çözüwi alarys ýagny, (1; 0; 1; 0)  3F  
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ýaýlasyny  içki x=x0 
nokadynda maksimuma ýa-
da minimuma ýetýän bolsa, 
onda bu nokatda 0df  
bolýar. 

 

xy  wariasiýasy bar bolsa, 
max (min) haçan xyy 0 , 
nirede  y(x) içki nokady 
funksionaly  kesgitlenen 
ýaýlasynda, onda haçan 

xyy 0  bolanda 0 . 
 

Funksionallar üçin teoremany  subudy. 
Eger xy0  we y  fiksirlenen(const)-bolsa, onda  

yxy0 ,    - görä funksiýa. 
Haçan 0 , erte görä max we min eýe bolýar, onda 

degi lilikde önümler.  

00 , ýa-da  0
00 yxy , ýagny 0 . 

eýlelikde, egrilerde funksionaly  ekstremuma eýe 
bolmagy, onu  wariasiýasyny  nula de  bolmagyna getirýär. 

Ekstremum dü ünjesi – kesgitlilik talap edýär. I  uly we i  
kiçi bahalar bilen baglydyr, funksionaly  ýakyn egrilere görä 
bahasyny  max, min gatna ygy. 

Funksional xy , minmax0 xyy  galan egrilere 

görä xyxy 0  kiçi, ul modl max,min güýçli 
diýilýär. 

Funksional xy , minmax0 xyy   xyy  

görä golaý xyy 0   xyxy 0  di e bir ordinata görä 

däl eýsem galta many  ugry boýunça hem gow ak diýilýär. 
 

1. 
00 0yxy  
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2. 0,
0

dxy  -egriler ma galasy. 

Di e 1 däl 2 hem ýerine ýetýär. 1,0  ,xy   xy0  

we yxy0  ,xy - funksiýa. 
 

0  
xyxyxy n,....,, 21  

nxxxz ,.....,, 21  
 

nmnn xxxzxxxzxxxz ,....,,,......,,....,,,,...,, 21212211

 
Mysal üçin, yxz ,  funksionaly  wariasiýasykesgitlenilip 
biliner ýa-da z görä çyzykly bolup artdyrma 
 

yxzzyxz ,, ,  0, zyxz  ý 

aly bolar. Perimetri  ba langyç bahasynda perimetr boýunça 
önümi 

zyxz ,  bolup, eger -funksional 

),( yxzz bolanda ekstremuma eýedir, onda ),( yxzz  
bolanda wariasiýa 0  bolar, eýle hem 

zyxz , funksiýa -ny  funksiýasy bolýar. Ýagny 

0 bolan halatynda ektremuma eýedir we boýunça 0  
bolan ýagdaýynda funksiýa nula de  bolýar: 
 

0
0, zyxz  

ýa-da  0 . 
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)3,2,1(0
12

42

321

321

ix
xxx
xxx

i

 

 
Çözüli i  
 
Tablisany a akdaky görnü de düzeli . 

 
 321 xxx  Azat agza 
 

121

112
 

1

4
 

 

121

112
 

1

4
 

 

121

033
 

1

3
 

3

2

x

x
 

101

011
 

3

1
 

 
Doly funksiýa a akdaky görnü de ýazylýar. 
 

1111 34)3()1( xxxxF  
 

 
 

)3,2,1(0
3
1

13

12

ix
xx
xx

i
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Çözüli i 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Birinji de lemäni  hemme agzalary nola de  emma onu  azat 
agzasy 3-e de . onu  üçin bu de lemeler ulgamyny  çözüwi 
ýokdur. 
 
Mesele 6. Funksiýany   min bahasyny tapy . 
 

321 xxxF  
 

321 xxx  Azat 
agza 

212

305

121

 

1

2

3

 

212

305

305

 

1

2

5

 

01
3
4

10
3
5

000

 

3
1

3
2

3

 

 19

§2. Eýleri  de lemesi we onu  integraly. 
 
Berlen funksiýanaly ekstremuma de läli  
 

1

0

,))(),(,()(
x

x
dxxyxyxFxy                          (1) 

 
gyra nokatlary  berkidilendigi belli: y0=y(x0) we y1=y(x1). 
F(x,y,y/) –üç gezek differensirlenýän funksiýa. Bize belli bol y 
ýaly ekstremumy  hökmany erti, wariasiýany  funksiýanalyny  
nula de  bolmagydyr. Indi biz esasy teoremany  seredilýän 
funksionala ulanyl yna seredeli . Goý ekstremuma iki (2-i) gezek 
differensirlenýän egri y=y(x) eýe bolsun. Goý y=y(x) egrä ýakyn 

)(xyy bolsun, onda bir perimetrli egrileri  toplumunda seretsek 
))()(()(),( xyxyxyxy : haçan 0 , bolanda y=y(x) 

a=1, )(xyy . Bize belli bol y ýaly yxyxy )()( wariasiýa 
diýilip y(x) aýdylýar we y -bellenilýär. Wariýasiýa y  wariasion 
meselelerde, f(x) funksiýada ekstremumy der emekde artdyrma 
birme ze  rollary ýerine ýetirýärler. Wariasiýany  funksiýasy 

)()( xyxyy  x-funksiýasydyr. 
 Bu funksiýa bir ýa-da birnäçe gezek differensirlemek 
bolar. 

.)()()(

,)()()(

,)()()(

)()()()( kkkk yxyxyy

yxyxyy

yxyxyy
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1-nji surat 

 
Eger biz )(),( nirede ),,(  ma galalar 
toplumyna seretsek 0  ýakyn bolan egri bilen de dirip 
bolýan aralykda ýerle ýar. Eger (1) de lemäni, ýagny 
funksionaly  bahasyna ),(  seretsek, onda funksional 
funksiýa öwrülýär  görä 
 

).(),(  

 
Ol hem ekstremuma 0  ýetýär, y=y(x) )(  funksiýany ertli 
ekstremumy 0 eýle hem 0)0( , onda  

1

0

),(),,(,()( /
x xxyxyxF   

onda 
1

0

,)],(),([)( yy dxxyFxyF  

nirede 
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eýlelikde, bu ulgam tükeniksiz köp çözüwe eýedir. Onu  umumy  

 

çözüwi: 333 ,
11
4

11
10,

11
1

1
8 xxx  görnü de bolar. Onu  bazis  

 

çözüwi bolsa: 0;
11
10;

11
8   görnü de bolar. 

 
Mesele 5.   De lemeler ulgamyny çözü . 
 

122
235
32

321

31

321

xxx
xx
xxx

 

 

131

4110

4110

 

2

10

10

 

11
101

11
410

000

 

11
8

11
10

0
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321 xxx  Azat agza 

100
010
001

 
3
1
1

 

 
So ky tablisadan de lemeler ulgamyny  çözüwini alarys:  
(1; -1; 3) 
 
 
Mesele 4.  De lemeler ulgamyny çözü . 

 

23
6252

423

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

 
 

Çözüli i  
 
Tablisany a akdaky görnü de düzeli . 
 

321 xxx  Azat agza 

131

252

123

 

2

6

4
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)),,(),,(,(

)),,(),,(,(

xyxyxF
y

F

xyxyxF
y

F

y

y

         

ýa-da 

,)()()( yxyxyy

 
yyxy

y
xy ])([),(  

yyxy
y

xy ])([),(  

,]),(),,(,(
),(),,(,([)( 1

0

dxyxyxyxF
yxyxyxF

y

y

,])(),(,(
)(),(,([)0( 1

0

dxyxyxyxF
yxyxyxF

y

y  

Belli bol y ýaly, )0( -funksionaly  wariasiýasy diýilip aýdylýar 
we  bilen bellenilýär. -funksionaly  ekstremumyny  
hökmany erti onu  wariasiýasyny  nula de  bolmagy 0 . Bu 
ert eýle ýazylýar:  

 

0][1

0
dxyFyF yy  

 
Ikinji bölegini, bölekler böýunça integrirläp we // )( yy  göz 

ünde tutup alarys. 
 

0][1

0

1

0
/ ydxF

dx
dFyF yy

x

xy  

Ýöne 
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0)()(  we0)()( 1100
10

xyxyyxyxyy xxxx ,  

 
onda   

ydxF
dx
dF yy ][1

0
. 

 
Ekstremumy  hökmany ertine görä 
 

0][1

0

ydxF
dx
dF yy                                   (2) 

 
Özem yy F

dx
dF  funksional y=y(x)egride ekstremuma eýe bolup, 

berlen üznüksiz funksionaldyr. Ikinji bölek )(xyy  azat agza 
görä de dirilende azat funksiýa bolup, bu gyra nokatlarda nula 
de  bolýandyr. Ol üznüksiz we birnäçe gezek differensirlenýän 
funksiýadyr.
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321 xxx  

Azat agza 
 

24019

513

1307

 

91

19

46

 

 
So ky de likden 7'

21a  de  diýip alarys. 
 
 

321 xxx  Azat agza 

7
7900

7
410

7
1301

 

7
237
7
5
7
44

 

 
 

Indi bolsa mümkin bolan element hökmünde 
7
79'

33a  saýlap 

alaly . 
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321 xxx   

0200
570
121

 
100
0
0

 

 
So ky de likden taparys 52x . Bu bahany birinji we ikinji 
de liklerde goýup alarys, 3,7 13 xx . Bu ýerden bolsa 
de lemeler ulgamyny  çözüwini  
taparys (3;5;7) 
 
Mesele 3.  De lemeler ulgamyny çözü . 
 

454
1953

11232

321

321

221

xxx
xxx
xxx

 

 
Çözüli i  
Tablisa düzeli . 
 

321 xxx  Azat agza 

154

513

232

 

4

19

11

 

 
122a  de  diýip alarys 
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§3. Wariasion hasaby  esasy lemmasy. 

 
Lemma. Eger  her bir üznüksiz h(x) funksiýa üçün 

1

0

0)()(
x

x

dxxx                    (1) 

nirede x - funksiýa üznüksiz [x0,x1] aralykda we ol aralykda 

0x . 
Bellik. Lemmany erti we onu  subudy üýtgemeýär, eger x  
funksiýa a akdaky çäklendirmeler goýulan bolsa hem  

,010 xx  hem-de x  üznüksiz we p-tertibe çenli 

üznüksiz önümi bar bolsa, )),;,...,1,0( pqqsxs  hem 
lemmany  subudy üçin hiç hili ütge iklikler bolanok.  
Subudy. Goý, xx , kesimi  arasynda ýerle en bolsun 

10 xxx -kesimde ýatýar, ýagny, 0x  ters ert bolýar. 
Hakykatdan bolsa onu  üznüksizliginden gelip çykýar, ýagny 

0x , onda x -öz alamatyny saklaýar )( 1xxxo . Eger x -
nokatda bolsa, onda )(x  hem öz alamatyny saklaýar. Bu kesimi  
da ynda bolsa 0 de .  Goý eýle bolsun. 

 
1-nji surat 
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1

0

1

0

0)()()()(
x

x

x

x

dxxxdxxx

onda 10 xxx  alamaty üýtgänok, xx  kesimi  da ynda 0 
de , ýagny biz tersine netije aldyk, diýmek 0x . 
 )(x -funksiýany meselem eýle 0x saýlamak bolýar 
( 10 xxx ) kesimi  da ynda: 

nn xxxxkx 2
1

2
0 )()()(  ,  ( 10 xxx )-kesimde k=const 

köpeldiji, n-bitin san. )(x -funksiýa üznüksiz we üznüksiz (2n-1)-
tertibe çenli önümleri bardyr, x0,x1 – nokatlarda nula de dir. 
Bellik.  Edil  ýokardaky  ýaly(x,y) -tekizlikde, D-ýaýlada ),( yx -
üznüksiz funksiýany  D-ýaýlada 
 

D

dxdyyxyx 0),(),(  

 
)(x -funksiýany  erkin saýlanan ýagdaýynda di e birnäçe 

umumy ertleri ýerine ýetirmeginde. Edil onu  ýaly hem n-gat 
integrallar üçin hem subut etmek bolýar.  
 

nyyxxkyx 22
1

22 ])()[(),( , 
 0),(  ,  ,  , 11 yxh yx  

 
Indi bolsa esasy lemma ekstremumy  hökmany ertini  alnan (2) 
formula ulanyp, hökmany ertli ýönekeý funksionaly almak üçün 
ýönekeýle direli .  
 

1

0

/ 0
x

x
yy ydxF

dx
dF          (2) 
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21 xx  

 

00
3
41

 

4
7
12
1

 

 
Ikinji setiri  hemme agzalary nola de  emma azat agza noldan 
tapawutly boldy. onu  üçin bu de lemeler ulgamyny  çözüwi 
ýokdur. 
 
Mesele 2.  De lemeler ulgamyny çözü . 
 

100767
23

02

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

 
 
Çözüli i 
Tablisa düzeli . 

321 xxx   

767

213

121

 

100

0

0

 

 
Bu ýerden i  o aýly koeffisiýent hökmünde 1-i saýlap almak 
bolar. Birinji setirden galanlaryny özgerdip alarys. 
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Meseleler 
 

Mesele 1. De lemeler ulgamyny çözü . 
 

523
243

21

21

xx
xx

 

 
Çözüli i: 

 
Bu de lemeler ulgamyndaky 1x -näbellini 2x -ni  üsti bilen 

ladaly . 

523
324

21

21

xx
xx

 

 
Tablisa düzeli . 
 

21 xx   

43

1612
 

2

1
 

 
So ky özgertmeleri göz ö ünde tutup alarys. 
 

21 xx   

43
3
41

 
2

12
1

 

 
Birinji setiri -3-e köpeldip ikinji setir bilen jemläp alarys: 
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Eger lemmany erti ýerine ýetýän bolsa: y(x) egride ekstremum 

ýerine ýetýän bolsa ( y
x

y F
d
dF )- üznüksiz funksiýa, a wariýasia 

y -erkin kesgitlenen funksiýa,  onu  üçin  0y
x

y F
d
dF , 

xyy  (2) egri çyzykda ekstremum ýerine ýetýän bolsa, ýagny 
xyy -ikinji tertipli differensial de lemäni  çözüli i bolup 

0y
x

y F
d
dF , aýdy  görnü de   

 
0yFyFFF yyyyyxy  

 
u de lemä Eýleri  de lemesi diýilýär. Onu  çözüli i bolan 

Eýleri  de lemesini  integralyna 211 ,ccxyy   ekstremaly 
diýilýär. Ekstremala di e funksionaly  ekstremumy ýetip bolar. 
 

dxyyxFxy
x

x

1

0

,,(
 

 
Gyra  meselesine seredeli  
 

110,,0 yxyyxyF
d
dF y

x
y

 
 

Hemi e meseläni  çözlüli ini tapmak bolanok, eger tapylsa hem ol 
ýeke- täk däldir. Wariasion meseleleri  birnäçesini  geometriki 
ýa-da fiziki manysyny  esasynda çözüwini kesgitlemek bolar. 
Eger gyra ertlerini ýerine ýetirýän  Eýleri  de lemesini  ýeke -
täk çözüli i bar bolsa, onda ol ýeke -täk ekstremal, ol hem 
seredilýän wariasion meseläni  çözüli i bolar. 
Mysal 1. Haýsy egrilerde  
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2/

0

22/ 1)2/(  ,0)0(  ;)()( yydxyyxy  

 
funksional ekstremuma ýeterlik eýe bolýar. 
Çözüli i. Eýleri  de lemesi 0yy görnü e eýedir. Umumy 
çözüwi xCxCy sincos 21 bolar. Gyra ertlerini peýdalanyp 
alarys: 0,0 21 CC . eýlelikde ekstremum xy sin  egride 
bolar. 
Mysal 2. Haýsy egrilerde  
 

1

0

2/ 1)1(  ,0)0(  ;12)()( yydxxyyxy  

 
funksional ekstremuma ýeterlik eýe bolýar. 
Çözüli i. Eýleri  de lemesi 06xy görnü e eýedir. Umumy 
çözüwi 21

3 CxCxy bolar. Gyra ertlerini peýdalanyp alarys: 
0,0 21 CC . eýlelikde ekstremum 3xy  egride bolar. 
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)()()()(
))(()(,)(()(

kkkk

kkkkk
xfxftMxfxf

xftxfxfxftxft
 

onda     

22
1 )(

2
1)()()( kkkk xfacxfxfxf   (1) 

nirede    

;0
2

1c  

 
bu ýerde monoton toplanmak gelip çykýar  
 

f(xk)  min f(x). 
 

eýlelikde hemi elik M apriori näbelli.  i  kiçi bilen hem 
lemekligi  ahjaty ýok (peýdasy)  bilen (regulirlemek) 

amatla dyrmak i  gidip durka hasaplamak i lenip düzildi. Olary  
 ýönekeýi (1) formula bilen baglan ykly. Ýagny 0  diýip  

1
 

 saýlaýarys.  
      Eger onda hem (1) formula ýerine ýetmese, onda 02  

bilen  
02

1    saýlap  alýarys, ýenede  (1)  form ulany 

barlaýarys. 
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§10. Çyzykly däl programmirlemäni ol bir ädimli gradiýent 
usuly 

 
Funksiýany  minimumyny gözlemekligi  özi örän ullakan i dir, 
onu  üçin antigradiýente tarap hereket edende hemi elik ädimli 

gradiyent usuly, a akdaky shema boyunça ulanylýar: 
 

)(1 kkk xfxx  
 

,0  san. teorma seredeli .   
Teorema 1. 
  Goý,  f(x) – 2 gezek üznüksiz differensirlenýän güwerçek 
funksiýa; ýaýlasy 
 

00)R(x xfxfx  
 
çäklenen we u ýaýlada gessian H(x) a akdaky erti ýerine 
ýetirilýär. 

,xH  
eger  

20
 

 
onda usul funksional boýunça toplanýar. 
Subudy. Seredeli   
 

0
k1kk )())(-f(x)f(x-)F(x dttxf k

, 
nirede  
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§4. Eýleri  de lemesini  hususy hallary 
 
1. Eýleri  de lemesini  ýönekeý hallarda integrirlen ine seredeli :  
1) yF , -e bagly däl ýagdaýynda F=F(x,y) Eýleri  de lemesi 

0,0, /yy FyxF  a görä gyra ertleri 

1100     we yxyyxy  ýerine ýetirilmeýär. a görä seredilýän 
wariasion meseläni  çözüli i ýok. Di e aýratyn ýagdaýda haçan  

00 ,   0, yxyxFy  we 11, yx  nokatlardan gerek bagly, onda 
emele gelen egri ekstremuma ýetip biler. 

Mesele 1.  yxyyxydxyxy
x

x
100

2 ,,
1

0

 Eýleri  

de lemesi 0yF  ýa-da  y=0. Ekstremal y=0 gyra nokatlaryny  
üstünden geçýär haçan 0  ,0 10 yy . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 1-nji surat 
Eger 0;0 10 yy  bolsa, onda y=0 min funksionala 

1

0

2
x

x

dxy , ýagny 0)(xy haçan 0;0y  bolýar. Eger 

 bolmanda  biri  y0,  y1 nula de  bolmasa, onda üznüksiz 
funksiýalarda funksional minimuma eýe bolmaýar, sebäbi eýle 

A B 

0 x0 x1 x 

y 
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bir yn(x)-yzygiderligi saýlap (üznüksiz funksiýalar)onu  grafigi 
gik dü ýän nokatlardan (x0,y0) (x0,x1), (x1,y1) durýandyr.             

                                   
1

0

02

x

x

dxy  

11

10

00

)(
,0)(

,)(

yxy
xxxxy

yxy
 

2. F- funksiýa y -e çyzykly baglan ykly  
yyxNyxMyyxF ,,,,  

dx
dx
dyyxNyxMxy

x

x

1

0

,,
 

Eýleri  de lemesi a akdaky görnü de ýazylýar. 

0,( yxN
dx
dy

y
N

y
M

    
ýa-da 

0y
y
N

x
N

y
N

y
M  

ýa-da 

0
x
N

y
M  

 
        2-nji surat    3-nji surat 
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iterasyýany geçirmeli, 01,0
*
*

M
m  bolsa onda bolmanda 100 

iterasiýany geçirmeli. onu  üçin matematikler onu  üstinde 
lediler hem-de i leýärler i  o at minimumla dyrma usullary 

bilen ol usullary  i  o adyny  biri hem “çatyrymda  gradiýent 
usuly” ol ýönekeý, ýylmanak funksiýalary  minimumla dyrma 
usuly. 
    Belli bol y ýaly her-bir ädimde çaltla dyrylan a aklama usuly 
bilen minimum meselesini bir näbelli funksiýa üçin çözmeli 
bolýar 

 
xfhxfh . 
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u alynan netije hakykatdan hem dogrydyr sebäbi bu netijäni 
ýokarda getirilen kwadratik görni däki shema boýunça subut 
edip bolýar. Dargydylan hem (9) formuladan X* nokady  
töwereginden hem-de 
 

0,xflim kk  
 

 bilelikde (3)-formula bilen bilelikde alarys. 
 

 

2
k

kk

kk
2

2
k

k1k

*xx0
*xx,*xx*xH

1
*xx*xH*xx*xH

*xx*xH
1

*xfxf*xfxf

 

 
 
     Edil onu  ýaly (4) formula bilen ýerine ýetirip, hem-de 2-nji 
lemmany  esasynda alarys:   Bu i i talyplary  özüne tejribe üçin 
tab yrýaryn. eýlelikde toplanmany  tizligi çaltla dyrylan 

aklama usuly bilen, minimum nokady  ýakynynda geometric 
progresiýany  maýdalowjysy bilen häsiýetlendirilýär. 
 

*
*1
*
*1

**
**

M
m
M
m

mM
mMq

 
 

belli bol y ýaly 1,0
*
*

M
m  minimumy kesgitlemek üçin, onu  

tertibini  dogrylygyny  ösýänligini kesgitlemek üçin, bolanda 10 
 29

Edil 1-nji häsiýet ýaly tükenikli ýöne differensial de leme däl, 
sebäbi i  so ky de leme gyra ertlerini ýerine ýetirmeýär. Eger 

0
x
N

y
M  bolsa, onda NdyMdx dogry differensial bolýar. 

eýle hem 0
x
N

y
M umuman aýdanda gyra ertlerini ýerine 

ýetirmeýär. Diýmek wariasion mesele üznüksiz funksiýalar 
synpynda çözü e eýe bolmaýar. 

NdyMdxdx
dx
dyNM

x

x

1

0  
Wariasion mesele öz manysyny ýitirýär (integrirlemäni  ýoluna 
bagly bolmaýar, ýagny --funksional rugsat edilen egrilerde onu  
bahasy hemi elikdir). 
Mesele 2.   

ayydxyxyxy 1;00,
1

0

22  

00y  ,0  ;0 xy
x
N

y
M  

birinji gyra ert ýerine ýetýär, ýöne ikinji gyra erti bolsa a=1 
ýerine ýetýär. Eger 1a  bolsa, onda gyra ertini 
kanagatlandyrýan ekstremallar ýokdur. 
3.  F di e y  bagly: yFF  
Eýleri  de lemesi .0yF yy Sebäbi 0yyyxy FFF . Eger 

0y , onda 21 CxCy  -göni çyzyklary  ikiperimetriki 
ma galasy. Eger 0)(yF yy de lemäni  bir ýa-da birnäçe hakyky 

iky kökleri bar bolsa, Cxky i , we ýokarda alnan 
ikiperimetrli ma galada saklanýan gönileri  birperimetrli 
ma galasyny alarys. eýlelikde, )(yFF  ýagdaýynda 
ekstremallar bolup ähli mümkin bolan 21 CxCy göni çyzyklar 
bolup durýar. 
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Mesele 3. 
 

dxyxyl
x

x

1

0

21  

dugany  uzynlygyny kesgitlemeli 
Çözüli i. 
y=C1x+C2 ekstremala eýedir. 
4. F-funksiýa di e x we y baglydyr. yxF , , Eýleri  de lemesi 

0, yxF
dx
d

y görnü e eýe bolar, onda birinji integral 

1, CyxFy  eýedir.   y-ýoklugy sebäpli  ýa y -görä de leme 
alynyp ýa-da haýsy hem bolsa bir perimetri  üsti bilen (ony 
girizmeli). 
Mesele 4. 
Funksional 

dx
x
yxyt

x

x

1

0

21   

 
y=y(x) bir nokatdan ba ga bir nokada süý megini  wagty t, onda 

tizlik  x  dx
x

y
t

x
dsdtx

dt
ds x

x

1

0

21
we,  

Eleri  birinji de lemesi 1CEy  ýa-da 121
C

yx
y . Eger    

tgty  diýip perimetr girizsek, onda de leme integrirlenýär  
 

t
Cy

y
C

x sin1
1

1

1
2

1

 

 

ýa-da  tCx sin1 , bu ýerde 
1

1
1
C

C   alarys. 

 267 

Teorema 2: Tizle dirilen a aklamausulu, only kesgitlenen 
kwadratik görni e ulanylanda, ol norma boýunça toplanýar, özem 
maýdalowjysy geometric progressiýasyndan haýal däldir. 

M
m
M
m

mM
mMq

1

1

 
eýle hem funksional boýunça maýdalowjysyny  geometrik 

progressiýasyndan haýal däldir. 
    Goý f(x) 2-gezek üzüniksiz differensirlenýän funksiýa bolsun. 

Onda x -azat nokady  töwereginde ol funksiýa a akdaky görni e 
eýe bolup biler. 

  t0thhxH
2
1th,xfxfxf 22

0000

 
H(x0) –simmetrik matrisa 

 

0
ji

2

0ij
h

1ji,0ij0 x
xk
fxh,xhxH  

 
gessian diýilip atlandyrylýar. Goý tizle dirilen a aklama usuly 
f(x)-funksiýany  x*-nokada minimumla magy toplanmaklygy üçin 
ulanylýan bolsun, eýle hem max M*, min m* hususy bahaly 
bolmaklygy ücin, H(x*) gessian o ly kesgitlenen matrissadyr. 
Onda tizle dirilen a aklamany  netijesini göz ö ünde tutup, kwad-
ratik görni  üçin, asimptotiki toplanmany  tizligine, 

) bir me ze  (edil onu  ýaly) bahalanmasyna 
gara mak bolar. 

 

*m*M
*m*M*xx

k
lim

k
k
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(7)     
2

xAx
x,Ax

21

21

00

00  

de lik emele gelýär haçan 

21

12
2

21

22
1         ;

 
(7) de sizlikden alarys 

2S
mM

mM2
xAx
xAx,

0x
min

 
S1,S2, A-operatory  hususy normirlenen wektorlary, olar 
degi lilikde max, we min hususy sanlardyr. 
Lemmany  subudyndan we (3) formuladan alarys: 

2

k2k1k mM
mM xf

mM
4Mm1 xfxf  

eýlelikde 

8    
mM
mMxfxf

2k

0k  

Bu ýerden kx  üçin bahany kesgitlemek bolar. 
 

k

0k

k

0

k
00

k
0kkk

k

mM
mM

m
MXX                         

,
mM
mMx

m
M 

Mm
mM

m
x,Ax      

mM
m-M 

m
x2f

m
x2f

m
x,Axx

 
 

eýlelikde a akdaky teoremany aldyk: 
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tgt
dx
dy , tdtCtdtCtgttgtdxdy sincos 11 .  

 
 
Integrirläp alarys: 
 

21 cos CtCy , ,sin1 tCx  tCCy cos12  
 

t-ni ýok edip  
2
1

2
2

2 CCyx -töwerekleri  ma galasyny 
alarys. 
5. F –funksiýa di e y we y  bagly bolsa 
 

yyFF ,  
 

Eýleri  de lemesi 0yFyFF yyyyy  sebäbi 0yxF . Eger 

hemmesini y agzalaryny köpeltsek  yFyF
dx
d  dogry önüm 

bolýar. 
Hakykytdan hem: 
 

yFyFFy
yyFyFFyyFyFFyF

dx
d

yyyyy

yyyyyyyy
2

 

 
Eýleri  de lemesi  1CFyF y  birinji integrala eýedir. x-ýok 
bolmagy sebäpli y görä de leme ýa-da näbellileri bölmek 
düzgünini hem ulanyp bolýar.  
Mesele 5.  Aýlanma üstü  i  kiçi meselesi hakynda. Berlen gyra 
ertlerine görä Ox –lar okuny  da ynda aýlanmagyndan emele 

gelýän i  kiçi meýdanly üsti emele getirýän egri çyzygy 
kesgitlemeli. 
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1

0

,12 2
x

x

dxyyxyS  

onda    
1CFyF y    

ýa-da 
 

12

2
2

1
1 C

y
yyyy   

ýönekeýle dirip alarys. 
 

chtCyCtCxdtC
sht
shtdtC

y
dydx

chtCyshtyC
y

y

1211
1

112

;;

;;
1  

 
t –ni ýok edip: 

1

2
1 C

CxchCy  

 
zynjyrly çyzyklary  ma galasy ýa-da katenoidlar diýilýär. 
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(5)     
nM

Mm2
xA
xAx,

0x

min

 

Subudy: Goý X0-fiksirlenen (belleninen) azat hususy däl wektor. 
Onda x0, Ax0 wek-torlar bilen emele gelen, E(x0) 2-ölçegli kiçi 
gi lige seredeli . E(x0) kwadratik görni li K(y)=(Ay,y)  

0xEy  kesgitläli  bu kwadratik görni e, 2  ölçegli E(x0)kiçi 

görni likde kesgitlenen 0xA ly, kesgitlenen simmetrik operatiw 
de-gi lidir. Eger 21  , (kemelmeýän tertipde) Ol operatory  
hususy sanlary bolsa, hemde Mm 21  ýerine ýetýän bolsa. 
Onda ol, 0xEy  netijesi bolup durýar. 

2
0

2 ,,, yAyyAyyxAym  
 
Goý E(x0)-kiçi gi ligi  içinde 0xA -operatory  21 x,x  hususy 
wek-torlary ortanormirle dirýän ulgam we 1x0 bolsun.  
Onda x0 –a akdaky görni de ýazaly : 

,xxx 22110  özem 12
2

2
1  onda: 

 

(6)         ,
2
2

2
2

2
1

2
1

2
2
2

2
1

00

00

xAx
xAx

 

sag tarapyny minimumla dyryp (6) de lemeden 2
1

2
1 =1 ertine 

görä alarys: 



 264 

:hX ,hAx
2
1h k1kk1kk

 

kk
22

kkkkkk

kkkk
2

kkk

AxxAhAx,Ax2hx,Ax
AxhX,XAhAxh2

 
0Ax,xAhAx,Axh kk

2
kkkk  

kk
2

kk
k Ax,xA

Ax,Axh
 

yzgiderli ýerinde goýup alarys 

k
kk

2
kk

k1k Ax
Ax,xA
Ax,Axxx

 
Göniden hasaplamany  esasynda alarys: 

kkkk
2

kk
k1k x,AxAx,xA

Ax,Ax1*xfxf        (3) 

A-operatory  häsiýetlerine görä: only kesgitlenen, simmetrik 
bolýanlygyny  esasynda AB  bilen belläp, (3) formulany 
Bxk=yk Kabul edip, a akdaky görnü de ýazmak bolar. 

       
y,y Ay,Ay

y,Ay xf               

y,y yByB
ByBy1 xf            

xBxB xBxB
xBxB1 xfx f

kkkk

2
kk

k

kkk
2

k
2

2
kk

k

k
2

k
2

k
3

k
3

2
k

2
k

2

k1k

                 (4) 

 Kwadrat skopkany  içindäki a latmany bahalamak üçin a ak-
daky lemma seredeli .  
Lemma 1: 
Goý A- ly, kesgitlenen, simmetrik operator M1 m-max, min 
hususy bahalary onda: 
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§5.  Ekstremumy  hökmany erti. 
 

Ekstremumy  hökmany ertini V funksionaldan almak 
üçün ö küden umumy görnü e seredeli . 

dxyyyyyyxFxyxyxy
x

nnn

1

0
212121 ,...,,,...,,,)(),...,(),(                  

(1) 
hemme funksiýalary  gyra bahalaryny erti bilen  

y1(x0)= y10 , y2(0)= y 20,…, yn (x0)=yn0, 
y1(x1)= y11 , y2(x1)= y 21,…, yn (x1)=yn1, 

di e ýeke bir funksiýany wariasiýasyna seredeli  
nixyi ,1,  

galan hemme funksiýalary üýtgetmän goýaly . Onda funksional  
V[y1,y2,…,  yn] köp funksiýalara baglylykdan di e bir funksiýa 
bagly funksionala öwrüler, ýagny yi(x), in yyyy ,...,, 21 , 
onda Eýleri  de lemesini ýerine ýetirjek ekstremumy kesgitleýän 
funksiýa 

0/
1yy F

dx
dF

i
                                         ( 2 ) 

görnü de ýazylýar. Edil onu  ýaly islendik niyi ,1  üçin hem 
ýazmak bolýar. Onda bizde 2-nji tertipli differensial de leme 
emele gelýär. 2-nji tertipli de lemeler sistemasyny alarys. 

0iy Fy
dx
dF

i
  ni ,1  

bu sistema 2n-perimetrli  integral egrileri  ma galasyny emele 
getirýär, x,y1,…, yn 
görnü likde wariasion meselesini  ekstremalyny kesgitleýär. 

Eger biz 2-funksiýa bagly bolan funksionaly  hususy 
ýagdaýyna seretsek, onda y(x) we z(x) 

dxzyzyxFxzxy
x

x

1

0

,,,,,                      (3) 

y(x0)=y0,  x(x0)=z0 , y(x1)=y1, z(x1)= z1 
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ýagny gi likdäki y=y(x) , z=z(x) egrileri saýlamak esasynda 
kesgitlenýär, ýagny z(x) hemi elik diýlip (funksiýa) di e y(x) 
warirowat edilýär. 
 

 
1-nji surat 

Biz seredilýän egrini eýle bir üýtgetýäris, netijede onu  x0z 

tekizligine bolan proýeksiýasy üýtgemän galar ýaly z=z(x). Edil 

onu  ýaly hem y=y(x)  onda. Netijede biz Eýleri  2-i de lemeler 

ulgamyny alýarys. 

0,0 zzyy F
dx
dFF

dx
dF  

B 

X 
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,
2

 ,yfXf
ik

 
bu ýerden 

22
Xf  

Xf

Xf
 ,

i

i

i
k

k

kyf

 
bahalaly  : XfXf 1kiki

 

h 
2

 

dt 
Xf

Xf
  ,  

Xf

Xt
tX f    XfXf

h

0 k

k

k

k
ki1kik

i

i

i

i

i

 
bu ýerden  

2
hpXfXf 1kpki  

  p-natural bolanda f(x)- funksiýany  bu bolsa a akdan 
kesgitlenenligine ters gelýär. Teorema subut edildi. 
     Haçan  položitel (o ly) kesgitlenýän kwadrat, görni inde       
L.W. Kantorowiç tarapyndan tizle dirilen lemmany  
toplanmagyny  tizligi baradaky teorema subut edildi. Goý 

0A         .XAX,
2
1xf  nirede A- ly we  kesgitlenen 

matrissa, M-max hususy san, m-min hususy san A-operatywy . 
Onda ýe illik bilen XAXf   tizli dirilen a aklamany  
ädimine görä 
 

k,
kAxhXX kk1k  

 
nirede hk –minimum  ertlerden kesgitlenilýär:  
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Teorema 1: Üzüniksiz differensirlenýän, funksiýany  (1) erti 
ýerine ýetirende, kXf   gradiýentleri  yzygiderligi nula 
ymtylýar: 
 

)2(0Xflim kK
   

 
Hakykatdan yzygiderligi  manatonlygyny  güýjine görä 

0kkXf  we (1) häsiýete görä kX -kesgitlenen hem-de onu  
çlenleri 
 

S XfXfxS 0X0
 

 
ýaýlany  içinde ýerle endir. A ol bolsa ýapyk kesgitlenen 
ýaýladyr.  Xf  üznüksizliginden onu  de ölçegli 

0XS -içinde 
üznüksizligi gelip çykýar. ýagny hemme  

1    weSXX
0X1  

üçin bardyr  0tz  0t  funksiýa 

0tlim
0t  

ýagny eýle 
xxz  ,xf-xf 

 
Goý kXf  nula ymtylmaýan bolsun. Onda islendik  üçin 
yzygiderlik  

0ikiXf  
bar bolup,  

h,  onda  1,2,...;i,kk ,Xf i1iki  
üçin ,1h we y a akdaky erti ýerine ýetirýän bolsun 

h,yX
ik  

akdaky de sizlik dogrydyr. 
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Mesele 1. Funksionaly  ekstremalyny tapmaly. 

1
2

,00,2,
2

0

22 yydxyzzyxzxy

,1
2

,00 zz  

Eýleri  de lemesi differensial de lemeler sistemasy 

0
,0

yz
zy

 

Görnü e eýedir. Funksiýany  näbellilerini  birini ýok edip, ýagny 
z-i ýok edip, yIV–y=0 de lemäni alarys.  

 
2-nji surat 

Bu de lemäni integrirläp hemi elik koeffisiýentli çyzykly 
de lemeleri alarys: 

y=C1ex +C2e-x+C3cosx+C4sinx; 
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yz ; 
   z=C1ex +C2e-x-C3cosx-C4sinx. 

Gyra ertlerini  esasynda taparys: 
C1 = C2 = C3 = 0, C4=1 onda   y=sinx , z=-sinx. 
Mysal 2. Eger y ygy  (ýagtylygy ) ýaýramagyny  tizligi bir 
sydyrgyn (görnü li) däl optiki sredada(ýerde)  ),( yx de  bolsa, 
onda onu  ýagtylygy  ýaýramagyny  çyzygyny  differensial 
de lemesini tapmaly. 
Çözüwi. 
Fermany  prinsipine baglylykda y yk haýsy hem bolsa bir 

),( 00 yxA nokatdan beýleki bir ),( 00 yxB nokada egri çyzyk 
boýunça dargaýar we T az wagty  içinde y yk geçýär. Eger 
gözlenýän egrileri  de lemeleri )( xyy we 

)( xzz görnü de seredilýän bolsa, onda  
 

dx
zyx

zy
T

x

x

1

0
),,(

1 22

 

 
Bu de leme üçin Eýleri  de lemeler ulgamy 
 

0
1

1

0
1

1

222

22

222

22

zy
z

dx
dzy

z

zy
y

dx
dzy

y

 

ygy  ýaýramagyny  çygyny kesgitleýän ulgam bolar.
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§9. Çyzykly däl programmirlemäni  a aklygyna tizle me - 
gradiýent usuly 

 
     Bize belli bol y ýaly ugur -boýunça önüm, funksiýany  berilen 
uguryny  artdyrmany  çyzykly bölegidir. Eger berilen nokatda 
gradiýent nuldan tapawutly bolup, hereketi  ugry bilen 
gradiýenti  ugry öz aralarynda ýiti buruçy emele getirse, onda 
ýeterlik kiçijik süý meklikde görkezilen ugur boýunça, 
funksiýany  bahasy-artýar,  tersine süý se bolsa, funksiýany  
bahasy-kemelýär. Bu häsiýetler bolsa, üzüniksiz differensirlenýän 
funksiýany  bahasyny  yzygiderli gowulanma ýagny min (max) 
meselesini çözmekde ulanylýar, degi lilikde bu usula  relaksasion 
usul diýilýär. Eger hereket göni gradiýenti  ugry boýunça bolsa, 
onda ol usula gradiýent usuly diýilýär. Üzülýän gradiýent 
funksiýalar üçin bolsa, umumyla dyrylan gradiýent usuly  i lenip 
düzülen. Biz bir-näçe ýönekeý we tejribede köp ulanylýan, 
gradiýent usullary  hasaplan yna seredeli . 
1) Tizle dirlen a aklama usuly 
     Goý f(x) – üzüniksiz, differensirlenýän funksiýa, En-hemme 
ýerinde kesgitlenen we a akdaky häsiýeti ýerine ýetirýän bolsun  
 

xflim
x                                   (1) 

 
X0 -haýsy hem bolsa bir ba langyç nokat. A akdaky görnü däki 
yzygiderlige seredeli . (çalt a aklama usual)  Proses  

 
1,2,...K,XfXhXX kkk1k  

nirede  
kk01kk XfhXf minXf      0Xh

h
 

 ýagny prosessi  (yzygiderligi ) her bir ädiminde, biz 
antigradiýenti  uguryna tarap süý ýäris, ol ugury  minimumna 
çenli. 
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m

i

m

i

m

i
iiiiii zxfzzxfzzxfz

1 1 1

******** ])([])([])([

 
 

m

i

m

i
ii

m

i
i

m

i
ii

m

i
iii

m

i

xfzxfzxf

z

1 1

**

11

***

1

**

1

*
1

)()1()()1()(

)1(

 
 
kanagatlandyrýan eýle bir **

1,..., m  otrisatel däl sanlar bardyr. 

Eger (x) fi(x*) bolsa, bu ýerden  1
1

*
m

i
i  bolýandygyny alýarys. 

Goý, R(x*)   fi(x*)= i(x*)  üçin  “i” indeksleri  köplügi bolsun.  
Onda  
 

)(,0,0,1,

,)()()(
**

)(

*
)(

*

)(

**

)(

*

*

***

xRiEx

xfxfxf

ii
xRi

in

xRi
ii

xRi
ii

xRi
ii

 

 
kanagatlandyrýan eýle bir )(},{ *xRii  otrisatel däl sanlar 
bardyr.  Eger   fi(x), i=1,…,m  üznüksiz differensirlenýän bolsalar, 
onda bu ýerden  
            

0;1,0)( *

)(

**

)(

*

**
i

xRi
i

xRi
i xf     (9) 

 
bolan *

i -leri  barlygy gelip çykýar. (9)  ert (6) minimaks 
meselede x* nokady  optimaldygyny  zerur we ýeterlik ertidir. 
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§6. Eýler - Puasson de lemesi we onu  häsiýetleri. 
 
Berlen funksionaly ekstremuma der emeli 

dxyxyxyxFxy
x

x

n
x

1

0

,...,,,                  (1) 

nirede funksional F, (n+2)  gerek hemme argumentleri boýunça 
differensirlenýän funksiýa. 
Goý, gyra ertleri a akdaky görnü de bolsun: 

1
00

1
0000 ,...,, nn yxyyxyyxy  

1
11

1
1111 ,...,, nn yxyyxyyxy  

gyra nokatlarda di e bir funksiýalary  bahalary bolman eýsem 
olary  önümlerini  (n-1) tertiplä çenli hem berilendir. Goý  
ekstremum bar bolan y=y(x) egri çyzyk funksiýa 2n gezek 
differensirlenýän bolsun. Goý, xyxy  2n gezek 
differensirlenýän bolsun. Bir perimetrli funksiýalar ma galasyna 
seredeli    

xyxyxyxy ,  
 
ýa-da  

yxyxy ,  
haçan a=0   xyyxyaxyxy ,,1,,  egri 

xy - funksionaly di e ,xyy  egriler ma galasynda 
seretsek, onda funksional perimetri  görä bolan funksiýa 
öwrüler we 0  ekstremuma eye bolar. Onda 

0, 0xy
d
d  

 funksionaly  wariasiýasy diýilýär we bilen belgilenýär. 
Eýleri  de lemesindäki ýaly edip a akdaky integraly alarys: 
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dxyFyFyFyF

dxxyxyxF
d
d

n
y

x

x
yyy

x

x

n

n )...(

,,...,,,

1

0

1

0 0

)(

     (2) 

2-njide integraldan ba lap sag tarapyny bir gezek bölekleýin 
integrirlesek onda: 

1. ydxF
dx
dyFdxyF y

x

x

x

x

x

x
yy

1

0

1

0

1

0

 

2. ydxF
dx
dyF

dx
dyFdxyF y

x

x

x

x
y

x

x

x

x
yy

1

0

1

0

1

0

1

0

2

2

 

3.  

...
1

0

1

0

1

0

21
x

x

n
y

x

x

x

x

n
y

n
y yF

dx
dyFdxyF nnn  

ydxF
dx
d

ny

x

x
n

n
n

1

0

1  

gyra ertlerini  esasynda hem-de  
,0  ,    we, 1

10
nyyyyxxxx  

onda  
1

0

1...2

2x

x
yn

n
n

yyy ydxF
dx
dF

dx
dF

dx
dFv nn          (3) 

seredilýän egride ekstremuma eýe bolýanlygy üçün 

01...
1

0

2

2x

x
yn

n
n

yyy ydxF
dx
dF

dx
dF

dx
dFv n  

Esasy Lemmany  esasynda ,0 ýagny  

 01...2

2

nyn

n
n

yyy F
dx
dF

dx
dF

dx
dF                       (4) 

eýlelikde, y=y(x) funksiýa (3) formuladaky funksionaly  
ekstremumuny  barlygyny görkezýär.  
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m

i
ijiij njca

1

** 0;,...,1,0
 

de lemeler ulgamyny kanagatlandyrýandygyny, ýagny { i} 
Lagranž köpeldijileri çyzykly programmirlemäni  ikileýin 
meselesini  ýolbererlik çözüwlerdigini alarys.  
     Kun-Takkeri  teoremasyny  ulany y bilen bagly bolan beýleki 
käbir netijelere, meselem, minimaks görnü li meselelere garaly . 

Güberçek minimaks meseleler indiki görnü de formulirlenýär. nE  
gi likde kesgitlenen {fi(x)},  i=1,…,m   güberçek funksiýalary  
ma galasy berlen. Goý,   

mi
i xfx

1
)(max  

  bolsun . (x)-  minimumyny tapmaklyk  talap edilýär:  
 

)(maxmin
1

xfimix                                   (6) 

 
Bu mesele güberçek programmirlemäni  meselesine a sat 
getirilýär: 
 

fi(x)-z 0,i=1,…,m                                 (7) 
 
ertlerde:                           

min z                                             (8) 
tapmaly. Dorudan–da her bir x nokada  z= (x)  hasaba alyp, (6) 
meseläni  ýolbererlik çözüwini goýup bileris. (7-8) meseläni  
optimal çözüwini (x)-  minimumy alynýandygyny zerur we 
ýeterlik ertini alýarys;  
 

   x we z  ={ 1,…, m 0  üçin 
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lkm

i
ii

lkm

i

lkm

i
iiii

xf

xfxfxfxfxf

1

*

1 1
0

***
0

**
0

)(

)()()()()(
 

 
bolýan **

1
* ,..., lkm   wektory  bar bolmagy zerur we 

ýeterlikdir. 
     Kun–Takkeri  teoremasyny çyzykly programmirlemedäki 
ikileýinlik teoremasyny  umumyla dyrmasy, görnü inde garamak 
bolar.  Goý, çyzykly programmirlemäni  meselesi indiki görnü de 
bolsun: 

n

j
jiji mixab

1

.,...,1,0
 

çäklendirmelerde 
n

j
jjxc

1

 jemi minimizirlemeli.  Eger bu 

meseläni  çözüwi bar bolsa, onda Kun – Takkeri  modofisirlenen 

teoremasyna  laýyklykda nEx  we i 0, i=1,…,n  bolanda  
 

n

j

n

j

m

i

n

j
jijiijj

m

i

n

j
jijiijj

n

j

m

i

n

j
jijiijj

xabxcxabxc

xabxc

1 1 1 1

**

1 1

***

1 1 1

**

][][

][
 

 
  kanagatlandyrýän m ölçegli * 0 wektor bardyr. 

 
n

j

m

i

m

i
iijj

n

j
jii

m

i

n

j
jijiijj acxbxabxc

1 1 1

*

1

*

1 1

* ][][  

 
Bolýandygyny göz ö ünde tutup, biz *

i -ni   
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(4) formula  Eýler-Puassony  de lemesi diýilýär. Onu  integral 
egrilerine seredilýän ekstremaly diýilýär. Umumy çözüwi 2n azat 
hemi elik sanlardan durýar. y(x0)=y0 , y/(x0)=y/

0, y(x1)=y1 olar gyra 
ertlerini  üsti bilen kesgitlenýär. eýlelikde, y=y(x) funksiýa 

funksionaly  ekstremumyny ýerine ýetirýär. Ol bolsa (4) 
de lemäni  çözüli i bolmaly. 
Mesele 1.  Funksionaly  ekstremalyny kesgitlemeli  

11,11,10,00

,1
1

0

2

yyyy

dxyxy  

Eýler - Puassony  de lemesi  

022

2

y
dx
d  ýa-da 0IVy  görnü e eýe bolar. Onu  umumy 

çözlü i  y=C1x3+C2x2+C3x+C4. Gyra ertleri  esasynda:  
C1=0,  C2=0,  C3=0,  C4=0. 

eýlelikde, ekstremuma  y=x gönide ýeter. 
Mesele 2.  Funksionaly  ekstremalyny kesgitlemeli  

1
2

,0
2

,00,10

,2
2

0

22

yyyy

dxxyyxy
 

Eýler - Puassony  de lemesi 0yy IV  görnü e eýe bolar. Onu  
umumy çözlü i  y=C1ex+C2e-x+C3cosx+C4sinx. Gyra ertleri  
esasynda:  

C1=0,  C2=0,  C3=1,  C4=0. 
eýlelikde, ekstremuma  y=cosx egride ýeter. 

Eger funksional  a akdaky görnü de berilse   

dxzzzyyyxFxzxy
x

x

mn
1

0

...,,,,,,...,,,,

(5) 
onda y(x) boýunça warirowat edip, z(x) fiksirlesek, onda Eýler-
Puassony  de lemesi 
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01... nyn

n
n

yy F
dx
dF

dx
dF                       (6) 

görnü e eýe bolar. Edil onu  ýaly hem z(x) boýunça warirowat 
etsek y(x)–fiksirlenen diýip hasap etsek, onda:   

01... mzm

m
m

zz F
dx
dF

dx
dF                       (7)  

 Onda  
olar z(x) we y(x) 2 sany de lemeler sistemasyny ýerine ýetirmeli. 

.F
dx
d...F

dx
dF

,F
dx
d...F

dx
dF

m

n

zm

m
m

zz

yn

n
n

yy

01

01

)(

                             (8) 

Edil onu  ýaly hem, islendik sanly funksiýa bagly bolanda hem, 
onu  funksionalyny  ekstremumy kesgitlemek bolýar: 

dxyyyyyyyyyxF

yyy
x

x

n
mmm

nn

n

m

1

0

21 ,...,,,...,,...,,,,...,,,

,...,,
)(

222111

21

  

(9) 
Eger biz haýsy hem bolsa bir yi(x)-funksiýa boýunça warirowat 
edip hemme galanlaryny bolsa üýtgetmän saklasak, onda biz 
wariasiýany  hökmany ertini alarys: 

01.../ in
ii

i
i

ii yn

n
n

yy F
dx
dF

dx
dF , (i=1,2,...,m)      (10) 

 
 
 

 257 

De sizligi  jübiti görnü inde a ladylyp biliner.  Eger  biz  Kun  –  
Takkeri  teoremasyny formal ulansak, onda Lagranž funksiýada 
de lige 2 go ulyja ( ) laýyk geler:  

 

 ]),[(
]),)[((]),[(c]x)[(e, 2121

cxe
cxecxe

 

 
bu ýerde 21 . Otresateldällik ertine di e 1  we 2 degi li, 

 bolsa erkin san bolup biler. eýlelikde, biz indiki teoremany 
formulirleýäris: (Kun-Takkeri  modifisirlenen formulasy) 
Teorema 1: Goý, güberçek programmirlemäni  meselesi bar 
bolsun: x  çäklendirmelerde   
 

min f0(x)                                        (2) 
 
tapmaly, bu ýerde  
 

)5( ,...,1,0),()(
)4(            ;,...,1,0),()(
)3( ;,...,1,0)(

lkmkmicxexf
kmmicxexf

mixf

iii

iii

i

 
ulgam bilen berilýär we sleýter erti ýerine ýetirilýär: 
fi( x )<0, i=1,…,m üçin x  bardyr. Onda (2-5) meseläni  
optimal çözüwi x* bolmak üçin birinji (m+k) komponentalar 
otrisatel bolmadyk we (x*, *) jübüt  

 
1

1
0 ,...,1,0;),()(),(

km

i
inii kmiExxfxfxL  

 
Lagranž funksiýany  eýerli nokady bolýan, ýagny 

kmii ,...,1,0  kanagatlandyrýan x üçin we nEx  
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1)  köplükde x* -den tapawutly nokat bu ýagdaýda 
*xx  ugur 

bolup biler we Kun-Takkeri  teoremasy adalatlydyr. 
2) x* nokat  köplükde ýeke-täk. Goý,  - x* nokada f0(x) 
funksiýany  umumyla dyrylan gradiýentini  erkin wektory 
bolsun. Çyzykly programmirlemäni  meselesine seredeli . 

kjcxc jj ,...,1,),( ertlerde min ),( x  tapmaly.  Ol  x* 

nokada ýeketäk çözüwe eýe ,),( *
jj cxc  de sizligi 

kanagatlandyrýan kj ,...,1  indekslere garaly . Goý, olar i* 
köplügi emele getirsinler. (cj )<0 ýerine ýetýän 0  
wektorlary  toplumy bo  bolany üçin cj wektorlardan minimal 
bölek köplük saýlap almak bolar. Bu wektorlar üçin 0

j
jje  

de sizligi kanagatlandyrýan eýle bir položitel j>0 sanlar tapylar, 
ba ga tarapdan  

j
jje . Bu ýerden  

0)( j
j

jj e
 

j sanlary  islendikçe uly bolup bilýänligi sebäpli, onda  
0j

j
je  kanagatlandyrýan j >0 bardyr. Bu ýerden bizi  

ýagdaýymyzdaky Kun-Takker  teoremany  tassyklamasyny  
adalatlydygy gelip çykýar. u usulda modifisirlenen Kun – 
Takkeri  teoremasy adatça güberçek programmirlemäni  
meselesini  çäklendirmeler ulgamynda güberçek we çyzykly 
de sizlikleri  hatarynda çyzykly de lemeleri  bar bolan 
ýagdaýynda ulanylýar.  

 
(e,x)+c=0                                        (1) 

 
görnü li çyzykly de leme  

(e,x)+c=0; 
(-e,x)-c=0 
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§7. Wariasion hasaplamada Ostrogradskini  de lemesi we gat 
integrallary 

 

D

dxdy
y
z

x
zzyxFyxz ,,,,)],([ , 

funksoinaly  ekstremumyny der emeli, unlukda D ýaýlany  C 
araçäginde z(x,y) funksiýany  bahalary berlen, ýagny hemme 
mümkin bolan üstleri  geçmeli gi likdäki C  kontury berlen.  

 
1-nji surat 

Gysgalyk üçin eýle belgilemeleri gitizeli : p
x
z ,    q

y
z .  

F funksiýany 3 gezek differensirlenýär diýip hasap edeli .  
z =  z(x,y) tekizligi 2 gezek differensirlenýär diýip hasap ederis. 

zyxzyxzz ),(),,(  birperimetrli tekizlikleri   
toplumyna seredeli . Bu ýerde ),(),( yxzyxzz , =0 
bolanda z=z(x,y) tekizligi, =1 bolanda bolsa, z= z (x,y) käbir 
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ýolbererlik tekizligi özünde jemleýär. z=z(x,y, )  toplumy  
funksiýalarynda funksional  funksiýa öwrülýär, =0 bolanda ol 

ekstremuma eýe bolmaly. Diýmek, 0|)],,([ 0yxzv . =0 

bolanda )],,([ yxz -dan  boýunça alnan önüme funksionaly  
wariasiýasy diýilýär we ony  bilen belgiläp alarys: 

dxdyqFpFzF

dxdyyxqyxpyxzyxF

D
qp

D

2

0

)),,(),,,(),,,(,,(
 

bu ýerde  

.),(),,(),,(

,),(),,(),,(

,),(),,(

qyxq
y
yxzyxq

pyxp
x
yxzyxp

zyxzyxz

 

 

qFzF
y

zF
y

pFzF
x

zF
x

qqq

ppp

}{}{

,}{}{
 

bolany üçin 

zdxdyF
y

F
x

dxdyzF
y

zF
x

dxdyqFpF

D
qp

D D
qpqp

}{}{

}{}{)(
 

ýerine ýetýär. 

Bu ýerde }{ pF
x

- x boýunça doly hususy önüm. Ol hasaplananda 

y fiksirlenen diýlip hasap edilýär, z, p we q baglan yk bolsa 
hasaba alynýar: 
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§8.  Çyzykly däl programmirlemäni  meselesini  optimal 
çözüli  usullary 

 
     Bellik: Eger sleýter erti ýerine ýetmese,  onda {x*, * } görnü li 
Lagranž funksiýany  eýerli nokady bolman hem biler.  
Indiki ýönekeý mysala garaly :  x2 0 ertde   min(-x)  tapmaly. 
Sleýter erti ýerine ýetmeýär, sebäbi x2<0  bolanda x –i  bahalar 
köplügi bo . Optimum x=0 nokatda alynýar. Lagranž funksiýasy  
 

L(x, )=-x+ x2 

 görnü e eýe. X boýunça minimumy  zerur erti 01 x
x
L  

görnü de ýazylýar. x=0 bolanda bu erti kanagatlandyrýan  
ýokdur, ýagny Lagranž funksiýany  (0, ) görnü li sedlowoý 
nokady ýokdur.  Güberçek programmirlemäni  meselesinde 
çäklendirmeler hökmünde çyzykly de sizlik bolup biler. unda 
Kun-Takkeri  teoremasyny  zerurlygy subut edilende sleýter 
ertini  ýerine ýetmegini di e çyzykly däl de sizlikleri  kesme 

köplükleri üçin talap etmeli. Dogrudan-da, Kun-Takkeri  
teoremasyny subut edenimizde biz bolup biljek ugurlary  
köplügini  bo  däldigini görkezmek üçin sleýter ertini talap etdik. 
Goý, çäklendirmeleri  ulgamy  

 

 : ;,...,1,0)(
,...,1,),(x mixf

kjcxe
i

jj  

 

görnü li we j=1,…,k  üçin   ,,...,1,0)( mixfi   jj cxe ),(  

kanagatlandyrýan eýle bir x  nokat bar bolsun. Goý, 
*x  

meseläni  optimal çözüwi bolsun. Onda 2 ýagdaýy  bolmagy 
mümkin :  



 254 

 

)()()( **
00

*
1

*

xfxfxL
Ii

ii   
GxGL )( *

1  

 görnüsli wektordan ybarat. G  - ni  nul wektor saklaýandygy üçin 
x* nokatda L1(x) minimum gazanylýar. *Ii üçin 0i  ulanyp 

we 01 x
x
L  belgiläp  

m

i
ii xfxfxL

1
0 )(,  

 
funksiýa garaly . Bu funksiýany  *

ii  bolanda x=x*  nokada x 
boýunça minimal baha we x=x* bolanda   0nokada*

i  
boýunça maksimal baha eýe bolýandygyny görmek a sat. 

unlukda, {x*,
*
} Lagranž funksiýany  eýerli nokady, subut 

etmelimiz hem udy. Kun – Takkeri  teoremasy subut edildi. 
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x
qF

x
pF

x
zFFF

x pqpppzpxp }{  

 
we a me ze likde  

y
qF

y
pF

y
zFFF

y qqqpqzqyq}{ . 

D C

MdxNdydxdy
y
M

x
N )(  belli bolan Grin 

formulasyndan peýdalansak, alarys: 

,0}{}{
C

qp
D

qp zdxFdyFzF
y

zF
x  

So ky integral nula de , sebäbi C  konturda  0z . Sebäbi 
hemme mümkin bolan üstler ol bir C

 
kontury  üstünden geçýär. 

,}{}{ zdxdyF
y

F
x

dxdyqFpF
D

qp
D

qp  

we ekstremumy  zerur erti 

D
qpz dxdyqFpFzF 0  

eýle görnü e eýe bolýar 

D
qpz zdxdyF

y
F

x
F 0}{}{ . 

z  wariasiya erkin we birinji köpeldiji üznüksiz bolany üçin esasy 
lemma boýunça z=z(x,y) ekstremumy kesgitleýär. 
 

.0}{}{ qpz F
y

F
x

F  

Diýmek, z(x,y)  

0}{}{ qpz F
y

F
x

F  
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de lemäni  çözüwi. 
Bu differensial de lemä Ostrogradskini  de lemesi diýilär. 
 
Mysal 1.  

dxdy
y
z

x
zyxzv

D

22

)],([  

 
D ýaýlany  C araçäginde z funksiýany  bahalary berlen : z=f(x,y).  
Berlen ýagdaýda Ostrogradskini  de lemesi eýle görnü e eýe 
bolýar: 

02

2

2

2

y
z

x
z , 

ýa-da gysgaça  
z=0, 

ýagny Laplasy  de lemesi bolup çykýar. unlukda, bu 
de lemäni  D ýaýladaky üznüksiz çözüwini tapmaly. Bu 
matematiki fizikany  Dirihle meselesi diýlip atlandyrylýan esasy 
meseleleri  biridir. 
 
Mysal 2.  

dxdyyxzf
y
z

x
zyxzv

D

),(2)],([
22

 
 

D ýaýlany  araçäginde z funksiýa berlen. ).  Berlen ýagdaýda 
Ostrogradskini  de lemesi eýle görnü e eýe bolýar: 

 

),(2

2

2

2

yxf
y

z
x

z , 

ýa-da gysgaça  
z=f(x,y), 

Bu de lemä Puassony  de lemesi diýilýär. Ol hem matematiki 
fizikany  meselelerinde köp gabat gelýär. 

 253 

 
)()(,0),(max *

}0{

*

)( **
xGxG f

IxGf

          (5) 

 
G(x*)  köplügi   G  güberçek ýagny,   
 

 
)(,0,1, *

}0{*

xG
I

f

 
 

 görnü li wektorlaryny  toplumyna seredeli . u köplük üçin (5) 
de sizlik saklanylýar: 

 
max( )>0,  hemme    üçin                         (6) 

  
Ýöne bu G  nul wektory saklaýandygyny a ladýar. Dogrudanda 
G  ýapyk çäkli güberçek köplük. Eger G  nuly saklamadyk 
bolsady, onda nul nokatdan 1(§2) häsiýete laýyklykda  hemme 

G , (a, )<0 kanagatlandyrýan a normal bilen gipertekizlik 
geçirip bolardy. Ol blsa (6)  de sizlige gar y gelýär. G  - ni  nul 
wektory saklaýandygyndan  

 
 

*

,000
Ii

ii  

 
bu ýerde )(),( **

0 0
xGxG

ifif  

kanagatlandyrýan eýle bir 1},0{,0 *I  sanlar 

bardygy gelip çykýar, eýle hem ,00  sebäbi tersine bolan 
halatynda W köplük bo  bolardy. 

*

)()()( 001
Ii

ii xfxfxL  

funksiýa seredeli . Bu  funksiýa güberçek we x* nokada GL1(x*) 
umumyla dyrylan gradiýenti  köplügi 
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fi(x*)>0  bolsa, onda bu .,...,1,0)()(
1

**
0 mixfxf

m

i
ii   

ýokardan çäklilige gar y gelýär. onu  üçin hemme i=1,…,m üçin  

fi(x* 0, ýagny 
*x . So ra x  bolanda 0)(

1

m

i
ii xf  we 

ol sebäpli: 

)()()()( *
0

1

**
00 xfxfxfxf

m

i
ii

  
unlukda x* optimal çözüw.  

 Zerurlygy. Goý, x* optimal çözüw bolsun. Fi(x*)=0 
kanagatlandyrýan eýle bir mi ,...,1  elerden ybarat bolan I* 
indeksler köplügine we so ra ähli 

*Ii  üçin 0)( *xfi  
kanagatlandyrýan eýle bir  wektory  W köplügine garaly . Goý, 

}0{Wk  bolsun.  
 Bellik.  Eger I* bo  bolsa  onda  W köplük erkin nul däl 
wektorlarda ybarat,  k köplük bolsa bütin gi ligi doldurýar diýip 
hasap ederis. W-ny emele getirýän wektorlary  köplügi – bu x* 
nokatdan bolup biljek ugurlary  köplügidir, ýagny )(ix  
kanagatlandyrýan eýle bir t( )>0 san tapylýan  ugurlardyr. Bu 
ýerde  köplügi  içki nokatlaryny  bölek köplügi. Sleýter 
erti bize W köplügi  bo  dälligini berýär. x* - minimum nokady 

bolany üçin, mümkin bolan islendik ugurda f(x) kemelmeli däldir, 
ýagny W girýän islendik ugur boýunça önüm otrisatel bolmaly 

däldir. 0)( *
0 xf  kanagatlandyrýan  köplügini W0 diýip 

belgiläli . A akdaky ert ýerine ýetirilmeli:  
00 WW , diýmek, 

*Ii  bolanda )()( **
0 xfwexf i ol bir 

wagtda otrisatel bolýan  ugur ýokdyr. Islendik  üçin   
 

0),(maxmax
)(}0{ ** xGI f

 

 
gelip çykýar. Bu ýerden: 
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Mysal 3. Üstü  minimal meýdanyny tapmak meselesi C   berlen 
kontur ýapylanda ol a akdaky minimum funksionaly der emeklige 
getirýär. 

dxdy
y
z

x
zyxzS

D

22

1)],([
 

 
Onda Ostrogradskini  de lemesi a akdaky görnü de ýazmak 
bolýar: 
 

0
11 2222 qp

q
yqp

p
x

, 

ýa-da  
 

0121
2

2

222

2

2

x
z

y
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yx
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x
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y
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x
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ýagny her bir nokady  orta egriligi nula de . Minimal üstleri  
fiziki ýerle dirmesi sabyn köpügi  gabygy C berlen kontury 
ýapýar. 
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§8. Perimetrik görnü däki wariasion meseleleri  çözüli i. 
       
Bir näçe wariasion meseleleri  çözüwini perimetrik görnü de 
gözlemek amatly bolýar.Meselem ýokarda sereden ižoperimetrik 
meselede berilen uzynlygy ýapyk  egri L-çyzyk bilen çäklendirilen 
maksimum S meýdany kesgitlemeklik üçin ony çözüli ini  

  görnü de gözlemek a sat bolmaýar, sebäbi meseläni  
manysyna görä  funksiýa bir bahaly däldir, a görä 

seredilýän meseläni  çözüli ini   perimetrik 
görnü de gözlemeklik amatly bolýar. a görä häzirki ýagdaýda 
funksionaly  ekstremumyny a akdaky görnü de gözlemek gerek. 

 

 
1-nji surat 
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çözüwlerini  gözlegini a satla dyrýan  örän möhüm indiki 
häsiýete eýe: 
Teorema 1: Güberçek programmirlemäni  meselesini  islendik 
lokal minimumy global minimumdyr.  
Subudy: Eger  

*x  lokal minimumy  nokady bolsa onda eýle 

bir S(x*) etrap bar bolup, )( *xSx  bolanda f0(x)-f0(x* 0 

ýerine ýeter. Goý, x  degi li nokat we )()( *xfxf  bolsun. 
Goý 10  bolsun.  

 
)()()()1())1(( *** xfxfxfxxf  

 

Ýöne kiçi )()1( ** xSxxda  gar ylyga geldik . 
bu ýerden x* nokada global minimuma ýetilýändigi gelip çykýar.  
Teorema 2: (Kun-Takkeri  teoremasy). Goý, (2-3) meseläni   
ýaýlasyny  içki nokatlary bar bolsun, ýagny sleýter erti 
kanagatlansyn: ähli i=1,…,m  üçin fi(x)<0 kanagatlandyrýan 
x  bar bolsun. Onda x* (2-3) meseläni  optimal çözüwi 
bolmagy ücin (x* *) jübüti  

 

0;,)()(),(
1

0 n

m

i
ii ExxfxfxL  

 Lagranž funksiýasyny  sedlowoý nokady  bolýan otresatel däl m 
ölçegli        m

ii 1
*}{  wektory  bar bolmagy zerur we ýeterlik, 

ýagny: 
 

.,...,1,0)()(

)()()()(

1

**
0

1

***
0

1

*
0

mixfxf

xfxfxfxf
m

i
ii

m

i
ii

m

i
ii

        (4) 

 Subudy:  
Ýeterligi: Goý, (4) ýerine ýetirilýän bolsun. Eger käbir I üçin  
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§7. Çyzykly däl güberçek  programmirlemä gelýän amaly 
meseleler 

 
M  ýapyk güberçek köplükde f0(x) güberçek funksiýany  minimal 
bahasyny tapmaklygy  meselesini biz güberçek 
programmirlemäni  meselesi diýip atlandyraly . M köplügi   
fi(x) 0 (i=1,..,m) güberçek de sizlikler ulgamy bilen kesgitlenýän 
ýagdaýa seredeli . Güberçek programmirlemäni  meselesi 
hökmünde biz indiki meselä dü üneris: 
  

fi(x) 0; i=1,…m                                 (1) 
 fi(x) 0, i=1,…,m    çäklenmelerde             
 

min f0(x)                                            (2) 
 
tapmaly. Bu ýerde mxf ,...1,0),(  - n ölçegli En ýewklid 
gi liginde kesgitlenen güberçek funksiýalar.  fi(x) 0  görnü li 
her bir de sizlik ýa bo  ýa-da i  güberçek köplügi kesgitleýär. 
Dogrudanam, goý i  bo  däl x1,x2 i  ýagny fi(x1 0, fi(x2 0 we 
goý 1, 2 0, 1+ 2=1 bolsun. Onda fi(x) güberçekligi 
esasynda alarys:  

)3(0)()()( 2221112211 xfxfxxf i  
 
Diýmek ixx 2211 . Bu ýerden i  güberçek köplük. Onu  
ýapyklygy ýerlikli (2) de sizlikler ulgamyna ýa ba  ýa-da ýapyk 

we güberçek bolan i

m

i 1
 köplük degi li. Eger  bo  bolsa, 

onda (2-3) meseläni  ýolbererlik  çözüwleri ýokdur. Eger  çäkli 
bolsa, onda meseläni  çözüwi bar, sebäbi üznüksiz funksiýa (fi(x) 
güberçek funksiýa üznüksiz ) ýapyk çäkli köplükde minimal baha 
eýe bolýar. Eger  çäkli däl bolsa, onda optimal çözüw bolman 
hem biler. Güberçek programmirlemäni  meseleleri olary   
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 - erti ýerine ýetse nirede L-perimetir 

hemi elikdir.Goý, a akdaky funksionaly ekstremumy 
der änimizde 

 

ýokarda seredilen funksional özgerdilenden so ra, integral 
agyndaky funksiýa, a akdaky görnü de eýe bolýar. 

 
ýagny aýdy  görnü de t-ni özünde saklamak eýle hem  

näbellilere görä ýönekeý görnü li funksiýa bolup, ýönekeýligi  
birinji derejesindedi. 
   eýlelik bilen -funksional erkin däl funksional 
bolup  a akdaky görnü de eýedir. 

 
 2-i funksiýa bagly bolup, örän hususy ýagdaýda eýle 

funksional emele gelýär, integral a agyndaky funksiýa aýdy  
görnü de özünde t-ni saklamaýar we birinji derejeli ýönekeý bolup 
eýle hem we näbellilere görä ýönekeýdir. Eger biz ba ga 

bir görnü li perimetrik egrilere seretsek  onda 
funksional  a akdaky görnü de özgerer 

 
gör ümiz ýaly funksional  öz görnü ini üýtgedenok haçan 
perimetrik görnü  üýtgäni bilen.Diýmek funksional   
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perimetrik görnü e bagly bolman ol di e egrini  görnü ine 
baglydyr.Bu erti  dogrydygyna biz a akdaky tassyklamany  
esasynda göz ýetirip bileris. 
   Eger  funksionaly  integral a agyndaky funksiýasy 

 
t-ni aýdy  görnü de özünde saklamasa we ýönekeý görnü li birinji 
derejeli funksiýa we onu  önümleri   bolsalar, onda 
funksional  di e   we  
egrilere  bagly bolup, onu  perimetrik görnü ine bagly bolmaýar. 
Ýagny  nirede   
Indi bolsa täze perimetrik görnü e seredeli  goý  

 
Onda 

 
 

-ýönekeý funksiýa bolýanlygy üçin we birinji dereje 
ýönekeýligi we onu  önümlerini  we  hem ýönekeýligi üçin 
 

 
Bu ýerden 
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çäklendirmeler ulgamy bolsa  islendik G ýaýlada 
 

)7(0

)6(
1

j

n

j
j

x

CxG  

 
 

(5)-(7) jx -baglylykda çyzykly ýa-da çyzykly däl 
programmirlemäni   meselesi bolýar. Ýene bir meselä seredeli , 
ýagny goý gurlu yk guramasy n-dürli senagat gurlu uk binalaryny 
galdyrmak üçin tab yryklary ýerine ýetirýän bolsun. Gurlu ygy  
binalaryny  j-nji görnü i islendik bir tehnalogiki shemada ýerine 
ýetirilýän bolsun. Eger l-nji binany s-nji tehnalogiki shemada 
ýerine ýetirilýän bolsa onda seri deleri  çykdajylaryny  ululygy - 

lsa , netijede gurlu ygy  guramasy C( lsx )-ululykda girdeýji 
almaga mümkinçilik berýän  bolsun. eýle bir shemany saýlap 
almaly, haçan galdyrylan senagat binalary gurlu yk max girdeýji 
berýän bolsa, onda onu  max modeli  
 

n

l
a

ls

jls

n

l

k

s

j
ls

n

l

k

s
ls

xFxF

ks
nlx

mjbxa

xCxF

1

1 1

1 1

)()(

),1(eger,0
),1(eger,1

),1(

max)()(

 

görnü de alynýar. 
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bahany tapmak üçin (1)-(2) de sizliklere hem-de (4) erte (2)-(3) 
göz ö üne tutmak bilen tapmak bolýar. (1)-(2) degi lidir: biz bazis 
usulyny ulanyp, we go maça (2-3) ertler göz ö ünde tutup, 
tükenikli  ädimden so ra bu meseläni  optimal çözüwini  
bardygyny ýa-da ýokdugyny kesgitläp bilýäris. eýlelikde kwadrat 
programmirlemäni  meselesini  çözüli  prosesi a akdaky 
tapgyrlardan durýar: 

1) Lagranžy  funksiýasyny düzmeli; 
2) (1)-(2) görnü de hökmany we ýeterlik ertini Lagranžy  

funksiýasy üçin eýer nokatlary  bardygyny görkezmeli; 
3) Täzeden go maça girizilen bazisleri  üsti bilen onu  

usulyny ulanyp, Lagranžy  funksiýasy üçin eýer 
nokatlary  bardygyny hem-de onu  koordinatalaryny 
görkezmeli, eger-de ýok bolsa, onu  ýokdugyny 
görkezmeli. 

4) Netijede meseläni  optimal çözüwini kesgitlemeli we 
maksat funksiýany tapmaly. 

 
 Separabel meselelere gelýän  amaly meseleler. 
 
 Ykdysadyýetde wajyp meseleleri  içinde pudaklary   
kärhanalary  olary  bölümlerini  we bölümçelerini  arasynda 
maýa goýumlary  optimal bölüni ini  meselesi örän gyzykly 
meseledir. 
 Goý, bize a akdaky görnü de mesele berlen bolsun. Goý n 
dürli pudaklary  ozone mahsus bolan önümleri öndürýän bolsun, 
maýa goýumlary  peýdalylygy j-njy pudagy  girdeýjisini  jq -
ululyga baglylykdaky funksiýasy bilen kesgitlenilýär. C-ululygy 
ýagny seri deleri pudaklar arasynda eýle bölünmeli, netijede jemi 
alynýan peýda max bolmaly, eger bu funksiýa çyzykly bolsa, onda 
biz çyzykly programmirlemäni  meselesini alýarys, ýagny bize 
belli bolan: 

n

j
jj xqxF

1

)5(max)()(  
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ýagny integral a agyndaky funksiýa  üýtgemedi onu  perimetrik 
görnü ini  üýtgemegi bilen Dugany  uzynlygy  
 

, 

 
   - egri bilen çäklendirilen meýdan eýle 

funksionallara mysal bolup biler.Funksionaly  ekstremalyny 
tapmak üçin onu  a akdaky görnü ine seredeli   

 
nirede -ýönekeý funksiýa birinji derejeli we  görä. eýle 
hem funksional üçin Eýleri  de lemesini  sistemasyny çözmeli 
 

 
 

ýöne seredilýän  hususy ýagdaýda bu de lemeler özara 
baglan yksyz däldirler. Bu de lemeleri  birisi beýlekisini  netijesi 
bolup durýar. onu  üçin birini alyp ony integrirläp perimetri 
saýlap  kesgitleýän de leme bilen bilelikde.  
Meselem 

   de lemä      
 
birikdirip, ýagny perimetir dugany  uzynlygyny almalydygyny 
görkezýär. 
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§9. Esasy wariasion prinsipini  birnäçe mehaniki meselelerde 
ulanyly y 

 
          Mehanikada  esasy wariasion prinsip diýip Ostragradskiý-
Gameltony  stasionarlyk hereketini  prinspine aýdylýar.  
Hakykatdan hem material nokatlary   sistemasyny  hereketi onu  
stasionar bahalaryny kanagatlandyrýar. 
    Ostragradskiý-Gamiltony  stasionar täsir ediji prinspi 
mehanikada esasy wariasion prinsip bolup kesgitleýji material 
nokatlary   sisremasyny  hereketi bilen özara mümkin bolan 
bilelikdäki  arabaglan ygy  esasynda stasionar bahalary  berýän  
hakykatdan  emele gelýän hereketi  integraly 
 

                        (1) 
 
nirede T-kinetik energiýasy U-potensial energiýa sistemasy. Bu 
prinsipi birnäçe mehaniki meselelere  ulanaly . 
Mesele. Goý bize       massaly, material  nokatlary  
sistemasy  berlen bolsun, eýle hem  ol nokatlary  
koordinatalary ,o a  täsir ediji güýçler  bolup güýç 
funksiýasyna  U-eýedir (potensial),we di e koordinatalara  bagly 
bolup 
 

  ;    
 
 

Nirede  , -wektory  koordinatalary,bolup -
nokatlara täsir  ediji güýçdir.Bu sistemany  hereketini  
differansial de lemesini tapmaly. 
   Bu ýagdaýda kinetiki energiýa 
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§6. ekillendirilen kwadrat programmirlemäni  meselesi üçin 
Lagranžy  funksiýasy 

 

)(
11 11

n

j
jijii

n

k

n

j
jkkj

n

j
jjn xabyxxCxdL  

eger-de 
  

),...,,,,...,,(),( 00
2

0
1

00
2

0
100 nn yyyxxxxyL  

 
eýer  nokatlary bolsa, onda bu nokatlarda ýokardaky gatna yklar 
ýerine ýetýär. Egerde biz go maça täze näbelliler girizsek, ýagny 

ij WV ,  de sizlikleri de lemä öwürip kwadrat programmirlemäni  
meselesini  matematiki modellerini a akdaky görnü de ýazmak 
bolýar. 
 

0,0,0,0
)4(),1(0
)3(),1(0

)2(),(0

)1(),1(0

00

0

0

0

0

iij

ii

jj

i
i

j
j

yWVx
miWy
njVx

miiW
y
L

mjV
x
L

 

 
      Ýokarda berlen kwadrat programmirlemäni  meselesini 
çözmek üçin (1)-(2) ýerine täzeden alynan (1) we (2) sistemany  

yn çözüli ini kesgitlemeli. Ol bolsa (3) we (4) ertleri  
kanagatlandyrýan ýagdaýynda kesgitlemeli. Bu çözüw bolsa 
go maça näbellilerini ýagny bazisi girizip, onu  usulyny 
peýdalanyp bu meseläni  çözüwini peýdalanyp bolýar, egerde 
maksat funksiýa 
 

maxiMyF  
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§5. Kwadrat programmirleme meselesi we onu  matematiki 
modeli 

 
Kesgitleme 1. nxxx ,...,, 21  näbellilere görä kwadrat görnü li 
diýlip, ol näbellilere  göräsan funksiýasyna aýdylýar we a akdaky 
görnü de ýazylýar. 
 

n

k

n

j
xkkj j

xxCxxC

xxCxxCxxCxxCxF

1 1
2222

1221311321121111

...

...)(
 

 
Kesgitleme 2.  F(x) kwadrat görnü  o yn däl diýlip aýdylýar, eger 
islendik nxxx ,...,, 21  saýlanan näbellileri   bahasy üçin hemme 
näbellileri  bahasy bir pursaty  özünde 0-a de  däldir. 
 
Teorema.      Kwadrat görnü  güberçek funksiýa bolýar, eger ol 

yn ýarym kesgitlenen  bolsa we oýuk funksiýa bolýar, eger ol 
yn däl ýarym mesele bolsa. 

 
Kesgitleme: F(x) funksiýany  bahasyny  max hem-de min 
bahasyny kesgitlemekden durýar, eger ol a akdaky ertleri ýerine 
ýetirýän bolsa: 
 

)3(0

)2(

)1()(

1

1 1 1

j

n

j
ijij

n

j

n

k

n

j
jkkjjj

x

bxa

xxCxdxf
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Mehanikadaky wariasiýany  esasy prinsipi bolup Ostragradskiý-
Gameltony   stasionar täsir ediji prinsipine aýdylýar. 

 Nokady  impulsy onu  tizligi we  massasy arkaly a ladylýar 
we ol  nokady   i  möhüm häsiýetnamalaryny  biri bolup, 
mehaniki ö e hereketi  ölçegidir. 

 Kinetik energiýa jisimi  mehaniki hereketini  ölçegidir.Onu  
ululygy togtadylyp ba landan so  , doly durýança jisimi  ýerine 
ýetirip biljek i ine de dir. 
 

   ululyk. 
 

 Ýokary galdyrylan jisimi  ýa-da gysylan pru£ini  ätiýaç 
energiýasyna  potensial  energiýa diýilýär. 

 Güýjü  ýerine ýetirýän i i jisimi  orun üýtgetmesini  
traýektoriýasyna bagly  bolsa,beýle güýçlere dissipatiw güýçler 
diýilýär.O a sürtülme güýçler mysal bolup biler. 

 Ulgamy  kinetik we potensial energiýalary  jemi bu ulgamy  
doly mehanik energiýasyny berýär. 

 
Potensial  energiýa sistemasy -de dir.Eýleri  de lemeler 
sistemalary  integraly üçin a akdaky görnü e eýe bolup biler. 
 
 

 ;  
 
 

ýa-da 
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Eger hereket haýsy hem bolsa bir ,azat sistema degi li bolup o a 
bagly bolsa 
 

 
 

 
Onda m  näbellileri 3n  baglan ykly de lemeden azat 
näbellileri  üsti bilen a ladyp  ( t-wagty hasaba almazdan ) ýa-da 
hemme  3n   näbellileri   3n-m  täze  baglan yksyz   näbellileri  üsti  
bilen  a ladyp koordinatalaty 

 
Onda we U-energiýalara edil funksiýa hökmünde seretmek 
mümkin bolardy.  

 
we t; 

 
 

Onda Eýleri  de lemeler sistemasy a akdaky görnü e eýe bolar: 
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wektor bar bolup, 00
iy  bolsa, ),( 00 YX -Lagranžy                       

funksiýasyny  eýer nokatlary bolsa. 
 
    Eger f(x), g(x) funksiýalar üznüksiz  differensirlenýän bolsalar 
onda teorema 2 analitik a latmalar bilen doldurylan bolmagy 
mümkin, ol bolsa  öz gezeginde Lagranžy  funksiýasyny   

),( 00 YX  nokatlarda eýer nokatlary  bolmagyny kesgitlenen 
hökmany ertidir hem ýeterlikdir. 
 

),1(00 nj
x
L

j

                                     (6) 

 

000

j
j x

Lx                                               (7) 

 
),1(0 njx j                                         (8) 

 

),1(00 mi
y
L

i

                                  (9)                          

00

i
i

Ly                                           (10) 

  
),1(00 miyi                                  (11) 
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Netije. (10-12)-ä güberçekligi ýa-da oýuklygy dine )(xg i  görä, 
haçan f(x) bilen, )(xg i  funksiýalar bir wagty   özünde oýuk hem-
de güberçek bolmasa. 
 
Teorema1. islendik lokal max(min) güberçek programmirlemäni  
meselesi bolsa onda ol ol bir wagty  özünde  global hem bolýar. 
Teoremany  subudy güberçekligi  hem oýuklygy  üsti bilen 
ýönekeýje subut edilýär. 
 
Kesgitleme 5: (1-3) programmirlemäni  meselesinde Lagranžy  
funksiýasy diýlip, a akdaky funksiýa aýdylýar: 
 

m

i
niii

nmn

xxxgby

xxxfyyyxxxL

1
21

212121

)],...,,([

),...,,(),...,,,,...,,(
 

Nirede myyy ,...,, 21 - Lagranžy  köpeldijisi. 
Kesgitleme 6: ),...,,,,...,,(),( 00

2
0
1

00
2

0
100 mn yyyxxxYX  nokatlara 

Lagranžy  funksiýasyny  eýer nokatlary diýilýär. 
 

),...,,,,...,,(

),...,,,,...,,(),...,,,,...,,(

21
00

2
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1

00
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Eger a akdaky ertler ýerine ýetýän bolsa: 
 

),1(),,1(00 minjywex ij  
 

Teorema 2. (Kun-Tekkei ) (10-12) üçin mümkin bolan (rugsat 
edilen) çözüwleri  köplügi  kadala dyrma häsiýetine eýe bolýan 
bolsa, onda 00

2
0
10 ,...,, nxxxX  nokatlary  optimal nokatlar bolýar, 

ýagny optimal meýilnamasy bolýar, haçan 00
2

0
10 ,...,, myyyY  
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§10. Dartylan simi (tary ) azat yrgyldylaryny  differensial 
de lemesi 

 
Koordinatalar ba langyjyny  simi  bir ujunda ýerle direli . Sim 
ox-okuna görä dartyltyp durnukly ýagdaýda bir gönüni  üstünde 
ýerle dirilen. Ol göni ox-oky bilen gabat gelýär. Onu  t-pursatda 
durnukly ýagdaýdan  süý mesi gy armasy -absissa we t 
görä funksiýa bolýar. 

 
1-nji surat 

 
Absolýut ýum ak simi , U elementi  potensial energiýasy ,simi  
dartgynlygyna  proporsionaldyr. Simi  dx bölegi maýy gaklyk 
ýagdaýa, tükeniksiz kiçi ýokary tertipli takyklykda ,onu  uzynlygy  
 

 
 

we elementi  degi lilikde uzalmasy 
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  de . Teýlory  formulasy esasynda. 

 

 
 

ýeterik derejede kiçi diýip, -ni  ýokary derejelerini 
hasaba almazdan, potensial energiýany  elementini  
de  diýip hasap edip(k-proporsional köpeldiji), umumy simi  
potensial energiýasy 

 
de dir.  
Simi  kinetiki energiýasy  
 

 
 

de dir, nirede  -dykyzlyk, onda (1) integral bu ýagdaýda 
akdaky görnü e eýedir.  

 

 
 

Simi  herekitini  de lemesi , Ostragragskiýni   funksional üçin 
de lemesidir. eýlelikde simi  hereketini  de lemesi , a akdaky 
görnü e eýedir. 
 

 
 

Eger sim bir tipli bolsa onda  we k hemi elik bolup, simi  

yrgyldysyny  de lemesi ýönekeýle ýär. 
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§4. Güberçek programmirlemäni  meselesi 
 
Goý, bize çyzykly däl programmirlemäni  meselesi berlen  
bolsun, ýagny 
 

)3(    0
)2( ),1(),...,,(
)1(max(min)),...,,(

21

21

j

ini

n

x
mibxxxg

xxxf
 

 
Bu meseläni çözmek üçin belli bir ýol ýokdur.ýöne f(x), g(x)-
go maça çäklendirmeler go ulyp, birnäçe de lemeler synpyna 
görä örän o at çözmek bolýar. Meselem, f(x) funksiýa güberçek 
we çözüwi bar bolan ýaýlasy güberçekdir (oýukdyr). 
Kesgitleme1:  x güberçek köplükde berlen f(x)-güberçek diýilýär, 
eger islendik nokatlar ol x-dan bolup, islendik  üçin a akdaky 
gatna yk ýerine ýetýän bolsa  
 

)10(  
)4()()1()(])1([ 1212 xfxfxxf  

Kesgitleme2: Eger x güberçek köplükde berlen f(x) funksiýa oýuk 
diýilýär, eger islendik 2 nokatlar ol x-dan bolup, islendik  üçin 

akdaky gatna yk ýerine ýetýän bolsa, )10(  
 

)5()()1()(])1([ 1212 xfxfxxf  
 

Kesgitleme3: (1-3) de ligi  mümkin bolan (rugsat edilen) çözüwi 
kadala dyrma erti kanagatlandyrýar diýilýär, eger i  bolmanda 
ýeke-täk ix  nokat bar bolup, mümkin bolan  ýaýlasyna degi li 
bolsa we ii bxg )(  de sizligi ýerine ýetýän bolsa, onda ol 
kadala dyrylandyr. 
 
Kesgitleme4: (10-12)-ä güberçek meselesi diýlip aýdylýar, eger 
f(x) funksiýa anyk (güberçek), g(x) tersine güberçek (oýuk) bolsa. 
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2) Näbellilerden x we L köpeldijilerden i  hususy önümleri 
alyp, o-a de läp almaly; 

3) Emele gelen (8-9) çözüp, tapylan nokatlary  meseläni  
ekstremumyny kesgitlemeli. Tapylan nokatlary  içinden 
max(min) nokatlary kesgitläp, optimal çözüwini tapmaly. 

 
Bellik:Lagranžy  köpeldiji usulyny haçan 

),1(),...,,(
max(min)),...,,(

21

21

mibxxxg
xxxf

ini

n   

ýagny näbellileri , baglany yk häsiýeti erti de sizlik bolanda 
maksat funksiýany f(x) hiç hili ertsiz ekstremumyny 
kesgitleýäris, sonar bolsa 0-a de läp hususy önümine görä onu  
nokatlaryny kesgitläp olary  içinden g(x) g(x)<b koordinatalary 
tapyp, so ra  
 

bxg

nk
x
g

x
f

kk
)(

,1,0  

 
Ýokardaky erti kanagatlandyrýan nokatlary kesgitleýäris. 
De lemäni kanagatlandyrýan nokatlary tapyp, g(x)<b bolsa, ol 
de sizligi kanagatlandyrýan edil ertsiz ekstremumy tapyly y 
ýaly, so ky de sizlige görä tapylan nokatlary der emeli. 
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Goý ,sime da ky güýç täsir edýän bolsun,ýagny  sime 
perpendikulýar, bolup haçan ol durnukly (asudalykda ) birlik 
massa hasabynda ,onda ol -da ky täsir ediji güýç 
bolup Ostragradskiý-Gamiltony  de lemesi (1) a akdaky görnü e 
eýe bolar: 

 
 

Simi  mejbury  yrgyldysyny  de lemesi  
 

 
 

Eger sim bir tipli bolsa : 
 

 
 

Edil onu  ýaly edip membranany  yrgyldysyny  de lemesini 
hem almak bolýar. 
 

 
 

Ol bolsa material nokatlary  ulgamyny  hereketlerini  özara 
mümkin bolan, ýagny özara bilelikde baglan ykly hakyky  
hereketi ýerine ýetirýändigini tassyklaýar we stasionar bahany 
berýän prinsip bolup (ýagny, degi li argumentleri  bahasy, 
netijede bolsa funksiýany  wariasiýasy nula de ).  
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§11. Göni çyzykly Steržini  yrgyldysyny  de lemesi. 
 

Goý OX oky Steržini  okuny  ugry bilen gabat gelýän 
bolsun, goý ol asudalyk ýagdaýynda bolsun. Haçan durnukly 
ýagdaýyndan üýtgäninde u (x,z) funksiýa t wagta görä x-görä 
funksiýa bolar. L-uzynlykda bolan Steržini  kinetiki energiýasy  

 

 
 

Biz Steržini dartylmaýan diýip hasap edýäris. Maýy gak 
Steržini  potensial energiýasy, haçan egriligi  hemi eliginde, 
onu  inedördüline proporsional bolanda onda Steržini  potensial 
energiýasyny   du differensial de lemesi   

 

 
 
 

Onda bütin Steržini  potensial energiýasy, egriligi  oky 
umuman aýdanda üýgeýan bolsa, onda ol a akdaky görnü e 
eýedir.  

 
 
 

Eger biz Steržini  durnuklylykdan onu  üýtgemesi örän kiçi 
diýip hasap etsek, onu  üýtgemesi örän kiçi diýip hasap etsek, 
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§3. Lagranžy  köpeldiji usuly 
 
Goý, bize çyzykly däl programmirlemäni  esasy meselesini  
görnü i berlen bolsun: 
 

max(min)),...,,( 21 nxxxf                              (1) 

)3(),1( 0
)2(  ),1(),...,,( 21

njx
mibxxxg

j

ini  

 
Bu meseläni  çözüwini kesgitlemek üçin täze näbelliler girizeli : 

n,...,, 21 . Girizilen näbellilere Lagranžy  köpeldijileri diýilýär, 
onda ol näbellileri köpeldip, alynan funksiýa bolsa Lagranžy  
funksiýasy diýilýär. 

)4()],...,,([

),...,,(),...,,,,...,,(

2
1

212121

niii

m

i
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nmn

xxxgb

xxxfxxxF
 

Egerde biz Lagranžy  funksiýasynda degi lilikde  hususy 
önümleri kesgitlesek onda biz (n+m) sany de lemeler ulgamyny 
alarys: 
 

m

i
nii

i

m

i j

i
i

jj

xxxgbF
x
g

x
f

x
F

1
21

1

)6(  0)],...,,([

)5(    0
 

 
Emele gelen (n+m) näbellilerden durian islendik sistemany  (5-6) 
çözüli ini kesgitlesek, onda f(x) funksiýany  ),...,,( 21 nxxxf  
çözüli i Lagranžy  usuly bilen optimal çözüwi bolýar. Lagranžy  
köpeldijisini  usuly bu optimal çözüwi bolýar. L köpeldijisini  
usuly bilen ekstremal nokatlary kesgitlemek a akdaky punktlardan 
durýar. 

1) Lagranžy  funksiýasyny düzmeli; 
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 Emma )(xi -i  kiçelmesi (3) ertleri  sygy mazlygyna 
getirmeýär. eýlelikde, biz x* nokada minimum alynýandygyna 
gar y geldik. 
Teorema 3. Eger (2-4) meseläni  x* lokal minimum nokadynda 

)()(,...,1,)( *** xRxIkixi  wektorlar ulgamy çyzykly 
bagly däl bolsa, onda eýle gatna yk adalatly:  
 

)(

***
0

*

)(,0,0)()(
xRi

iii xIixx  

 
De sizlikler görnü li çäklendirmeleri  ýagdaýynda „Teorema 3“ 

sat umumyla dyrylýar.  
Teoreme 4. 0)(0,1 **

0 xi i  bolanda ;0*
i  

0)(,0 *xi i  bolanda 0*
i  bolan kesgitli 

k
mii

**  üçin 
(8) de lemeler ulgamyny kanagatlandyrýan x* nokady   (2-4) 

lokal minimum nokady bolmagy üçin ))((),( ** xxL ii   

Lagranž funksiýany  gessiýany x* nokada položitel kesgitlenen 
matrisa bolmagy ýeterlik. Güberçek programmirlemäni  
meselesini  ýagdaýy üçin minimumy  ýeterli we zerur ertleri 
hakyndaky subut eden teoremalarymyz indiki paragrafda subut 
ediljek Kun-Takker teoremada has içgin seredilýär. 
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onda  maýdalawjydaky agzany göz ö üne tutmasak hem 
bolýar, onda  

 

 
 
 

Onda Ostrogradskiý- Gamiltony  de lemesi a akdaky görnü de 
ýazylyp biliner 

1

0

22

0

'''

2
1

2
1t

t

l

xxz dxdtkuu
 

 
Haçan maýy gak steržn erkin yrgyldylar ýagdaýynda bolanda, biz 

akdaky hereketi  de lemesini alarys. 
 

0''
2

2
'

xxz ku
x

u
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Eger steržen ýönekeý bolsa onda  we k hemi elik (const) onda 
sterženi  yrgyldysyny  de lemesi a akdaky görnü de ýazylyp 
biliner. 

    04

4

2

2

x
uk

t
u      

 
 ),( zxf  -da gy güç tasiri. 
Stasionar hereketi  prinsipini ulanyp bolmagy mümkin meýdany  
de lemesini almakda biz skalýar, wektor, tenzor meýdanlara 
seredeli . 
 

),,,,( tzyxWW  
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Bu ýagdaýda onu  integraly
 

dtUT
t

t

1

0

)(  görnü de bolar. 

Bu ýagdaýda umuman 4- kratny (gaz) integrala x,y,z  we wagta 
görä z gi ligi  kordinatalarynda haýsy hem bolsa bir L funksiýa 
Lagranžy  funksiýasyny  dykyzlygy ýa-da Lagranžýan. 
Umuman Lagranžýan W . 
 

t
W

z
W

y
W

x
W ,,,  funksiýa bolýar. 
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onda stasionar hereket a akdaky görnü e eýedir: 
 

dxdydzdt
t

W
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W
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W
x

WWL
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,,,,
 

 
Stasionar hereketi  prinsipini  esasynda meýdany  

de lemesi funksional üçin Ostrogradskini  de lemesi bolýar:  
 

 
 
 
 nirede,      ,     
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.1,...,,02

(8).,...,1,0
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1
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xyxyxL
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k
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iiiii

kmm

   

  
         
Hemme i  üçin, -m<=i<=-1, ýa-da yi=0 ýa-da i=0. yi=0 bolýan 
i indeksleri  I(x) köplügine garaly, ýagny )(xIi  bolanda x 
nokada 0)(xi . (5-7) mesele üçin minimumy  zerur ertleri 

akdaky mesele üçin minimumy  zerur ertleri bilen de  geler : 
)(,...,1 *xIki  üçin i(x)=0 çäklendirmede min 0(x).  Goý, 

x* lokal minimumy  nokady bolsun. Eger 
)(},...,1{)},({ ** xIkixi  wektorlary  ulgamy çyzykly bagly 

däl bolsa, onda 10  bolanda  )( *xIi  üçin otrisatel däl i  - leri 
almalydygyny görkezeli . Hakykatdan hem, goý )( *xIi üçin  

,`0i  bolsun )( *x  ortogonal bolan we eýle bir 0,i   
üçin  ugry  saýlap alaly , bu ýerde i- i  - den ba ga 

)(},...,1{ *xIk  hemme bahalary kabul edýär. Onda u ugur 
boýunça sü mede )(0 x  we ol bir wagtda )(xi  kiçelýär. 
Dogrudanda 
 

0)),(()),(()),((

)),(()),(()),((

**
0
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)/)((,...1
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xxx

xxxL

iiii

ixIki
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we i<0 sebäpli 0)),(( *
0 x .  
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).(),)((
2
1)),(

)(()(),()(
2*

),(
1

**

0
*

0
*

0

xHx

xxxLx

xL

k

i
ii

0)( *xL ,  

)(( *
),( * xH

xL  
položitel kesgitlenen matrisa bolany sebäpli,  
 

)(0
2
1)()( 22*

0
*

0 mxx
 

bu ýerde m>0  )(( *
),( * xH

xL
 matrisany  minimal hususy sany. Bu 

ýerden teoremany  subudy gelip çykýar. Indi käbir 
çäklendirmeleri  de sizlikler görnü inde berilýän ýagdaýa 
geçeli . 

                     

                  ;,...,1,0)( kixi                                 (2) 

                                    1,...,,0)( mixi                             (3) 
 

çäklendirmelerde            
)(min 0 x                                      (4) 

tapmaly. Täze   y-m, … ,y-1   üýtgeýän ululyklary girizýäris we (19-
21) meseläni eýle ýazýarys:  

                                     ;,...,1,0)( kixi                                  (5) 

                                   1,...,,0)( 2 miyx ii                      (6) 
çäklendirmede: 

)(min 0 x                                                (7) 
tapmaly. Lagranž umumyla dyrylan düzgünine laýyklykda 
L(x,y, ) Lagranž funksiýasyny we (1) görnü li de lemeleri 
ýazarys. Bu ýerde: 
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I bapa degi li meseleler 
 
1. Funksionaly  ekstremalyny tapmaly 

          
1

0

21
)]([

x

x

dx
y

yxy  

 
2. Funksionaly ekstremuma der emeli 

1100
2 )(;)(;)2()]([ yxyyxydxyxyyxy  

 
3. Funksionaly ekstremuma der emeli 

        2)1(;1)0(;)2()]([
1

0

22 yydxyyyxyxy  

 
4. Funksionaly  ekstremalyny tapmaly  

        ;)1()]([
1

0

2
x

x

dxyxyxy  

 
5. Funksionaly  ekstremalyny tapmaly  

        ;))162()]([
1

0

22
x

x

dxyyyyxy  

 
6. Funksionaly  ekstremalyny tapmaly  

        ;)()]([
1

0

x

x

dxyyxxy  

 
7. Funksionaly  ekstremalyny tapmaly  

        ;1)]([
1

0

2

2x

x

dx
y

yxy  

8. Funksionaly  ekstremalyny tapmaly  
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        ;)sin2()]([
1

0

22
x

x

dxxyyyxy  

 
 
9. Funksionaly  ekstremalyny tapmaly  

        ;)16()]([
1

0

222
x

x

dxxyyxy  

 
10. Funksionaly  ekstremalyny tapmaly  

        ;)2()]([
1

0

2
x

x

dxyxyxy  

 
11. Funksionaly  ekstremalyny tapmaly  

        ;)22()](),([
1

0

222
x

x

dxzyyyzxzxy  

 
12. Funksional üçin Ostrogradskini  de lemesini ýazmaly     

        dxdy
y
z

x
zyxz

D

22

)],([  

 
13. Funksional üçin Ostrogradskini  de lemesini ýazmaly     
        

.),,(2)],,([
222

dxdydzzyxuf
z
u

y
u

x
uzyxu

D

 

 
14. Funksionaly  ekstremalyny tapmaly  

        .)]([
1

0

3

2x

x

dx
x
yxy  
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biz )(x , k,...,1,0  funksiýalary  2 gezek üznüksiz 
differensirlenmegini we a akdaky kesgitleýjini  noldan tapawutly 
bolmagyny talap etmeli: 
 

))(())...((
:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

))(())...((

))(())...(())(),(())...(),((

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

))(())...(())(),(())...(),((

**

1

*1*

1

1

**1*
2

2
*

1

2

*

1

*

1

1*

1

2
*

2
1

2

hx
x

hx
x
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x
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x
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hx
x

hx
x

hhx
xx
Lhhx

x
L
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n
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k

nnn

k

n

 

 
nn  ölçegli matrisany  merkezi blogy x-e bagly bolan funksiýa 

görnü inde seredilýän L(x, )  Lagranž funksiýany  gessiýany 
bilen laýyk gelýär. Bu gessiýan minimumy  ýeterlik ny anlarynda 
esasy rol oýnaýar. Indiki teorema adalatly: 
Teorema 2.  ( ertli lokal minimumy  ýeterlik erti). Kesgitli 

*
1

* k
ii  bahalarynda we 2 gezek üznüksiz differensirlenýän  

f (x) funksiýalary  ( k,...,1,0 ) bahalarynda (1) de lemeler 
ulgamyny kanagatlandyrýan  x* nokady   lokal minimumy  
nokady bolmagy üçin ),()( *

* xLxL  funksiýany  x* nokatdaky 
gessiýanyny  položitel kesgitlenen matrisa bolmagy ýeterlikdir.  
Subudy: M0 köplükde ),()(0 xLx  we hususy ýagdaýda 

),()( *
0 xLx  de lik adalatly. x* nokady  etrabynda L(x, ) 

funksiýany 2-nji tertipli kiçiler takyklykda dagydaly.  Goý, 
0

* Mx  bolsun. Alarys:  
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güman  edeli .  Goý,  F(h)  –  Žh meseläni  minimum nokadynda 
funksiýany  bahasy bolsun. Onda  

k

j
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j

n

j

j
k

i
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i
ii

hhx
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hhhx
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hdx
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hxhhhxhhxhF
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0
*

1
0

**0
0

2
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11

*
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)(

)(]))(([)(

)(
))(())(()(

));(()())(()())(()(

 
bu ýerde h0 – käbir  0 etrapda  erkin nokat. eýlelikde 

11 )0()0(
dh
dF . Ýokarda getirilenlerden biz indiki netijäni 

çykaryp bileris. Eger kihx ii ,...,1,)(  çäklendirmelerde  

)(min 0 x  meseläni  funksiýasyny  optimal bahasy 
de likleri  (h={h1,…,hk} wektory ) sag böleginden alnan 
F(h1,…,hk) differensirlenýän funksiýa bolsa onda bu 
funksiýany }ˆ,...,ˆ{ˆ

1 khhh  nokatdaky gradiýenti Lagranž 
köpeldijileri  )(),...,(1 hh k   wektory bilen de  gelýär. Haýsy 
ýagdaýda teoremany ertleri ýerine ýetirilýär?  

)(),...,(1 hh k  we x*(h) baglylykda – a akdaky de lemeler 
ulgamyny kanagatlandyrýan anyk däl funksiýalardyr: 
 

.,...,1;0)(

)1(.,...,1;0)()(
1

0

kihx

njx
x

x
x

ii

k

i i

i
i

i   

 
 Anyk däl funksiýalar baradaky teorema esasynda berlen nokada 
anyk däl funksiýa boýunça önümleri  bar bolmagy üçin 
de lemeleri  çep bölegini  hemme üýtgeýän ululyklary boýunça 
üznüksiz differensirlenmegi we baglany dyrýan üýtgeýän 
ululuklary boýunça ýakobiýan noldan tapawutly bolmagy zerur. 

eýlelik bilen, (1) – i  formal differensirlenme mümkinçiligi üçin 
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15. Funksionaly  ekstremalyny tapmaly  

        .)2()]([
1

0

22
x

x

x dxyeyyxy  

 
16. Funksionaly  ekstremalyny tapmaly  

        .)sin2()]([
1

0

22
x

x

dxxyyyxy  

 
17. Funksionaly  ekstremalyny tapmaly  

        .)2()]([
1

0

22
x

x

dx
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18. Funksionaly  ekstremalyny tapmaly  

        .)22()]([
1

0

222
x

x

dxxyyyxxy  

 
19. Funksionaly  ekstremalyny tapmaly  

        .)sin22()]([
1

0

222
x

x

dxxyyyyxy  

 
20. Funksionaly  ekstremalyny tapmaly  

         .)32()]([
1

0

22
x

x

dxyxyyxy  
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II Bap. Gyra nokatlary hereket edýän wariasion meseleler 

§1. Wariasion hasaplamada gyra nokatlaryny  süý meginde 
emele gelýän ýönekeý meselesi 

 
Funksionaly  umumyla dyrlan meselesini  wariasiýasy. Gyra 
nokatlaryny  süý meginden emele gelen wariasion meselede 
Eýleri  de lemesi:Transwersallyk erti. 
 

 
 

(x0,y0), (x1,y1) – berilen nokatlar. 
Eger nokatlary  birisi ýa-da ikisi hem sü ýän bolsa, onda 
seredilýän egriler klasy gi elýär, ýagny umumy nokatlary bar 
bolanlardan ba ga hem gary yk gyra nokatlaty bar bolan egrileri 
hem almak bolýar. a görä eger haýsy hem bolsa, bir egride gyra 
nokatlary süý ýän meselede y=y(x) ekstremuma  ýetýän bolsa, 
onda umumy gyra nokatlary bar bolan meselä görä ekstremuma 

ry ýany bilen ýetýändir(ýagny dar klasa görä). Ýagny Eýleri  
de lemesini  çözlü i bolmaly, 
 

0yy F
dx
dF  

 
Diýmek ekstremuma eye bolýan y=y(x) egriler gyra nokatlary 
süý ýän meseläni  ekstremaly bolmaly. Belli bol y ýaly Eýleri  
de lemesini  umumy çözüwi özünde iki sany azat hemi elikleri  
saklaýar, olary kesgitlemeklik üçin bolsa hökman iki sany erti 
gerek bolýar. Hereket etmeýän gyra nokatly mesele üçin ol ertler 

akdaky görnü de seredilýär y(x0)=y0 ,y(x1)=y1  gyra   notatlary  
hereket edýän meselede bir ýa-da iki ertler göz ö ünde 
tutulmaýar (ýagny olar ýok). Eýleri  de lemesini  umumy 
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§2. Çyzykly däl programmirlemede  Lagranjy  
köpeldijilerini  umumyla dyrylan düzgüni 

 
Teorema1. Eger )(0 x  funksiýany  0)(xi  giperüstü  
kesi mesinde x* minimum (maksimum) nokady bolsa,  En-de  

v(x) üznüksiz differensirlenýän  funksiýalar,  v=0,1,…,k, onda  

0)( *

0
xv

k

v
v

 
 
 

 kanagatlandyrýan ählisi nola de  bolmadyk  k,...,, 10   

sanlar bardyr. Eger 00x  bolsa onda 
0

i
i  ululyklara  

meseläni  Lagranž köpeldijileri diýilýär.  
 

L(x, )= 0(x)+
k

i
ii x

1
)(  

 
funksiýa Lagranž funksiýasy diýilýär. M0 ýaýlasynda Lagranž 
funksiýany  bahasy 0(x)-i  bahasy bilen de  gelýär. Zn meseläni  
ma galasyna garaly:  

,,...,2;0)(
,0)(

),(min

1

0

kix
hx
x

i  
 

Z0  mesele bilen x de  gelýär. Z0 mesele Lagranžy  köpeldijilerine 
eýe diýip, eýle hem )(h  Lagranž köpeldijileri we zn meseläni  
x*(h) çözüwi käbir O etrapda h boýunça differensirlenýän diýip 
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seredeli. Bu funksiýa üznüksiz differensirlenýän we t=0 bolanda 
minimuma öwrülýär. Minimumy  zerur ertinde (6)-y 
kanagatlandyrýan erkin  
 

l

j

t
x

 
üçin  

,,...,1,0)0()(
1

00 knl
t
x

x
xt l

j
n

j jl  
 

 gelip çykýar. Bu ýerden: 
 

k

i j

i
i

j

njx
x

x
x 1

**0 ,...,1),()(
 

ýa-da wektor formulada: 

                             
)()( *

1

*
0 xx

k

i
ii

                                (7) 
 

kanagatlandyrýan k,...,1  tapyljakdygy gelip çykýar. Bu 

Logranž köpeldijilerini  belli düzgünidir. Ol  
k
ii x 1

*)(    
wektorlary  çyzykly bagly dälligi esasynda subut edilen. Eger  
eýle bolmasa, onda  

 

                                 0)(
1

*
k

i
ii x                                         (8) 

 

kanagatlandyrýan ählisi nola de  bolmadyk k,...,1  bardyr.  
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çözlü inde ol ýetmeýän ertler, ýagny azat hemi elikleri 
ekstremumy  esasy hökmany ertini  üsti bilen wariasiýany  nula 
de  bolmak     erti arkaly kesgitlemek bolar. Hereket 
edýän gyra meselesinde, ekstremuma, Eýleri  de lemesini   
y=y(  x,  c1,  c2 )  çözüwinde ýetýär. Onda fuksionaly  bahasyny 
geljekde fuksiýany  bahasy hökminde bu egriler 
köpligindeseretmek bolýar.  

 
1-nji surat 

 
Bu ýagdaýda     funksional   c1,  c2 perimetrli 
funksiýa öwrülýär, funksionaly  wariasiýasy bu funksiýany  
differensialy bilen gabat (de ) gelýär, x0 we x1 integrasiýasyny  
(jemlemesini ) predellerinde ýönekeýlik üçin gyra nokatlary  
birisi meselem (x0,y0) berkidilen, (x1,y1) nokat bolsa süý ýän, 

 - nokada süý üp geçipdir,ya-da hemi e 
bol y ýaly  wariasion hasaplamada  . Goý 
y=y(x) we y=   ýakyn egriler diýip hasap edeli , eger 
wariasiýany  moduly   we  kiçi we artdyrmany  moduly 

 we  hem kiçi (  we  artdyrma hemi e bol y ýaly 
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, -leri  predel bahasyny  wariasiýasy diýilýär). Ekstremallar  
(x0,y0) nokatdan geçýär we dessäni  ekstremalyny  y=  y(  x,  c1) 
emele getirýär.   - funksional bu dessäni  egrilerinde c1  

we x1 görä funksiýa öwrülýär.   funksionaly  
wariasiýasyny hasaplaly  y=y(x)- dessäni  ekstremalynda, haçan 
(x1,y1) gyra nokat süý ip  nokada geçende. 
Sebäbi  funksional egriler dessesinde (x1,y1) görä funksiýa 
öwrülýär, onu  wariasiýasy bolsa differensial funksiýa bilen gabat 
gelýär. Biz artdyrmadan   aýratynla dyryp ba  çyzykly  we 

 bölege görä diýip hasap edeli : 
 

 

  

                                                          (1) 
 

Sag tarapyny , ikinji bölegine orta baha teoremasyny 
ulanypözgerdeli : 
 

 
 
üznüksizligi  güýjine görä F-üçin alarys: 
 

 
 

nirede , haçan .Onda  
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 tapmaly. M0 bilen (5) kanagatlandyrýan nokatlary  toplumyny 
belgileýäris. Goý, kx 0),(  üznüksiz differensirlenýän x* - 
minimum nokady , k<=n, 

ki

njj

i x
x

,...,1

,...,1

)(
 

 
matrisany  rangy k de  bolsun. Onda M0 köpgörnü lilik x* 
nokady  etrabynda anyk däl funksiýalar hakyndaky teorema 
laýyklykda a akdaky görnü de bolup biler. 

xJ =xJ(t1,…,tn-k), 
 bu ýerde  

xj(t1,…,tn-k) 
 üznüksiz differensirlenýän funksiýalar we  
 

xJ
*=xJ(0,…,0),  (j=1,…,n) 

 
 bolýandygyny hasap etmek bolar.  

 
xJ = xJ(t1,…,tn-k) 

  
üçin a latmany (5)-de goýaly.  
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bu ýerden 
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knl
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t
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* ,0)0()(          (6) 

 
so ra  

)),...,((),...,( 1010 knkn ttxtt  
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VII Bap. Lagranjy  köpeldijileri we kwadrat rogrammirleme 
meselesi  

§1. Lagranjy  köpeldijilerini  häsiýetleri 
 
Goý,  En – n ölçegli ýewklid gi ligi,  
 

nnii EMjixxx ),,...,()( 1  
 
bölek köplükde kesgitlenen üznüksiz funksiýalar bolsun. Adatça 
biz )(xi  endiganlygy  belli bir ertlerini kanagatlandyrýar, 
meselem M köplügi  hemme içki nokatlarynda üznüksiz 
differensirlenýär diýip güman ederis. Bu paragrafda çyzykly däl 
programmirlemäni  umumy meselesini a akdaky görnü de 
ýazarys:  

1,...,;0)( mixi                             (1) 
kixi ,...,1;0)(                                   (2) 

ertlerde      
                 )(min 0 x

Mx
                                              (3) 

tapmaly.  
0,mEM n  

 
 ýagdaýa seredeli . Ýönekeý meseläni alarys: 

 
kixi ,...,1,0)(                                 (4) 

)(min 0 x                                               (5) 
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(1) de lemäni  sag tarapyndaky birinji bölegni Teýlory  
formulasy boýunça integral a agyndaky funksiýany gargydyp 
ýönekeýle dirip alarys: 

 

 
nirede R1 – tükeniksiz kiçi ululyk , örän ýokary tertipli,  we 

 bilen de dirlende öz gezeginde çyzykly bölegi: 
 

 
 

Bölekleýin integirlemäni  esasynda, integral a agyndaky 
funksiýany  ikinji bölegi, a akdaky görnü de ýazlyp bilner: 
 

 
 

Edil üýtgemeýän nokatlary ky  ýaly Eýleri  formulasy, 
funksionaly  bahasy di e ekstremalda alynýar, ýagny 
 

 
 

Sebäbi (x0,y0)ahyrky nokatlar berkidilen, onda   
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Diýmek, 

 

 
2-nji surat 

 
Ýöne   de  däldir  , sebäbi  - y1 görä artdyrma gyra 
nokatlaryny  süý meginde onu  ýagdaýy   
bolýar, a  bolsa ordinatany   x1 nokatda süý mesi bolýar 
haçan ekstremala geçilende. (x0,y0) we  (x1,y1) nokatlardan geçýän 
ekstremallary (x0,y0) we   nokatdan geçýän 
ekstremallara geçýär.Çyzgydan görnü i ýaly  ; 

;   ; BD=FC-EC ýa-da  
  netijede 
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  z1 daýanç nokada seredeli  kzO ))(( 1  onda induksiýany  
mümkinçiligi bilen: 
 

1

1

1

1
1 0,1,

k

i

k

i
ii

i
i zz  

 
z(i) –grany nokatlar. w1  

1

0

1

0

11 1,0,
k

i

k

i
i

i
i zx  

 
teorema subut edildi. 
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§10.  Çyzykly däl programmirlemede  güberçek  
köplükler teoremasy 

 
Teorema1: x nokady  w köplügi  ahyrky nokady bolmaklygy üçin 

wx , hökmany we ýeterlik erti, x – nokat a akdaky görnü de 
ýazmak bolmaýar. 

:)1( 21 xxx  wxx 21, ;  ; x,x x1 x   

  10 ;                                  (1) 
 
Subudy: 
Goý x (1) görnü de ýazmak bolýan bolsun. Onda onu  daýanjy 
[x1,x2] özünde ol kesimi saklaýar, onda ol bolsa x nokady  ahyrky 
nokat däldigini görkezýär. Hökmany subudy ýerine ýetdi. Ýeterlik 
bolsa w-ni  induksiýa möçberi bilen subut edilýär. Möçberi  x 
nokatdaky daýanjy i  bolmanda )(w  haçan   1)(w   birlik 
kiçidir. Eger x-içki nokat bolsa onda ony (1) görnü de ýazmak 
bolýar, eger x – gyraky bolsa onda (1)-de ýazmak bolmaýar. 
Teorema2: Güberçek ýapyk kesgitlenen w köplükde wx  
güberçek kombinasiýasy görnü de )(w +1 gezekden köp 
bolmadyk w köplügi  ahyrky nokady görnüsde ýazmak bolýar. 
Subudy: Induksiýany  üsti bilen geçirmek bolýar. )(w =1 
teorema üçin aýdy  görünýär. Hakykatdan  

 
)(w =k+1 
 

subut edip bolýar. Goý wx , z0 gyraky nokat w. eger 0zx , 
onda z0 –dan x –üstünden öhle geçirsek, onda ol w –ny  araçägini 
z, nokatda kesip geçýär. X nokat z0, z1 nokady  arasyndan geçýär, 
ol bolsa a akdaky görnü de ýazylýar:                                         

 

10)1( 1
0 zzx  
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Takmyn de lemeler (adalatly),  we  artdyrmalara görä, 
birinji tertipden ýokary takyklykda seredilýän agzalara görä 
 

 
 

           
ýa-da 

     
 

nirede –funksýa, y= y( x, c1) ekstremalda   funksionala 
öwrülýär,  ,  – gyra nokatdaky 
koordinatany  artdyrmasy. Ekstremumy  esasy hökmany ertine  

  görä a akdaky görnü e eýe bolar. 
 

              (2) 
 

Eger  we  wariasiýalar öz ara baglan yksyz bolsa, onda  
 

      we          
 

Köplenç ýagdaýda olar öz ara baglan ykly görnü de seredilýär. 
Mysal üçin, (x1,y1) sag tarapdaky gyra nokat haýsy hem bolsa bir  

 egri boýunça süý ýän bolsun. Onda  
  we (2) de lemä görä 
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   görnü e eýe bolýar, ýa-da   
erkin üýtgeýänligi üçin ol    görnü e 
eýe bolar. 
Bu  ert     we   burç koeffisentlerini  arasynda gyra 
nokadynda arabaglan yk gurýar. O a Transwersal erti diýilýär. 
Traswersallyk erti bilen    erti bilen bilelikde   
y=y(x, c1) ekstremallary  dessesini  birini ýa-da bir näçesini 
ekstremuma eýe bolýandygyny kesgitlemäge mümkinçilikler 
döredýär. Eger gyra nokady  (x0,y0) haýsy hem bolsa bir  

  egride süý ip bilýän bolsa, onda edil onu  ýaly 
(x0,y0) nokatda Transwersallyk erti kanagatlandyrylýandygyny 
biz kesgitleýäris. Ýagny 
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 Teorema3: Islendik içki x0 nokat kesgitlenen ýaýlasy M güberçek 
funksiýa f(x) islendik ugur boýunça önümi bar bolmak . Bu 
önüm a akdaky formula boýunça hasaplanyp bolar.       

 

),(max)(
)(0

0xG
xf

 
 

Hakyky funksiýa seredeli .  
 

)()()( 0xftxftu t  
 
Teorema4:  f(x) funksiýa güberçek bolmaklygy üçin En hökman 
we ýeterlik ugur boýunça önüm hemme nokatlarda bar bolsa özem 

)1( txf  manoton kemelmeýän funksiýa t görä.  
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Goý  

.1,0, 2121  
 

 1-njini 1 , 2-njini 2  köpeldip alarys. 
 

2211302211

0021

),,(
)()()](()[(

xx
xfxfxff

 

 
umumyla dyrylan gradiýent. Bu bolsa G(x0)  güberçekdigini 
aýdy la dyrýar. Teorema subut edildi.  
 
Teorema2:  Güberçek funksiýa M köplügi  hemme içki 
nokadynda üznüksiz we M köplükde kesgitlenendir. 
Hakykatdan: Goý x0  nokat M köplügi  içki nakady bolsun. K 
ýokary kuba seredeli  x0 içki nokat. MM 0 . x  azat nokat 

ony äsakdaky görnü de  
s

j
jj yx

1
 

           
s

j
j

1
1  

 

 0j  
  
  f(x)–güberçekliginden gelip çykýar 
 

s

j

s

j
jsjjsjjjj yfyfyfxf

1 1 11
)(max)(max)()(  
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§2. Funksionaly  umumyla dyrylan meselesini  wariasiýasy 
 

Eger 
1

0

),,,,(
x

x

dxzyzyxF                          (1) 

 
 funksionaly ekteruma der elende haýsydyr bir gyra nokadyny  
biri, mysal üçin B(x1,y1,z1) hereket edýän, beýleki  A(x0,y0,z0) 
nokady gozganmaýan bolsa, onda ekstermum Eýleri  de lemeler 
ulgamyny  integral egrilerinde bolar. 
 

0;0 zzyy F
dx
dFF

dx
dF  

 
Hakykatdan hem, eger gyra nokatlary hereket edýän meselede 
ektremum käbir C –egride bolýan bolsa, onda  maksimal ýa-da 
minimal baha eýe bolar.  
Belli bol y ýaly C egri gozganmaýan gyra nokatlary bilen 
meseläni   zerur bolan ektremum ertini kanagatlandyrýar. 
Hususy halda C –egri Eýleri  de lemeler ulgamyny  integral 
egrisi bolmaly. Eýleri  de lemeler ulgamyny  umumy çözüwi 
dört sany erkin hemiýelikleri saklaýar. Gozganmaýan A(x0,y0,z0) –
gyra nokadyny  koordinatalaryny anyklap, 2 sany erkin 
hemi elikleri aýyryp bolýar. Beýleki  2 sany erkin hemi elikleri 
kesgitlemek üçin ýene-de 2 sany de leme zerur bolýar, olary 

0 ertden alarys. eýlelikde,  funksional 
),,( 111 zyx funksiýa öwrülýär we funksionaly  wariasiýasy bu 

funksiýany  differensialyna öwrüler.  
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1

1

11

1

1

0

11

0

)],,,,(),,,,([

),,,,(

),,,,(),,,,(

x

x

xx

x

x

x

xx

x

dxzyzyxFzzyyzzyyxF

dxzzyyzzyyxF

dxzyzyxFdxzzyyzzyyxF

 
Birinji integralda orta baha baradaky teoremany we F-funksiýany  
üznüksizliginden ulanarys,  ikinji integralda bolsa Teýlory  
formulasyny  kömegi bilen esasy çyzykly bölegini belläris. Bu 
özgertmelerden so  alarys: 

1

0

1
)[1

x

x
zyzyxx

dxzFyFzFyFxF  

Bölekler boýunça integrirläp alarys: 
 

1

0

111

])()[(

][][1
x

x
zzyy

xxzxxyxx

dxzF
dx
dFyF

dx
dF

zFyFxF
 

 
 –ny  bahalary ekstremallarda hasaplanylýar, onda  

 
 ,      

eýlelikde alarys: 
 

111
][][1 xxzxxyxx

zFyFxF  

 
eýle hem alarys: 

111111 )(we)(
11

xxzzzxxyyy
xxxx

 

eýlelikde alarys: 
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§9.  Çyzykly däl programmirlemede güberçek funksiýalary  
häsiýetleri we teoremalary 

 
 
I-Häsiýet: Eger güberçek köplügi  üstünde kesgitlenen  güberçek 
funksiýa bolsa,   onda ol güberçekdir. 
     Hakykatdan: Goý, 21 , xx  onda  
 

jj xxfzxxfz 222111 ),(,)( , 
 - kesgitlemesi  boýunça j güberçek köplük ]1,0[ , onda  

 

jxxxfxfz })1(),()()1({ 2121  

21)1( xx  
 
onu  güberçekdigini subut edýär.  
II-Häsiýet: 1,0, 21 xx  üçin a akdaky de sizlik 
dogrudyr.  

])1[()()()1( 2121 xxfxfxf  
 

Teorema1.  f(k) güberçek funksiýany  G(x0) umumyla dyrylan 
gradiýent köplügini , x0-nokatda bo däl,   kesgitlenen, güberçek 
we ýapyk islendik içki nokatlaryny  köplügi  üçin. 
    Hakykatdan:  21, umumyla dyrylan gardiýent x0 nokatda, 
onda islendik Mx üçin  

);()()(

);()()(

020

010

xxxfxf

xxxfxf
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0,0, axxa  
ýokary tekizlik bar bolup: 
  

(a, xk ) 0 haçan 1wx  
 

(a,x- x ) 0 haçan 2wx . 
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0][ 111
111

zFyFxFzFyF
xxzxxyxxzy  

 
Eger 111   ,  , zyx wariasiýalar bagly däl bolsalar, onda 0  
ertden alarys: 

 
0    we0;0][

111 xxzxxyxxzy FFFzFyF  

 
Eger B(x1,y1,z1) gyra nokady käbir )(  );( 111 xzxy egriler 
boýunça hereket etse, onda  111111 )(  ;)( xxzxxy  we 

0 ertden peýdalanyp alarys: 
 

0][ 111
111

zFyFxFzFyF
xxzxxyxxzy  

 
akdaky görnüýdäki ýerti alarys:  

 
0])()([ 11

xFzFyF xxzy  
 
Bu ýerden 1x -erkinliginden peýdalanyp alarys: 
 

0])()([
1xxzy FzFyF  

Bu bolsa 
1

0

),,,,(
x

x

dxzyzyxF  - funksionaly ekstremuma 

der emek baradaky meselede transwersallyk erti diýen ada eýe 
bolýar. )(  );( 111 xzxy de lemelr bilen bilelikde 
transwersarlyk erti Eýleri  de lemeler ulgamyny  umumy 
çözüwindäki erkin hemi elikleri kesgitlemek üçin go maça 
de lemelerdir. 
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Eger B(x1,y1,z1) gyra nokady käbir  ),( 111 yxz  üst  boýunça  
hereket edýän bolsa, onda 111 11

yxz yx , 

11     we yx wariasiýalar erkindir. eýlelikde, 0 erti a akdaky 
ýaly gi eldilen görnü e eýe bolar: 
 

0][ 111
111

zFyFxFzFyF
xxzxxyxxzy  

 
akdaky erte özgerer: 

 
0][][ 11 11

yFFxFFzFyF xxyzyxxzxzy  
 
Bu ýerden 11     we yx bagly dälliginden alarys: 
 

0][,0])([
11 xxyzyxxzxy FFFzFyF  

 
Bu  iki  ert ),( 111 yxz de lemesi bilen Eýleri  de lemeler 
ulgamyny  umumy çözüwindäki iki sany erkin hemi elikleri 
kesgitlemek üçin mümkinçilik berýär. 
Eger A(x0,y0,z0)-gyra nokady hereket edýän bolsa, onda bu usuly 
peýdalanyp me ze ertleri alarys. 
Eger   

1

0

),...,,,,...,,,( 2121

x

x
nn dxyyyyyyxF  

 
funksionala seredeli . Ýokarda getirilen usuly peýdalanyp 
B(x1,y11,y21,...,yn1) nokady  herekt edýän ýagdaýy üçin alarys: 
 

0
1

11
1 1

1

n

i
ixxy

xx

n

i
yi yFxFyF

ii
 

 225 

 

0)(,
)(
)( *

*)(

(*))(

kxx
kxx
kxx

k

k

,  

 
 

 
 
 
 

)(
)()(lim

*)(

*)(

i
k

i
k

i kxx
kxixa

i  

gözlenýän 0, xxa  daýanç ýokary tekizlik diýip görkezeris.  

.0,
0,
0),(

xxa
xyawy
xxawx

 

onda 
.0))(,(lim)),(( *

iki
kxyaxya

i  

III–Häsiýet: Goý, w1  we w2  iki sany ýapyk kesi meýän güberçek 
köplükler, biri kesgitlenen bolsa onda ýokary tekizlik tapylýar  

(a,x)+b=0. 
 

eýle  
(a,x)+b<0  haçan 1wx  

 
(a,x)+b>0  haçan 2wx . 

IV–Häsiýet: Goý w1 we w2 iki sany ýapyk güberçek köplükler 
bolsun. Goý olary  umumy içki nokatlary ýok bolsun. Goý w1 
köplügi  içki nokatlaryny  köplügi bo  däl bolsun. Onda eger x  - 
iki  köplügi  hem araçäginde ýatýan nokat bolsa, onda  

1

*)(

(*))(

)(
)(

k

k

k

k kxx
kxxa
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§8. Çyzykly däl programmirlemede güberçek  köplükleri  
häsiýetleri 

 
        Biz ilki bilen güberçek köplüklere we funksiýalara 
kesgitleme bereli , so ra bolsa olary  häsiýetlerine seredeli . 

nEw  köplük güberçek diýilip aýdylýar, eger wx  we wy  
de   

 

wyx)1( , .1,0  
 

Geometriki, eger iki nokat w köplüge degi li bolsa onda, bitin 
kesim, ol iki nokady birikdirýän ol köplüge degi lidigini 

ladýar. Ýagny bitin kesim ol iki nokady birikdirýän hem ol w 
köplüge degi lidir.  
I–Häsiýet: Goý w – ýapyk güberçek köplük wx0  nokat. Onda 

0, bxa  ýokary tekizlik (giperploskost) tapylyp wx  üçin 
.0,we,0, bxabxa  

Subudy: Goý  wx* , gysga arasy x0 bilen ýerle en. Eger  
 

x0 - x*=a, -(x0 - x*,x*)-c=b 
 

L(x)-c=(x0 – x*,x)-(x0 –x*,x*)-c=b. 
     
II-Häsiýet: Güberçek köplügi  (ýapyk) araçäkdäki nokadyny  her 
birini  üstünden bolmanda bir daýanç ýokary tekizligi geçirmek 
bolýar. 
Subudy:  Goý wx  - araçäk nokady I-nji häsiýete görä x(k)-her 
bir nokada    

(x(k)-x*(k),x-x*(k)=0 
  
ýokary tekizligi goýmak bolýar. wx  de sizlik adalatly.  
 x*(k) w  i  ýakyn aralyk x(k) yzygiderlik 
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§3. Wariasion hasaplamalarda burç  nokatly ekstremallar. 

 
Ýokarda bizi  sereden hemme wariasion meselelerimizde  

  gözlenýän funksiýany üznüksiz  we üznüksiz önümleri 
bar funksia diýip  hasap edýärdik  ýöne bir näçe meselelerde 
so ky talap edilýän ert hakyky bolmaýar mundan ba ga hem 
birnäçe klassiki (nusgawy) Wariasion meseleleri  çözüwi düzgün 
boýuça ekstremala di e burç nokatlary bar  bolanda eýe bolýar.  

eýle  meseleleri  sanyna  mysal bolup, döwülme we 
yzynagaýtarma  ekstremal meselesi girýär, bu bolsa degi lilikde  
ýagtylygy  döwülme we yzynagaýtarma umumyla dyrylan  
meselesi bolýar . 
Yzynagaýtarma ekstremal  meselesi barada berilen  we 

 nokatlardan geçýän we 
 

 
 

funksionaly   ekstremumyny  ýerle dirýän  egrini  kesgitlemeli . 
Ol  egri haçanda berilen    çyzykdan yzyna 
gaýtarylandan so    nokada  gabat  gelmeli. Hakykatdanam  
yzyna  gaýtarma nokat ny  gözlenýän ekstremaly  
burç nokady bolmagy mümkin dýip hasap etmek bolar. 
 eýlelikde bu nokatda çep önüm aýdanda  ,  we 
sag önüm  ,  umuman aýdanda dürlidir. 
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1-nji surat 

 
a görä -funksionaly  a akdaky  görnü de  ýazmaklyk  

ýerliklidir.  
 
                
   
                      özem   we     aralyklary   
hasap edilýär, onu  üçin biz ýokarda  getirilen ekstremumyny   
esasy hökmany  erti  a akdaky  görnü e  eýe  bolar. 

 
-  nokat     egri  boýunça hereket edip bilýär, 

onda  
    we     

     Wariasiýasyny  hasaplasak, onda biz hereket edýan gyra 
nokady  meselesini   ertinde  bolup berlen egri boýunça hereket 
edýär. Ýokarda seredilen  netijeleri  peýdalanmak bolýar. 
Seredilen netijeleri peýdalanmak bolýar. AC we CB egrileri  
ekstremallygy  aýdy dyr. hakykatdanam bu böleklerde  y=y(x)  
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Çyzykly däl ulgam çyzykly bolanda ýol berilýän ýaýlany  
güberçekligi saklanmaýar. Eger-de ýol berilýän ýaýla güberçek 
däl bolsa, onda çyzykly maksat funksiýasynda hem global lokal 
optimumlary  tapawudy bolup biler  

Lokal optimum bar bolan ýagdaýynda globaldan 
tapawutlulykda bir depeden go y depä geçmegine esaslanýan 
simpleks tipli hasaplany  usulyny ulanmaga mümkinçilik ýok.  

Çyzykly däl programmirleme meseleleri üçin ( global lokal 
optimumy tapawutly bolan) köp hasaplany  usullary lokal 
ekstremum nokady tapmaga mümkinçilik berýär. Umumy 
ýagdaýlarda olar global optimum bilen gabat gelip gurmaga 
mümkinçilik berýär. Bu usul bilen lokal optimumy tapmak 
praktikada köplenç peýda berýär.  

Çyzykly programmirleme teoriýasynda funksiýany  
güberçekligine we oýuklugyna aýratyn gyzyklama bildirýärler. 

eýle kesgitlemeler adalatlydyr.  
Goý   f(x)  galta ýan   X  güberçek köplükde güberçek 

köplük bolsun. Onda islendik lokal minimum X –da global 
minimum bolýar.  
Eger-de  f(x) galya ýan güberçek  X köplükde oýuk funksiýa 
bolsa, onda X-da    f(x)-y  islendik lokal maksimumy global 
minimumy bolar.  
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K nokat xy
5
3

 de lemeli çyzygy  OO1 merkezinde we 

36)3()5( 22 yx   töwerekde ýatýar. Sistema geçeli : 
 
Onda  
 

xy
xx

xy

yx

5
3

02517017

5
3

36)3()5( 222

 

34
183
34

305

34
183
34

305

y

x
daya

y

x
 

 

Diýmek   
34

183;
34

305K  

eýlelikde    341240;5,01243 maxmin ZZ   
     F  nokat lokal maksimum bolýar, çünki  z funksiýany  

bahasy go y  B we  C  depelerdäki bahalaryndan uludyr. Onda C  
lokal minimum nokat bolýar. 

Seredilen mesele çyzykly däl meseleleri  hataryny  
aýratynlyklary çyzykly meselelere garany da kyndygyna göz 
ýetirmäge mümkinçilik berýär. 

Eger-de çäkli meseleler ulgamy çyzykly, maksat 
funksiýasy çyzykly däl bolsa, onda maksat funksiýany  ýol 
berilýän plany  gyrky nokatlarynda optimuma ýetmegi zerur däl.  
a eger ol ekstremuma çäk nokadynda ýetýän bolsa, onda  bu 
nokady  gyraky bolmagy hökman däl. eýlelikde ýol berilýän 
çözüwler köplügini  depeleri bilen çäklenen eýle tipli meseleleri 
çözmek üçin hasaplany  usuly bolup bilmez. eýle tipli 
meseleleri  käbirinde lokal optimum global bilen gabat gelmeýär.  
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Eýleri  de lemesini   çözüli i bolýar, sebäbi eger bu egrileri  
çözüli i bolýar, sebäbi, eger bu egrileri  haýsy hem bolsa  birisi 
tapylan diýip hasap etsek, onda ikinjisi  bilen warirowat edip 
seredelýän meseläni gyra nokatlary berkidilendir meselä 
ugrukdyrmak bolýar. onu  üçin  Wariasiýasyny hasaplap,  biz 
funksionaly   di e ekstremal üçin  burç nokady C-i  barlygyna 
seredelýär  diýip  hasap edýär. 
 

 

 
 

nirede  x=x1-0 we x=x1+0  belgiler  skobkany  içindäki  
ululyklary   predel  bahalary  alynýar, haçan birinji  ýagdaýda x1-
nokada  ýakynla anda  x bahasy  tarapdan  yzyna uly x2- nokatda 
gaýtarma di e y/ önümde  üzülýär  (ýagny üznüksizdäl) onda 
birinji  ýagdaýda burç nokatda çep önüm almaly,  a ikinji 
ýagdaýda  bolsa  sag önüm almaly. erte görä a akdaky 
görnü e  eýe bolar. 
 
           
 
ýa-da    erkin  üýtgemegini  esasynda   
 
       [F+(  
 
ýa-da  

 
Bu  ertler  yzyna  gaýtarmada  aýratyn  ýönekeý   
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Funksional  görnü e eýe  bolýar. 
 

 

 
 
Goý   onda    gysgaldyp  we  
ýönekeýle dirip alarys: 
 

                              

 
  egrini   galta masy  absissler oky arasyndaky burçy  a  

bilen belläli . Absissler okyna  bolan ýapgyt burçyny  çep we sag 
galta malaryny   c-nokatdaky yzyna gaýtarmasyny  ekstremalyna 
degi lilikde  we  görä alarys. 
 

,     :  
 
Yzyna gaýtarma  noktda ertini  esasynda ol a akdaky görnü e 
eýe bolýar  
 

 
 
 ýa-da  ýönekeýle dirilenden so   köpeldilenden so  
 

 
 
Bu ýerden dü me burçy yzyna gaýtarma burçyna  de ligi gelip 
çykýar.    
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§7. Çyzykly däl maksat funksiýaly we çyzykly däl 
çäklendirmeler ulgamly meseleleri  çözüli i 

 
Mesele 

0,0
8

36)3()5(
9)3()5(

22

22

yx
yx

yx
yx

    

 çäkli ulgamy   çözüwler köplüginde  22 yxz    
funksiýany   global ekstremumyny tapmaly. 
Çözüwi: Ýol berilýän  çözüwler köplügi garaldylyp görkezilen. 
Görnü i ýaly ol güberçek däl. Funksiýa i  kiçi bahany B nokatda, 

 uly bahany bolsa K nokatda alýar. 
B we K nokatlary  koordinatalaryny tapaly . B nokat 8yx  

gönide  we yyx 22 )3()5(    töwerekde ýatýar. 
onu  üçin onu  koordinatalaryny a akdaky ulgamdan taparys: 

 
yyx 22 )3()5(

8
)3()5( 22

yx
yyx

 

8
9)3()3( 22

yx
yy

       
8

09122 2

yx
yy

 

                        
5,035

5.033

x

y
  ýa-da      

5,035

5.033

x

y
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Çözüwi: 22 )2()3( yxz  funksiýany  dereje çyzygy 
merkezi A(3,2) (52-nji surat) nokatda bolan töwerek bolýar. 
A(3,2) nokatda ýetýär, global maksimuma bolsa B(0;6) nokatda 
ýetýär.(16-njy sur) 

0minz     25maxz  
Aýdylanlary mysallarada dü ündireli : 

Mesele 2  

Çäkli 

0,0
1223

3

21

21

2

xx
xx

x
   

ulgamy  çözüwler köplüginde 2
2

112 xxxz   funksiýany  
maksimumyny tapmaly. 
Çözüli i: 2

2
112 xxxz  funksiýany  dereje çyzygy 

parabola bolar. (3-nji surat).  

 
 

3-nji surat 
z funksiýa iki sany oýuk 

222
2

1111 )(2)( xxfwexxxf  funksiýalary  jemi 
ýaly garamak bolar. eýlelikde  z funksiýany  lokal maksimumy 
global bolar. 4maxz  baha  D(1;3) nokatda ýetýär.  
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2-nji surat 

 
Eger nokat haýsy hem bolsa bir ýerde  tizlik bilen 
hereket edýän bolsa, onda harç edilýän wagt A(x0, y0) nokat 
ýagdaýdan süý üp B (x1, y1) ýagdaýa geçmegi  
 

 
 

 
bolup, seredilýän görnü e degi li  funksional  
 

 
 
görnü e islendik   tizligi  üýgteme kanuny nokatda yzyna 
gaýtarma, dü me burçuna de dir.  Eger A, B, C nokatlar ba hgaça 
ýerle dirilen bolsa, mysal üçin (7-9) suratdaky ýaly, onda ol bir 
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erti almak yzyna gaýtarma nokadynda y=y(x) iki bahaly funksiýa 
görä, perimetrik görnü de der emeklik amatly bolardy.  
 
 

 
3-nji surat 
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§6. Çyzykly däl maksat funksiýaly we çyzykly däl 
çäklendirmeler ulgamly meseleler 

Mesele 1 

0,0
3622

yx
yx

     

çäkli ulgamy  çözüwler köplüginde 22 )2()3( yxz  
funksiýany  global ekstremumyny tapmaly.                      

     
 

1-nji surat         

             
 

2-nji surat 
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2-nji surat 
 

z=x-y-5  maksat funksiýany   A,B,C,D,K,N,M,L nokatlardaky 
bahalaryny hasaplaly . Bu nokatlary  koordinatalary eýle bolar: 

10,0,8,8,5,8
,5,5,5,1,5,2,

4
1Onda

)5;0(,)5;
5
11(,)5,3;0(

,)2;
2
11(,)0;5,3(,)

2
1;3(,)

4
1;5(,)0;5(

MANL

KDCB

ZZZZ
ZZZZ

MNL

KDCBA

  

Global maksimuma (5;0) nokatlarda ýetýär we ol 0 –a de , global 
minimuma bolsa (0,5) nokatlarda ýetýär we  -10-a de . 

Funksiýa C nokatda  -2,5-e de  bolan globaldan 
tapawutlanýan lokal minimuma ýetýär. onu  üçin  K  nokatda 
hem globaldan tapawutlylykda lokal maksimuma ýetýär. 
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§4. Burç nokatly ekstremallary  döwülmesi. 
 
 Goý, 

 
funksionaly   integralyny  a agynda funksiýasy seredilýän  
oblastda   üzülme   çyzgylar  bolsun,   A  we   B   gyra   
nokatlary bolsa degi lilikde  üzülme  çyzygy  dürli tarapynda  
ýerle en bolsun          

- funksionaly a akdaky görnü de ýazaly   

 
nirede      üzülme  çyzygy   bir  
tarapyndan,  üzülme çyzy   beýleki 
bir tarapynda. 

 
1-nji surat 

  Goý   we    üç  gezek  differensirlenýän funksiýa. Gözlenýän 
egrini  üzülme  çyzygy bilen  kesi me C - nokady  burç  
nokadyny   barlygyna  gara ma  hakykydyr.  AC  we  CB  
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dugalary   ekstremallygy  aýdy dyr   (bu bolsa  dugalary  haýsy  
hem bolsa birisini fiksirläp  beýleki  birini bolsa Warirläp, biz gyra 
nokatlary berkidilen meseläni  almaklyk gelip çykýar). onu   
üçin, iki ekstremaldan  durýan döwik  çyzygy almak bolýar, onda 
Wariasiýa   gyra  nokady  hereketdedigine görä, 

  egri boýunça süý megini göz ö ünde tutup, ol 
akdaky görnü e eýe bolar. 

 
ekstremumy  esasy hökmany erti    a akdaky  de lige 
getirýär. 

 
Döwülme di e üzülme nokadynda bolmagy mümkin, görnü de 
ýazmak bolar:  
 

 

 
Bu döwülme erti    de leme bilen bilelikde C-
nokadyny koordinatalaryny kesgitlemeklige mümkinçilik berýär. 
Eger hususy ýagdýda funksional    a akdaky a latma de dir. 

 
onda döwülme erti a akdaky görnü e eýe bolar 

 
ýa-da ýokardaky bellikleri  esasynda   

 ýönekeýle dirip   köpeldip alarys: 
 217 

üstünden geçýär we 
2
1

1k  burç koeffisiýente eýe bolýar. onu  

üçin onu  de lemesi  xy
2
1

. 

xy

yx

2
1

3622

   ulgamy çözüp   

5
56,

5
512 yx   bahalary alarys. 

eýlelikde O(o;0) nokatda global minimuma ýetýär. Ol nula de ir, 
global maksimum A(2,4) nokatlarda ýatýar we 56  - e de . 
Lokal ekstremumlary  globallardan tapawudy funksiýa ösmeýär.  

 
Mesele 2 

z=x-y-5  funksiýany    

50,50
5,3
1)1(

yx
yx

yx
     

de sizlikler ulgamyny  çözüwler köplüginde global 
ekstremumlaryny tapmaly. 
Çözüli i: Ýol berilýän çözüwler köplügi her biri güberçek bolan 
(2-nji surat) iki aýratyn bölekden ybarat.  
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§5. Çyzykly maksat funksiýaly we çyzykly däl çäklendirmeler 
ulgamly meseleleri  çözüli i 

 
Mesele 1. 

      
00
3622

yx
yx

    

de sizlikler ulgamyny  çözüwler köplüginde yxz 2  
funksiýany  global ekstremumyny tapmaly.  
Çözüli i: 6-njy suratda ýol berilýän çözüwler köplügi garaldylan. 
Bu köplük güberçek yxz 2  funksiýa  n=-2  burç koeffisentli 
gönä parallel. Görnü i ýaly global minimum O(o,o) nokatda, a  
glabol maksimum  3622 yx  töwerege A galta ma nokatda 
bolýar. A nokady  koordinatasyny tapaly . Onu  üçin  l  gönüni  
de lemesini düzmek we gönini  we töweregi  de lmesini özünde 
saklaýan ulgamy çözmek ýeterlikdir. 

 
1-nji surat 

 
l  göni dereje çyzygyna perpendikulýar, eýlelikde onu  burç 

koeffisiýenti  )1(
2
1

11 kkk  bolar. l  göni O nokady  
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   ýa-da     

Bu bolsa belli bolan ýagtylygy  döwülme kanunyny  
umumyla dyrylan çözüli i bolup durýar: 
Sinus burçuny  ýagtylygy  dü mesine bolan gatna ygy, tizligi  
gatna ygyna de dir 

   we    
gyrasynda sredalarda döwülmeler bolup geçýär. Ekstremallar di e 
bir burç nokatlarynda, ýüze çykýar diýip pikir etmelidäl eýsem 
bolsa ol yzyna gaýtarma ýa-da döwülme ekstremal meselelerinde 
hem emelegelýär. Ekstremuma burç nokatlary  ekstremalynda 
hem ýetmegi mümkin. eýle hem ol funksionaly  ekstremum 
meselelerinde. 

 
ýetmegi  mümkin. Nirede    funksiýa üç gezek 
differensirlenýän we A,B gyra nokatlary  üstünden geçýän rugsat 
edilýän egrini  hiç hili go maça ertler göz ö üne tutulmazdan. 
   
 Indi bolsa funksionaly  ekstremum baradaky meselesini   

 çözüwüni burç nokatlaryny 
kanagatlandyrmaly ertlrini kesgitläli . Belli bol y ýaly aýratyn 
ýylmanak dugalary  esasynda düzülen döwük ekstremal, Eýleri  
integral egrileri  de lemesi bolmaly. Bu bolsa eger bizden galan 
hemme döwük çyzyklary  böleklerini fiksirlese  we di e bir 
bölegine görä Warirlese , onda bu mesele bize belli bolan gyra 
nokarlary berkidilen ýönekeý meselä gelýär diýmek bu bölek 
bolsa dugany  ekstremaly bolmaly.  
Ýönekeýlik üçin, biz döwük çyzygy  ekstremaly di e bir burç 
nokady  eýe bolýan bolsa, onda burç nokadyny kanagatlandyrýan 
ertlerini kesgitlemeli. 
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nirede   burç nokadyny  absissasy  
 
AC we CB  egri çyzyklary Eýleri  integral egri çyzykly de lemesi 
diýip  hasap etsek we C nokat erkin hereket edýän bolsa, onda biz 
ýokarda seredilenleri  esasynda alarys 

 
2-nji surat 

 

 

 
bu ýerden  

 
ýa-da we  bagly  däldirler, onda   
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Mesele 2   
 

          

00
113

73
5

21

21

21

21

xx
xx

xx
xx

      

çäkli   
21

213
xx
xxz   maksat funksiýasyny  global 

maksimumyny we minumymyny tapmaly. 
 
Çözüli i: Ýol berilýän köplügi  çyzgysyny guraly  (surat 51). 
Optimum koordinatalar ba langyjyny  töwereginde gönini  
aýlanmasynda ýerle ýär, onda ekstremal nokatlar  A  we B  
depeler bolar. 
Ýokardaky ýaly edip a latmadan maksat funksiýa üçin  x2-ni 

bölüp çykararys:  12 1
3 x
z

zx  

Indi aýgytlaýjy gönüni  burç koeffisiýentini tapaly : 
1

3
z

zk   

Önüm alsak  2)1(
4

zdz
dk

  

Bu önüm  z-i  islendik bahasynda otrisatel, onda  
1

3
z

zk   

funksiýa kemelýär. Bu bolsa gönüni  aýlanmasyny   sagat 
strelkasy boýunçadygyny a ladýar. eýlelikde  A depede maksat 
funksiýasy i  kiçi, B depede i  uly bahany alar.  

Praktiki ekstremal nokatlary ýönekeý gurmak mümkin. 
Degi li de lemäni çözüp  A we B depeleri  koordinatalaryny 
kesgitläris.  A(2;3), B(4;1) 
zA<zB bolýandygyny belläris, sebäbi  A depede global minimuma, 
B depede bolsa global maksimuma ýetýär.  
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                                             3-nji surat 

 
4-nji surat 

 
 
4. Köplik çäkli däl, ekstremumy  ikiside asimptotiki (5-nji 

surat). 

 
5-nji surat 
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Bu  ert gözlenýän ekstremaly  üznüksizlik erti bilen bilelikde 
burç nokatlaryny  koordinatalaryny kesgitlemäge mümkinçilikler 
döredýär. 
Bellik: Egerde burç nokalary bir näçe sany bolsalar onda olary  
her birine aýratynlykda getirilen düzgün ulanylýar. 
Mysal 1. Döwük çyzyklary  ekstremalyny kesgitlemeli (eger olar 
bar bolsa )      

 
Döwülme nokadynda ýerine ýetmegi üçin ikinji erti ýazaly  

 
ýa-da bu mesele üçin   bu ýerden             

  ýagny  önüm  nokatda üznüksiz 
döwük çyzyk ýok. Onda seredilýän meselede ekstremuma di e 
ýylmanak egrilerde ýetmek bolar. 
Mysal 2.  

 

Funksionaly  döwük çyzykly ekstremalyny kesgitlemeli. Integral 
agyndaky funksiýa di e -bagly. onu  üçin  ektremallar 

bolup CCxy göni çyzyklar bolýar. Berlen ýagdaýda döwülme 
nokadynda ertler a akdaky görnü e eýe bolar: 

0

2

0

2

11
)31)(1()31)(1(

xxxx
yyyyyy  

we 

00 11
)21)(1(2)21)(1(2

xxxx
yyyyyy  

Bu ertleri triwial mümkinçilik diýip hasap etmeýäris 
)0()0( 11 xyxy  

Olar a akdaky ertlerde kanagatlandyrylýar: 
0)0( 1xy  
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we 
1)0( 1xy  

ýa-da 
1)0( 1xy  

we 
0)0( 1xy  

 
eýlelikde, döwülme ekstremallary 1Cy  we 2Cxy göni 

çyzyklary  ma galasyna degi li bolan kesimlerden ybaratdyr (3-
nji surat). 
 

 
3-nji surat 

 213 

2
22

2112

2
22

21111221
2

22

211221

)(

)()(
)()(

pzq
qpqp

pzq
qzqqpqpqzq

pzq
qzqppzqq

dz
dk

 

 
2-nji surat 

 
Önümi  maýdalawjysy mydama poloitel, sanawjysy bolsa  

z-e bagly däl. eýlelikde önümi  hemi elik alamaty bolar, z-i   
ösmegi bilen burç koeffisiýenti di e artýar ýa-da kemelýär, a  göni 
bolsa bir tarapa öwrülýär. Tersine gönüni  bir ugra öwrülmegi 
bilen   z  di e ösýär ýa-da kemelýär, z-i  ösmegi bilen gönini  
aýlany  ugruny kesgitläli : 

eýle dürli ýagdaýlary  bolmagy mümkin:    
1. Köpburçlyk çäkli, global maksimumy we minimumy bar 

(2-nji surat). 
2. Ýol berilýän plany  köplügi çäkli däl, ýöne funksiýa 

global ekstremuma ösýär (3-nji surat). 
3. Ýol berilýän plany  köplügi çäkli däl we global 

ekstremumlardan biri ösmeýär.(4-njy surat) 
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1-nji surat 

 
Drob çyzykly maksat funksiýaly meseläni  üýtgeýän ululygyny 
çyzykly programmirlenen meselere getirip, so ra simpleks usuly 
bilen çözeris. Bu nähili edilýär, munu  bilen so urrak tany arys.  
Ilkibada drob çyzykly progammirlenen meseleleri  geometrik 
manysyny we grafiki usullary bilen tany aly . 

21xxO   tekizlikde 
2211

2211

xqxq
xpxpz   maksat funksiýa 

garaly . 
x2 –ni bölüp cykarsak  

111222

22

11
222112211

)()(daya

;

xzqpxpzq
pzq

zqpxxpxpxzqxzq

22

11
12 yerdebu

pzq
zqp

kkxx  

12 kxx   de leme koordinatalar ba langyjyndan geçýän gönini 
berýär.  z-i  käbir fiksirlenen  z  bahalarynda gönüni   k  burç 
koeffisiýenti hem fiksirlenen   göni kesgitlenen.  z-i  bahasyny  
üýtgemegi bilen  12 xkx  göni koordinatalar ba langyjyny  
da ynda öwrülýär. (1-nji sur.) 

z-i  monoton artmagy bilen  k burç koeffisiýentini  
üýtgemegine garaly . Munu  üçin  k –dan  z  boýunça önüm 
alarys. 
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§5. Izoperimetrik görnü däki wariasion meseleleri  çözüli i 
 
      Gysgaça perimetre bagly meseleler diýlip geometrik 
görnü leri  meýdanyny  maksimumuny gözleýän meselelere 
aýdylýar. Bize belli bol y ýaly, bulary  ýaly ekstremal meseleleri  
arasynda , köne Gresiýada Warision meseleler bolup olary 
öwrenipdirler. 
 Biz kitaby  ba ynda berlen uzynlykly ýapyk egri çyzykly 
çäklendirlen maksimum meýdany kesgitlemek meselesine 
seredipdik. Egri çyzykly perimetrik görnü de seretsek x=x(t), 
y=y(t) bolup, bu meseläni a akdaky görnü de aýdy la dyrmak 
bolar: funksionaly  max kesgitlemeli 

t

t

dtyxS
0

  ýa-da  
t

t

dtxyyxS
0

)(
2
1

 

haçanda dtyx
t

t0

22
  - funksional özüni  hemi elik bahasyny 

saklaýar. 

edtyx
t

t0

22
 

eýlelikde biz wariason meselä gelýäris, ol ertli özba yna 
ekistremumly: 

dtyx
t

t0

22
 

hemi elik bahasyny saklaýar. 
Häzirki döwürde perimetrli mesele diýlip, örän köp 

meselelere aýdylýar, has takygy bolsa hemme wariasion 
meselelere aýdylýar, eger olarda funksionaly  ekstremumyny 
kesgitlemeklik gerek bolsa, 
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1

2

),...,,,,...,,,( 2121

x

x
nn dxyyyyyyxF  

eger perimetrli ert bar bolsa, ýagny  
1

2

1  ,),...,,,,...,,,( 2121

x

x
inni ),m(ildxyyyyyyxF  

constil ,  m>n, m<n, m=n  bolmagy mümkin. eýle hem edil 
ular ýaly beýleki çyl yrymly meseleler çözülýär. Perimetrli 

meseleleri ertli ekstremum meselelerine getirmek hem mümkin. 
Täze näbelliler bilen belläli   

),m1,(i  ,)(
1

2

x

x
ii xzdxF

 

Bu ýerden zi(x0)=0, onda ,ldxF i

x

x
i

1

2

ertden    ,)( 1 ii lxz  

 zi -ni  x görä differensirläp alarys.  

),m(iyyyyyyxFxz nnii 1  ),,...,,,,...,,,()( 2121  

eýlelikde integral perimetrli baglan yk ,
1

2

i

x

x
i ldxF   differensial 

baglan yk bilen çal yryldy.  

)1  ),,...,,,,...,,,()( 2121 ,m(iyyyyyyxFxz nnii  

Köpeldijiler düzgünini ulanyp, ertli ekistremumy   
1

2

x

x

dxF   

ýerine  funksionaly der emek bolar, ýagny 0ii zF   
baglan yga görä, ertsiz eksremumy v funksionaly üçin der emek 
bolýar. 
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§4. Çyzykly däl maksat funksiýaly we çyzykly çäklendirmeler 
ulgamly meseleleri  çözüli i 

Mesele 1. 
 Kärhana bir dürli önüm goýberýär we dört tehnologik usul 

bilen taýýarlanylýar. Bu usullarda i lenende wagt birliginde 
4321 ,, qqqq  önüm alynýar, bu önümleri  gymmaty  p1 , p2 , p3 

,  p4  ybarat. Berlen meseläni  matematiki modelini düzmeli. 
Önümleri  gymmaty i  kiçi bolar ýaly we her bir usulda kärhana 
degi lilikde  t1 , t2 , t3 , t4  sagatdan köp bolmadyk wagtda i lener 
ýaly önüm goýberili  planyny kesgitlemeli. 
Çözüli i:  Goý    x1  birlik kärhana birinji tehnologiýa boýunça 

leýän bolsun, x2  -ikinji,  x3 –üçünji,  x4 –dördünji. Onda önümi  
umumy goýberili i  

44332211 xqxqxqxq    bolar,   a  önümi  umumy 
çykdaýjysy bolsa  44332211 xpxpxpxp    de  bolar.  

Umumy çykdaýjiny  umumy önümi  goýberili ine bolan 
gatna ygyna önümi  gymmaty  diýilýär.  

 

44332211

44332211

xqxqxqxq
xpxpxpxpz  

Indi  44332211 0000 txtxtxtx    
çäkli ulgamy  çözüwler köplüginde  
 

44332211

44332211

xqxqxqxq
xpxpxpxpz  

 
maksak funksiýany  i  kiçi bahasyny tapmaly. 
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eýlelikde  y  bir üýtgeýänli funksiýa ýaly bolar. 
 

)312(3
3

1)312(
4

3122 1111
1

1 xxxxxxy  

 
3x1  we  12-3x1  otrisatel däl köpeldijileri  jemi hemi elik. onu  
üçin   3x1(12-3x1)  köpeldiji bilen  y    3x1(12-3x1)   bolsa i  uly 
bahany alýar. Alarys:   

325,1
4

6122 max21 yxx  

 
Garalýan çyzykly däl meseläni  tipi drob çyzykly maksat funksiýa 
meselä me ze dir. 
 

nn

nn

xbxbxbb
xaxaxaaz

...
...

22110

22110  

 
 

Görnü li funksiýalara drob çyzykly funksiýa diýilýär. 
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1 1

0

    ,*]))(([*
1

x

x

x

x

m

i
iii dxFdxzFxF  

onda * üçin  Eýleri   de lemesini a akdaky görnü de ýazmak 
bolar. 

),n(iF
dx
dF

),n(jF
dx
dF

izzi

jyyj

1    ,0

1    ,0

**

**

 

ýa-da  

),1(0
11

njFF
dx
dFF

m

i
iiy

m

i
iiy jyjjyj  

),1(0)( mjx
dx
d

i  

1

0

x

x

Fdx -funksionaly  ekstremumyny tapmak baradaky 

izoperimetriki meselede esasy zerurlyk ertini almak üçin  

),1(
1

0

mildxF
x

x
ii  baglany ygy  bolmagynda kömekçi 

funksionaly düzmeli bolýar: 

dxFF
x

x

m

i
ii

1

0
1

**  

bu ýerde consti . 
Eger  biz   ** -funksionala Eýleri  de lemeler ulgamyna, haýsy 
hem bolsa bir const0  köpeltsek, onda ** -üytgemeýär. 

1

0
0

**
0 ,

x

x

m

i
ii dxF  
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bu  ýerde mjFF jj ,1  ,  , 00  belgileme girizilendir. 
Indi bolsa Fi- funksiýalar simmetrik, a görä  wariasion 

meseläni  ekstremaly we 
1

0

x

x
sdxF funksionaly  ekstremumyny 

kesgitlemek meselesi haçan perimetrli 

),1,1,...,2,1,0(
1

0

mssildxF i

x

x
i erti bilen s (s=0,1,...,n) 

biri-biri bilen gabat gelýärler. Bu häsiýet biri-birine gar yda   
prinsipler diýilýär. 
Meselem, berlen uzynlygy boýunça çäklendirilen ýapyk egri 
çyzygy  maksimum meýdanyny kesgitlemek meselesi bilen berlen 
meýdany boýunça çäklendirilen ýapyk egri çyzygy   minimum 
uzynlygyny kesgitlemek meselesi biri -birine umumy ekstremala 
eýedir. 
Bellik:  ýokarda görkezilen düzgün perimetirli  meseleleri 
çözmeklik, örän çyl yrymly funksionallar üçin hem dogrydyr. 
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Mesele 4.   (2  meseläni ertine seret.) 
Çözüli i: Ýol berilýän planlarköplügi AB kesimi  nokatlar 
köplügi  (4-njy surat), dereje çyzylgy bolsa giperboladyr. 

 
 

4-nji surat 
 

Eger-de  y=1 onda 
1

2 4
1
x

x  giperbola, eger-de  

32y  bolsa, onda 
1

2
3
x

x   giperbola bolar.  

)32(3

1
2 y

x
x   giperbola  AB kesim bilen bir umumy 

K(2;1,5) nokady bolar. eýlelikde  5,1,2 21 xx  bolanda i  

uly baha ýetýär we ol  32  -e de .  
Bu mesele a sat çözülýär we analitiki  1243 21 xx   

de lemeden  x2-ni  
x1-i  üsti bilen a latmak bolar. 

4
312 1

2
xx . 
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Mesele 3    

                   
0,0

9
122

yx
yx

yx
   

ulgamy  çözüwler köplüginde )1)(7( yxz  funksiýany  
global ekstremumyny tapmaly.  

 
 

3-nji surat 
 

Çözüli i: Ýol berilýän plan köpburçlugy biz eýýäm  7.3.2  
meselede gurduk,  a  dereje çyzygy bolsa osimtotalary  x=7, y=1 
(9-nji surat) bolup hyzmat edýän de taraply giperboladyr.  z  
ululygy  boýuna  z giperbola asimtota kesigini  nokadyndan 
ba lap kiçelýär.  z –i  i  uly bahasy degi li O(o,o) nokatdan 
geçýän giperbolada, i  kiçi bahany bolsa funksiýa  K(7,1) nokatda 
alýar. eýlelikde  O(o,o) nokatda   Zmax=7   ,   K(7;1)  nokatda  
Zmin=0 
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§6. Warasion hasaplamany  göni usullary 
 
Wariasion meselelerde emele gelýän differensial 

de lemeleri , gutarnykly görnü de di e aýratyn ýagdaýlarda 
integrirläp bolýar. a görä bu meseleleri çözmek üçin, öz-
özünden ba ga usullary  gerekdigi ýüze çykýar. Göni usullary  
esasy ideýasy, birnäçe tükenikli sanly näbellili funksiýalary  
ekstremumyny kesgitlemek meselesini , predeline, (limit) 
wariasion meselelerine seretmeklikden ybaratdyr. 
 Bu tükenikli sanly näbellili  funksiýany  ekstremumyny 
kesgitlemek meselesi, (hemi e) belli usullar bilen çözülip so ra 
(limit) predele geçip degi li warisson mesele çözülýär. 

[y(x)]-funksionaly tükeniksiz näbellileri  köplügini  
funksiýasy hökmünde seretmek bolýar. Bu tassyklamany , ýerine 
ýetýändigi aýdy  görünýär, eger seredilýän funksiýalary a akdaky 
derejeli hatar görnü inde dagydylýar diýip bellesek, onda 

 
y (x) = a0 + a1 x + a2 x2 +…+ an xn +…. 

 
ýa-da Furýeni  hatary 
 

1

0 sincos
2 n

nn nxbnxaaxy
 

 
ýa-da haýsy hem bolsa bir görnü li hatar 
 

xaxy n
n

n
1  
 

nirede xn -berilen funksiýa y(x) funksiýany berilen  
funksiýa üçin,ony a akdaky görnü de 
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xaxy n
n

n
1  
 

ýazmak üçin an-koeffisientleri  bahalaryny bermeklik ýeterlik, 
diýmek [y(x)]-funksionaly  bahasy bu ýagdaýda berlen 
a0,a1,a2,...,an,... tükeniksiz  yzygiderlik sanlar bilen kesgitlenilýär, 
ýagny funksional 
 

,...),...,,,()( 210 naaaaxy  
 

Tükeniksiz köp näbellili funkiýa öwrülýär. Diýmek wariasion 
mesele bilen ekstremumyny  arasyndaky tapawudy, wariasion 
ýagdaýda funksiýany  ekstremumyny tükeniksiz köp sany 
näbellilere görä der emeklik gerek bolýar. a görä gäni usuly  
esasy ideýasy ýokarda belleý imiz ýaly wariasion meseläni 
tükenikli sanly näbellili funksiýany  ekstremumyny  kesgitleme 
meselesi üçin prdel meselesi hökmünde seredilmeginden durýar, 
ol bolsa örän dogry bolýar. 
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alarys. Goý  =1, 2, 3, ... bolan töwerekleri çyzaly . 8-nji suratdan 

görnü i ýaly  22 yxz  funksiýa  A(8;0) nokatda i  uly 
baha ýetýär.  rmax =8. 

 
Mesele 2.  

       
0,0

9
122

yx
yx

yx
    

ulgamy  çözüwler köplüginde  22 )3()2( yxz   
funksiýany  global ekstremumyny tapmaly. 
Çözüli i: Ýol berilýän köpburçlyklary we birnäçe dereje 
çyzyklary guraly . (2-nji surat). 

 
 

2-nji surat 
 

 z=  dereje çyzygy  A(2;3) nokada merkezi bolan  cr  
radiusly töweregi berýär. 9-nji suratdan görnü i ýaly  zmin=0  baha  
A(2;3)  nokada ýetýär, zmin  bolsa  B(9;0)  nokatda ýetýär. 

eýlelikde  zmin=0; zmax=(9-2)2+(0-3)2=58. 
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§3. Çyzykly däl maksat funksiýaly we çyzykly çäklendirmeler 
ulgamly meseleler 

 
eýle meseleleri  ýol berilýän çözüwler köplügi mydama 

güberçek, çünki çyzyky çäklilik n ölçegli gi likde güberçek 
köpgyranlygy emele getirýärler. Çyzykly programmirlemeden 
tapawutlylykda çyzykly däl programmirlemelerde maksat 
funksiýany  optimal çözüwlerini  bu köpgyranlygy  depelerinde 
ýerle megi hökman däldir. 
 
Mesele 1.     

                    
0,0

02443
yx

yx
   

ertlerde  22 yxz   funksiýany  i  uly bahasyny tapmaly. 
Çözüli i: Çözüwleri  ýol berilýän köplügi 1-nji suratda garalanan.  
 

 
 

1-nji surat 
 
Eger-de maksak funksiýa fiksirlenen   nokady bersek, onda 
merkezi koordinatalar ba langyjynda bolan 2  radiýusly töwerek 

 91

§7. Eýleri  tükenikli tapawut usuly 
 

Eýleri  tükenikli tapawut usulyny  esasy ideýasy [y(x)]-
funksionaly  bahasy meselem 

 

,)(  ,)(  ,),,( 10

1

bxyaxydxyyxF
x

xo

 

 
seredilýän wariasion mesele rugsat edilen azat (islendik) egride 
seredilmän, eýsem bolsa, di e döwük çyzyklarda, ýagny berlen n 
sany gönüçyzykly zwenolardan (böleklerde) durýan we 
abssissalardaky berlen depeler bilen kesgitlenen: 

,)1(,...,2, 000 xnxxxxx  nirede 
n

xx
x 01 . 

Bular ýaly döwük çyzyklarda [y(x)]-funksional,  
(y1,y2,…yn-1,…) – funksiýa öwrülýär. y1,y2,…yn-1 ordinatalar, döwük 

çyzyklary  depeleri, sebäbi döwük çyzyklar bu ordinatalar arkaly 
doly kesgitlenilýär.  

 
1-nji surat 

y1,y2,…yn-1 ordinatalary eýle bir  saýlaly  netijede, (y1,y2,…yn-1,…) 
– funksiýa ekstremuma eýe bolar ýaly, ýagny y1,y2,…yn-1  akdaky 
sistemadan kesgitleýäris. 
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0...,0;0
121 nyyy

 

 
so ra predele geçeris, haçan n . Predelde funksiýa F ertler 
goýup, birnäçe çäklendirmelerde wariasion meseläni  çözüli ini 
alarys. [y(x)]-funksionaly  bahasyny ýokarda görkezilen döwük 
çyzygy  esasynda takmyn kesgitlemek, meselem ýönekeý 
meselede integral çaly ylyp alynýar. 

 

dx
x

yyyxFdxyyxF
x

x

n

k

xkx

xkx

kk

o

o

o

),,(),,(
1 1

0

)1(
1  

integral jem bilen 

x
x
yyxF i

i

n

i
i ),(

1
 

 
Mysal  hökmünde funksional üçin Eýleri  de lemesini getirip 
çykaraly : 

1

.),,()]([
x

xo

dxyyxFxy  

 
Bu ýagdaýda seredilýän egri çyzykda   
 

 x
x

yyyxFyyyxy
n

i

ii
iin ),()()]([

1

0

1
1,...2,1  

 
Bu jemi  di e iki bölegi yi bagly bolýar, ýagny i we (i-1)-e  

x
x

yyyxF ii
ii

1,   we x
x
yyyxF ii

ii
1

11, , onda 

)1,1(0 ni
xi

 de leme a akdaky görnü e eýe bolýar: 
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“global” termini hem ulanylýar. Gysgaça aýtsak  funksýany  
global maksimumy onu  kesgitleni  ýaýlasyndaky i  uly bahalary, 
global minimumy bolsa i  kiçi bahalary. Global maksimum we 
global minimum bilelikde funksýany  global ekstremumy  diýilip 
atlandyrylýar. 39-njy suratda görkezilen funksýany  grafiginde 
global minumum 2-ä de  we lokal minimumlary  i  kiçisi bilen 
gabat gelýär. Global maksimum 9-a de , funksiýa x0=10 nokatda 
bu baha ýetýär we i  uly lokal maksimum bilen gabat gelýär.  
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                    4-nji surat                                    5-nji surat          
 
Ýene-de geljekde talap edilek kesgitlemeleri ýatlaly . Goý ýapyk 

 köplükde kesgitlenen  z=f(x1 , x2 , ... ,.xn ) funksiýa berlen 
bolsun.  köplügi  elementleri X=(x1 , x2 , ... , xn ) bolsun. onu  
üçin  z=f(x1 , x2 , ... ,.xn ) funksiýany z=f (x) görnü de ýazarys. 
 Eger-de 0  san tapylyp 0xx  de sizligi 
kanagatlandyrýan ähli x-lar üçin )()( 0xfxf   

)()( 0xfxf  de sizlik ýerine ýetýän bolsa, onda  z=f (x) 
funksýa kesgitlenen käbir ýapyk  X  köplükde Xx0  nokatda 
lokal maksimuma (lokal minimuma) ýetýär diýilýär. 
  Funksýany  lokal maksimuma (minimuma) ýetýän x0 
nokady lokal maksimum ( minimum) nokady diýilýär.  

 
Mysallara seredeli : 
5-nji suratda käbir bir üýtgeýänli [1,10]  kesimde kesgitlenen 
funksýany  grafigi ekillendirilen (bu funksýa oýuk hem däl 
güberçek hem). Funksiýa [1;10] kesimde lokal minimuma (x1=3, 
x2=6, x3=y) we iki lokal maksimuma (x4=5, x5=8) eýedir.  

Goý z=f(x) funksiýa X ýapyk köplükde kesgitlenen bolsun. 
Eger-de Xx0  we  islendik   Xx  üçin  

)()()()( 00 xfxfxfxf  de sizlik dogry bolsa, onda 
a bu funksýa x0 nokatda absalýut maksimuma (minimuma) 

ýetýär diýilýär. “Absalýut” termini bilen bilelikde käwagtlar 
 93

)1,1(,01),(

)1)(,(,

1
11

11

nix
xx

yyyxF

x
xx

yyyxFx
x

yyyxF

ii
iiy

ii
iiy

ii
iiy

 

ýa-da 

0
),,(),,(

),,(
1

11

x
x

yyxF
x
yyxF

x
yyxF

i
iiy

i
iiy

i
iiy  

 
ýa-da 

0),,(
x

F
x
yyxF yi

iiy  

 
n predele geçip Eýleri  de lemsini alarys: 

 

0yy F
dx
dF  

 
)(y gözlenilýän funksiýa de lemäni kanagatlandyryp 

ekstremumy ýerle dirmeli.  Edil onu  ýaly hem beýleki wariasion 
meseleler üçin esasy hökmany ertli ekstremumy mümkin almak 
bolar. Eger predele geçilmese, onda de lemeler sistemasydnan 

),1,1(,0 ni
yi

 gözlenilýän y1,  y2, ..., yn-1 ordinatalary 

kesgitlemek bolýar, ol bolsa döwük çyzygy  almaklyga getirýär, 
ýagny wariasion meseläni  takmyn çözüli ine getirýär.   
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§8. Warasion hasaplama meselesini  Ritsi   usuly bilen 
çözüli i 

 
Ritsi   usulyny   ideýasy   [y(x)]- haýsy   hem   bolsa   bir   
funksionaly   bahasyna,  azat rugsat edilýän  berilen  wariasion  
meseläni   egrilerinde  däl-de, a  di e  hemme  mümkin  bolan  
çyzykly  kombinasiýalarda  

n

i
iin xWy

1
)(  

hemi elik    koeffisientli,    birinji    n     funksiýalardan  düzülen     
birnäçe saýlanylyp alynan yzygiderli funksiýalardan    

 ),...(),...,( ),( 21 xWxWxW n durýar.   
n

i
iin xWy

1
)( -funksiýalar seredilýän  meselede  hökman   rugsat  

edilen   bolmaly  ,   bu   bolsa    )(xWi yzygiderli   funksiýany  
saýlamakda  birnäçe   çäklendirmeler   erti  goýulýar.  Bular  ýaly      
çyzykly kombinasiýalarda [y(x)]- funksional   ),...,,( 21 n –
funksiýa öwrülýär,  ,...,, 21 n –koeffisiýentli. Bu koeffisiýentler 
eýle  bir  saýlanylýar,  netijede  funksiýa 

 ),...,,( 21 n -ekstremuma eýe bolar ýaly: eýlelikde  ,...,, 21 n  
akdaky de lemeler sistemasyndan  kesgitlenýän  bolmaly. 

0
i

  (i=1,...,n ) 

n  predele  geçirmegi  amala  a yryp  haçan 
n

i
iin xWy

1
)(      

funksiýany    predelini   bar  ýagdaýynda  seredilýän  wariasion 
meseläni   takyk  çözüli i  bolar. [y(x)]-funksional   
çäklendirmeler   erti  goýulanda  we  eýle  hem    

 ),...(),...,( ),( 21 xWxWxW n – yzygiderlige.  Eger  predele  geçilmese , 

di e n  birinji  çleni  bilen  çäklendirilse  
n

i
iin xWy

1
)( ,  onda  

biz   wariasion  meseläni   takmyn  çözüli ini   alarys.  Eger  eýle  
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3-nji surat 
 
Gerekli kesgitlemeleri ýatlaly . Eger-de köplük islendik A we B 
nokatlardan geçirilen  AB  kesimi  ähli nokatlaryny özünde 
saklaýan bolsa, onda bu köplüge güberçek diýilýär. 1-nji suratda 
nokatlar tekizliginde güberçek köplüge sfera, piramida, prizma we 
beýlekiler degi lidir. 
         2-nji suratda güberçek däl köplüge mysallar görkezilendir. 
Güberçek däl köplükde AB kesimi   ähli nokatlaryndan bu 
köplükde ýatmaýan i  bolmanda iki nokady görkezip bolar. 
Gi likde güberçek däl köplüge tory mysal getirip bolar. 
 Bir üýtgeýänli y=f(x) funksýany  grafigini  islendik iki 
nokadyny birleý dirýän kesim grafikde ýa-da ondan ýokarda 
ýatýan bolsa bu funksýa güberçek diýilýär.(3-nji surat) 
 Birnäçe üýtgeýänli güberçek  ýa-da oýuk funksýalar 
dü ünjesine formulirlemek mümkin. Eger-de  z=f(x11;x21...xn)  
giper üsti  islendik iki nokadyny birle dirýän kesim onu  üstünde 
ýa-da  ondan ýokarda ýatýan bolsa, onda o a güberçek diýilýär.(4-
nji surat) Giper üste z=f(x11;x21...xn) oýuk diýilýär, haçanda onu  
iki nokadyny birle dirýän kesim üstde ýa-da ondan a akda ýatýan 
bolsa. 
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1-nji surat 
 

Bu meselede ulgam çyzykly çäkli, a maksat funksiýa  çyzykly 
bolmaýar.  Seredeli   7.11   we   7.12   meseleler  çyzykly  däl  
programmirlenen meselä degi li.  

 
 

2-nji surat 
 

eýle meseleleri  käbir aýratyn çözüwlerini  üstünde durup 
geçeli . Çyzykly däl programmirlenýän meseleleri çözmek üçin 
ulary bilmek zerurdyr: 

1) Meseläni  ýol berilýän çözüwlerini  köplügi oýuk ýa-da 
güberçek: 

2) Maksat funksiýa güberçekmi ýa-da oýuk 
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usul  bilen   funksionaly   absolýut  minimumyny  kesgitlenilse,  
onda     funksionaly   minimumyny     takmyn  bahasy  islendik  
rugsat    edilýän   egrilerde   uly   däldir  .  Funksionaly ol  bir  
minimumdan rugsat edilýän egriler  klasyny   böleklerinde, 

n

i
iin xWy

1
)(  -   egriler     görnü ine.   ol   bir   usul   bilen  

funksionaly  maksimum bahasyny tapanymyzda funksionaly    
maksimum  bahasyny  takmyn  alýarys .  ol   bir   sebäbine  görä  

ýetmezçilikde. 
n

i
iin xWy

1
)(  -funksiýalar rugsat edilen  

bolmagy  üçin  ilki  bilen  gyra  ertlerini  hökman  
kagatlandyrylmaly ( eýle hem beýleki çäklendirmeleri hem   
ýatdan çykarmaly däl,  olar mümkin funksiýany   rugsat  edilmeli   
ertinde goýulandyr, meselem olary  üznüksizlik we  

ýylmanaklyk ertlerine degi li bolmagy).   Eger gyra ertleri  
çyzykly  we  ýönekeý   meselem   i    ýönekeý   mesele   

0)()( 10 xyxy  ýa-da   
0)()()( 121 xyxyxy jjjj   ( j=0,1 ). 

nirede ij - hemi elikler, onda i   ýönekeýleri  we  koordinatlar  
funksiýalary bu gyra ertlerini kanagatlandyrýanlaryny  saýlamaly.  

Bu  yagdaýda  aýdy   görünýär  we   
n

i
iin xWy

1
)(  islendik     

ol   bir   gyra  ertlerini   kanagatlandyrýar.   Goý ,   meselem gyra  
ertler  0)()( 10 xyxy  görnü de  bolsun,  onda  koordinatlar  

funksiýasyny  hil  boýunça  saýlap  bolýar.   
)())(()( 10 xxxxxxW ii  

nirede  (x)-  haýsy hem bolsa üznüksiz funksiýa, ýa-da 
 

01

0 )(sin)(
xx
xxkxWk  ( k=1,2,...) 

ýa-da haýsy hem bolsa ba ga bir funksiýa a akdaky ertleri ýerine  
ýetirýär: 
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0)()( 10 xWxW ii  
 

Eger ertler ýönekeý däl bolsa,   meselem: 1100 )(  ,)( yxyyxy   
nirede  i  bolmanda  sanlary   biri  0y ýa-da  1y  nula  de   däldir,  
onda wariasion meseläni   çözüwini yönekeý görnu de gözlemek 
 

)()( 0
1

xWxWy
n

i
iin  

 
nirede )(0 xW  berilen  gyra  ertlerini  kanagatlandyrýar. 

 )(  ,)( 110000 yxWyxW   galan   hemme  )(xWi  degi li  ýönekeý  
gyra  ertlerini  kanagatlandyrýar , ýagny  seredilýän  ýagdaýda  

 0)()( 10 xWxW ii  
Bular  ýaly  saýlananda  aýdy   görünýär,  islendik i üçin  
funksiýalar )(xyn  berilen  gyra  ertlerini   kanagatlandyrýar.   

)(0 xW funksiýany hil boýunça saýlamak bolýar,  meselem  çyzykly    
funksiýa   
 

00
01

01
0 )()( yxx

xx
yyxW  

 

),...,2,1(  0 ni
i

 de lemeler sistemasyny  çözüli i,  umuman  

aýdanda örän çyl yrymly mesele. Bu mesele epesli  
ýöneke le ýär,   eger  ekstremum  näbellili  funksiýa  kwadrat  we  
onu   funksionalyny  önümlerine  görä  der elýär, sebäbi  bu  

ýagdaýda  de lemeler   sistemasy ),...,2,1(  0 ni
i

,  i - görä  

çyzyklydyr. 
Yzygiderli funksiýalary  ,...,..., , 21 nWWW  saýlamakda  
funksiýalary  koordinatlary diýlip atlandyrylýar we geljekki  
hasaplamalary   çyl yrymlylyk derejesine örän güýçli täsir  edýär,  
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§2.  Çyzykly maksat funksiýaly we çyzykly däl çäklendirmeler 
ulgamly meseleler 

 
Mesele 1. Önümçilikde käbir azyk iki görnü de öndürülýär. Eger-
de birinji görnü li resursy  bahasy  3  manat, ikinjini ki bolsa  4  
manat, ähli alnanda bolsa  12  manat bolsa resuslaryny  
ululyklaryny  optimal paýlany ygyny kesgitlemeli. Birinji resusy   
x1 mukdaryndan we ikinji resusy  x2  mukdaryndan  

5,0
2

5,0
12 xx  önüm birligini almak mümkin.  

Umuman i lenilip taýýarlanylan önümi  mukdary bilen 
onu  çykarylýan resuslaryny baglany dyrýan  y=f (x1 , x2 , … , xn ) 
fumksiýa önümçilik funksiýasy diýilýär. Önüm üçin ýönekeýje 
önümçilik funksiýasy iki dürli resurs üçin eýle bolar:     

                       1
21 cxcy      

Bu ýerde c we  - hemi elik ululyklar,  10 . y funksiýa 
di e iki resurs bolan ýagdaýy üçin görkezilen: x1 – zähmet, x2 – 
baýlyk (kopital), bu ýerdäki  bu resuslary  degi li paýlaryny 

ladýar.  
y     funksiýa ýönekeý önümçilik funksiýasy, eýle hem 

mu a iki resursy  we bir önümi  arasyndaky baglylyk ýaly 
garalýar. Bu funksiýa politekonomiki der ewlerde wajypdyr.  

Meseläni  matematiki modeli: Goý  x1 – I  görnü li 
resursy  mukdary, x2 – II görnü li resursy  mukdary.  

Çäkli ulgam                        
0,0
1243

21

21

xx
xx

       

Magnit funksiýasy  212 xxy  
(1) formulany  çözüwler köplüginde (2) funksiýany  i  uly 
bahasyny tapmak talap edilýär. 
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min)],...,,(),...,,([

max),...,,(),...,,(

21
**

2
*
1

21
**

2
*
1

nn

nn

xxxfxxxf

xxxfxxxf
 

     Eger bizi  sereden (1)-(3) de lemämiz çyzykly bolsa, onda ol 
meseläni belli bolan usullar bilen simpleks, tora, excel elektron 
tablisasy arkaly optimal çözülýär. 

xbaE n )(gi lçyzykly  
Eger-de (1)-(3) çözemizde ol meseläni  esasynda emele gelen 
köpgrnalyk (köpburçluk) çyzykly däl bolan ýagdaýynda hemme 
wagt güberçek (oýuk) hem bolup duranok, onu  sebäbi 
gipertekizlik köpgranlygy  ýeke bir depelerinde däl-de, eýsem 
bolsa onu  içinden geçmegi hem mümkin 
 Çyzykly däl programmirlemäni  meselesini  çözüli ini 
kesgitlenilende onu  geometric manysyny peýdalanaly : 

1) giperüst (gipertekizlik); 
2) meseläni  çözüwini  bar bolan ýaýlasyny kesgitlemeli; 
3) ýokarky we a aky derejäni kesgitlemeli we onu  

gipertekizlige görä ýerle ini barlamaly. Eger onu  
çözüwi ýok bolsa, onda ýaýlada bo  köplük ýa-da ýeke täk 
çözüwi bar; 

4) çäklendirilen ýaýlany  esasynda max (min) nokatlary  üsti 
bilen gipertekizlige görä egri çyzyk ýa-da göni çyzyk, 
ýagny ol nokatlardan geçýän  çyzgyny kesgitlemeli. 
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onu  üçin funksiýany  koordinatalar sistemasyny o at  
saýlamaklyk köp derejede bu usuly  ulanylmagyndaky  
ýeti iklilige bagly bolup durýar . 
Ýokarda  hemme  aýdylanlar  doly  görnü de   funksionallara  hem  
degi lidir  ),...,,( 21 nxxxz  özem   u   ýagdaýda  iW  funksiýalar  
indi  bolsa  funksiýalar nxxx ,...,, 21   näbellilere  bagly  bolup, eýle  
hem  köp   näbellilere  degi li  funksionaldyr. 
    Ritsi   usuly  köplenç  matematiki  fizikany   meselelerini   
takyk  we   takmyn  çözmekde  ulanylýar.  Meselem, eger  haýsy  
hem  bolsa D ýaýlada  Puassony   de lemesini     çözüli ini   
tapmak  gerek  bolsa   

),(2

2

2

2

yxf
y
z

x
z  

 
D  ýaýlany   gyrasynda,  z-i   bahasy  berilen  bolsa,  onda  bu  
meseläni  funksionaly   ekstremumy  baradaky  wariasion  mesele  
bilen çaly mak bolýar, netijede alynan de leme bolsa  
Ostragradskiýni  de lemesi bolýar. Bize belli bol y ýaly  
seredilýän  mesele  üçin  onu   funksionaly      
                     

D

dxdyyxzf
y
z

x
z ),(2

22

 

 
görnü de  bolýar. 
Kesgitlilik  üçin a akdaky  görnü däki  funksionala  seredeli : 
 

1

0

))(),(,()]([
x

x

dxxyxyxFxy  

 
Bu  ýerde  meseläni     minimumy  baradaky  soraglara  seredeli .  
Koordinatlar funksiýalar yzygiderligi  )...(,),...,( ),( 21 xWxWxW n    
doly  diýip  hasap  edeli ,  ýagny  koordinatlar  funksiýalar yny    
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 )(
1

n

k
kk xW çyzykly  kombinasiýasyny   ýakynlygy  birinji  tertipli  

manyda, ýagny her bir rugsat edilen funksiýa islendik derejede  
takyklyk bilen approksimirlenen, nirede  n-ýeterlik derejede  uly.          
Onda Ritsi  usuly bilen ,...,...,, 21 nyyy  nirede 

 )(
1

n

k
kkn xWy funksiýalary  almak  bolýandygy  emele  getirijisi,  

ýagny  minimumla dyrýan  yzygiderlik  diýip  atlandyrylýan  
ýagny yzygiderlik  onu   üçin  funksionaly    bahasy  )(xy ,  

],...[],...,[],[ 21 nyyy minimuma ýygnalýar ýa-da )(xy   
funksionaly   i   a akdaky  granyny    bahasy  ýöne  

)]([min)(lim xyxynn
 de lemeden )()(lim xyxynn

 gelip  

çykanok. Rugsat  edilýän  funksiýalary    klasynda  ekstremumy  
ýerle dirýän  funksiya ymtylman  hem  biler  minimumla dyrlan  
yzygiderlik  funksional 

1

0

))(),(,()]([
x

x
nnn dxxyxyxFxy  

 
Örän  kiçi  tapawut  edip  biler . 
 

1

0

))(),(,()]([
x

x

dxxyxyxFxy  

 
Ýeke  bir  bu  ýagdaýda däl,  haçan  )(xyn  hemme  integrirlenýän  
kesimde, ýakyn,  birinji  tertipli  ýakynlama manysynda y(x),  
eýle  hem  haçan  ýeterlik  kiçi  bölegi  (x0, x1)  kesimde    yn(x),  

we   y(x)  ýagdaýda,  ýa-da  olary   önümleri  örän  uly  biri-
birinden  tapawutlanýarlar,  ýöne  galan  böleklerde  (x0, x1)  
kesimi   ýakynlyklary   galýar.   
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VI BAP.  Çyzykly däl programmirlemäni  umumy meselesi 
 

§1. Çyzykly däl programmirlemäni  umumy meselesini  
goýlu y 

 
          Çyzykly däl  programmirlemäni  meselesini  ykdysady 
geometriki   manysy. Amaly meseleleri  köpüsi optimallyga 
çözmeklik üçin onu  matematiki modeli çözülende umumy 
görnü de ol çyzykly däl bolýar. 
      Çyzykly däl programmirlemäni  meselesi a akdaky görnü de 
berilmegi mümkin: 

1) maksat funksiýasy çyzykly, çäklendirmeler ulgamy 
çyzykly däl; 

2) maksat funksiýasy çyzykly däl, çäklendirmeler ulgamy 
çyzykly; 

3) maksat funksiýa hem-de çäklendirmeler ulgamy çyzykly 
däl. 

      Biz bu meseläni dürli usullar bilen çözüp, ony optimaldygyny 
kesgitleýäris. Goý, bize çyzykly däl programmirlemäni  umumy 
meselesi a akdaky görnü de berlen bolsun: 
 

)3(),1(:0

)2(
),1(),...,,(

),1(,),...,,(

)1(max(min)),...,,(

21

21

21

njx

mkibxxxg
kibxxxg

xxxf

j

ini

ini

n

 

 
(1)-(3)-çyzykly programmirlemäni  umumy meselesini  
matematiki modeli diýilýär. f, ig -n sany näbellä degi li bolan ib -
berlen san (seri däni  görnü leri). 
Eger-de meseläni  çözüli i bar bolsa we ol (2)-ni 
kanagatlandyrýan bolsa onda  a akdaky ertler ýerine ýetýändir. 
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optimal çözüwe eýe bolarys. Eger ýerine ýetmese onda biz 
optimal çözüwi ýene barlarys. 

3333

3131

2424

2323

1414

1212

1310)4(6)3,3(
46)4(2)1,3(

4213)4,2(
7516)3,2(
10303)4,1(
4404)2,1(

cuv
cuv

cuv
cuv
cuv
cuv

 

 
                                                                    Tablisa 10 

 
 
 

138)2(6)3,3(
86)2(4)2,3(

4415)4,2(
7516)3,2(
10505)4,1(
4404)2,1(

 

.148074041003100680210minz  
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1-nji surat 

 
onu   üçin  minimumla ýan  nyyy ,...,, 21  yzygiderlik  rugsat  

edilýän   klasda   predela    eýe   bolman   hem   biler.  Ýöne  
funksiýalary   nyyy ,...,, 21  özleri  rugsat   edilen   Ritsi   usuly   

bilen   ny  yzygiderligi   ýygnanma   erti   alnan,   wariasion   
meseläni   çözüli i  we  ýygnanmany   tizligi  köplenç  gabat  
gelýän  i lerde  rus  alymlaryny   go andy  kändir. 
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§9. Warasion hasaplamagyny  meselesini  Kantorowiçi   
usuly bilen çözüli i 

 
      Köp azat nübelili funksiýalar bagly bolan ),...,,( 21 nxxxz  
funksionallara Ritsi  usulyny ulanylanda, kordinatlar sistema 
funksiýasy saýlanylýar. 

 
We Wariasion meseläni  takmyn çözüwi  

 
Görnü de gözlenilýär,nirede -koeffsientler hemi elik.  
Kantorowiçi  usulynda hem edil onu  ýaly koordinatalar sistema 
funksiýasyny saýlamaklyk talap edýär.  

 
Onu  takmyn çözül i hem edil onu  ýaly 

 
görnü de gözlenilýär,ýöne  koeffisientler hemi elik däl, 
ýagny ol haýsy hem bolsa bir näbellä görä näbellili funksiýadyr. 

-funksional, funksiýalary  klassynda 

 
görnü den 

 
m-sany bir bagly däl näbellili  funksiýa 
bagly bolan funksionala öwrüldi. 

, funksiýalar eýle bir saýlanylýar, 
netijede  funksional ekstremuma ýeter ýaly. undan so ra, haçan 

, predele geçilse,onda bir näçe ertleri  esasynda takyk 
çözüwi almak bolýar, eger predele geçilse, onda bu usul bilen 
takmyn çözüwi almak bolýar,özem umuman aýdanda ara 
takyk(ýokary derejede takyk), ýagny Ritsi  usuly bilen 
de dirilende eýle hem, ol bir koordinataly funksiýalary we m-
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                                                                       Tablisa 8 

 
 

ij

ij

ij

ij

ij

x
x
x

x

x )min(

 

                                                                        Tablisa 9 

 

 
 
     okarda görkezilen prosesi ýene bir gezek, i  so ky 
formulany  esasynda barlap, de ligi barlap ýerine etýän bolsa, 
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246
178
369

313131

232323

131313

cuv
cuv
cuv

 

0ijijij CUV  
 
                                                                       Tablisa 7 

 
 
     So ky tablisalara biz Potensiallar usulyny ulanyp, (5)-i  
esasynda U-lary we V-leri kesgitledik. So ra olary ol tablisalarda 
ýerine goýup, (5)-i  ýerine ýetirili ini barladyk. Netijede biz 3-
kletkada 
 (5)-i  ýerine ýetmeýändigini gördük. So ra ony (6)-ny  üsti bilen 

latdyk.Indi bolsa, biz ol a latmalary  ýerine ýetmegi üçin 
tablisalary täzeden dolduryp ýene-de bir gezek (5)-i  dogrulygyny 
barlarys. eýlelikde biz bu prosesi tä hemme kletkalarda (5)-i  
(6)-ny  formulalary ýerine ýetýänçä dowam ederis. Haçan ol 
netije alynanda seredilýän mesele optimal çözüwe eýe bolar. 
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çlenlerini sanynda. Bu usuly  ýokary takyklygy bolmagyny  
sebäbi 

 
funksiýalar klasslary  näbelliler 

 
funksiýalar klasslaryndan has gi dir we haçan  -hemi elik bolup 

 
Görnü däki funksiýalary  içinden eýle bir funksiýany saýlamak 
bolýar netijede, Wariasion meseläni  çözüwüni  o at 
approksemirleýän 

 
-funksiýalara garanda . 
Meselem. Goý a akda berilen funksionaly ekstremuma 
der emeklik talap edilýän bolsun 

 

D-ýaýla degi li bolup, -egriler 
we  gönüler bilen çaklendirilen.D-ýaýlany  
gyralarynda  funksiýany  bahalary  kesgitlenen. 
Koordinatalar funksiýasyny  yzygiderligini saýlaly : 

 
ýa-da bellikleri üýtgedip )(xk -y  ýerine -ny girizip alarys: 
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-bizi  saýlan funksiýamyz, -näbelli  funksiýa,biz bu 

funksiýany,   funksioanaly  ekstremuma ýeter ýaly edip 
kesgitleýäris, ýagny 

 
Ikinji integraly  a agyndaky funksiýa,belli -funksiýa,onda -
görä integrirlemek bolýar, we  funksional bolsa 

akdaky görnü de eýe bolar. 

 
-funksiýalar eýle bir saýlanýar netijede 

-funksional ekstremuma ýeter ýaly. 

 
1-nji surat 

Diýmek  Eýleri  de lemeler sistemasyny hökmany 
kanagatlandyrmaly: 
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                                                                                Tablisa 6 

 
 
 

,3
,1
,2

22

21

11

uv
uv
uv

 

.7
,13

,8

34

33

32

uv
uv
uv

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
         
 

3131

2323

1414

1313

1212

46)4(2
819

10303
69

4404

cuv
cuv

cuv
cuv

cuv



 194 

 X(xij) meýilnamany  potensiallygy üçin her bir 
.ijij cuv  

 de lik ýerine ýetirilýär, beýleki komponentler nula de , onu  
üçin hem degi li go ulyjylar nula öwrülerler. onu  üçin hem (13) 
de ligi  
 

n

j

m

i
jiji xcS

1 1

.                               (14) 

 
görnü de alarys. Bu bahany (6) de sizlikde ornuna goýup 
 

n

j

m

i

n

j

m

i
jijijiji xcxc

1 1 1 1

                                (15) 

 
de sizlige geleris ýa-da (3) we (4) de likleri hasaba alyp 
 

.min Xzz                                         (16) 
  
de sizlige geleris. Ba ga sözler bilen aýdylanda X meýilnama 
boýunça ulag çykdajylary minimum çykdajylardan kiçidir ýa-da 
de dir.  
        Indi bolsa biz Potensiallar usulyny ulanmak üçin U we V 
potensiallary girizeli  (5). Onda bizi  tablisamyz a akdaky 
görnü de ýazylar. 
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Azat hemi elikler eýle bir saýlanýarlar netijede, ,   
 gönülerde berilen gyra ertleri ýerine ýetirmeli. 

Bellik. Gyra meselelerini  takmyn çözüwlerini kesgitlemek üçin, 
wariasion usul däl-de, ýene-de bir gönü usul, ol hem bolsa köplenç 
ulanylýan B.G.Galerkini  usulydiýilip atlandyrylýar. Bu usul örän 
amatly, çyzykly gyra meselelerini çözmek üçin, ýöne bu usul bir 
näçe çyzykly däl meseleleri hem çözmekde ulanmak bolar. 
Kesgitlilik üçin Galerkini  usulyna  seredeli , özem örän köp 
aýratyn tejribelikde gabat gelýän ikinji tertipli çyzykly 
de lemelerde 

)()()( xfyxqyxpy                        (1) 
 

bir tipli gyra ertleri bilen  (bir  tipli  däl  
gyra ertleri 1100 )(  ,)( yxyyxy näbellileri bilen çaly yp  

 
 
ýe illik bilen bir tiplä getirmek bolýar).  

 de lemäni gysgaja ýazaly  
 
                                                 
 

-kesimde, doly üzüniksiz çyzykly baglan yksyz 
funksiýalar sistemasyny saýlaly  
 

             
 gyra ertleri 

kanagatlandyrýan gyra meselesini  takmyn çözül ini birinji n 
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funksiýany  sistemasyny  çyzykly kombinasiýasy görnü de 
gözläli  : 

 
 

-ni -de lemede ýerinde goýup,so ra -koeffisentleri 
saýlaly , netijede funksiýa 
 

 
 

-kesimde her bir   funksiýa ortogonal bolar 
ýaly 
 

),1(0)()()(
1

0
1

nidxxwxfxwL i

x

x

n

i
ii   (3) 

 
 

Hakykatdan hem , haçan , takyk çözüwine ymtylmagyna 
gara mak bolýar. 

 
 

eger, alynan hatar ýygnanýan bolup her bir çlenlere görä iki gezeg 
differensirlemäge rugsat edilýän bolsa onda  funksiýa 

- kesimde her bir  funksiýalar sistemasyna  görä 
ortogonaldyr, sebäbi  -nji sistema doly,onda , 
bu bolsa  -i   de lemäni  çözüwini a ladýar,  –i   
  gyra ertlerinem kanagatlandyrýandygy 
aýdy dyr. . -çyzykly 
sistemadan, hemma -leri,o a görä kesgitlemeli,a haçan  
predele    geçirmeklik bolsa,käwagtlarda mümkin bolýar, a görä 
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.

,

1

1

i

n

j
ij

j

m

i
ij

ax

bx
                                            (10) 

                                                        
  onu  üçin hem islendik ýol bererlikli meýilnamalar üçin alarys. 
 

.

,

11

11

n

j
ij

n

j
ij

m

i
ij

m

i
ij

xx

xx
                                                  (11) 

 
 
we  ijx   ýazylan (9) de lik  ijx   üçin hem dogry bolar: 
 

.
1 11 1

m

i

n

j
iji

n

j

m

i
ijj xuxvS                        (12) 

 
       
Indi (9) de  özgertmeleri tersine geçirip   
   
 

n

j

m

i
jii

n

j

m

i
ijj xuxvS

1 1
.

1 1

 

 
alarys we (8) de liklerde hem eýdip (7) de lige me ze  de lik 
alarys: 
 

n

j

m

i
jiij xuvS

1 1

.)(                               (13) 
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222122
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m

m

xxxv

xxxv
xxxv

 

ýa-da 

.
1 1

n

j

m

i
ijj xv  

 
 

a me ze likde ikinji jemi hem    
 

.
1 1

m

i

n

j
iji xu  

görnü de alarys. Onda (8) de lik a akdaky ýaly ýazylýar.  
 

m

i

n

j
iji

n

j

m

i
ijj xuxvS

1 11 1

                        (9) 

m

i
ijx

1
 jem j sütün boýunça meýilnamany  komponentlerini  jemi 

de dir we ol j kabul edijini  isleglerine de dir: 
 

.
1

j

m

i
ij bx  

a me ze likde jem i setir boýunça alynan meýilnamany  
komponentlerini  jemine de dir we ol i ugrudyjydaky harytlary  
sanyna de dir.                               

.
1

i

n

j
ij ax  

    Bu setirler we sütünler boýunça alnan jemler islendik ýol 
bererlikli meýilnama üçin dogry bolar we ol sanda X(xij) 
meýilnama üçin hem dogrydyr: 
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hemi e,uly bolmadyk n (n=1,2,3,4,5) tükenikli (kä wagtlarda n=1) 
sanlar bilen çäklenmeli bolýar.Bu ýagdaýda ilki bilen  di e n  
funksiýalary  saýlamaly, a görä dolylyk ertini  geregi 
ýok bolýar we olary di e çyzykly baglan yksyzlyklary ny ,gyra 
ertlerini 

 
Kanagatlandyrýanlaryny saýlamaly. Köplenç ýagdaýlarda 
koordinatalar funksiýasy diýilip atlandyrýanlary köpçlenler 
görnü de almak bolýar. 
 

 
 

 
(bu ýagdaýda koordinatalar ba langyjyny   x0-nokada geçirmeklik 
amatly bolýar, onda (3) x0=0  ýa-da trigonometrik funksiýa 
 

,...)2,1()(sin
01

0 i
xx
xxn
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II bapa degi li meseleler 
 

1. Funksionaly  ektremumy barada meseläni  takmyny çözüwini 
tapmaly. 

0)1()1(,)20100()]([
1

0

223 yydxxyxyyxxy

2. Funksionaly  minimumy barada meseläni  takmyny çözüwini 
tapmaly we takyk çözüwi bilen de dirmeli. 

0)1()0(,)2()]([
1

0

22 yydxxyyyxy  

3. Funksionaly  ektremumy barada meseläni  takmyny çözüwini 
tapmaly we takyk çözüwi bilen de dirmeli. 

0)2()1(,)21()]([
2

1

22
2

2 yydxyxy
x

xyxxy

4. Funksionaly  minimumy barada meseläni  takmyny çözüwini 
Ritsi  usuly bilen tapmaly we takyk çözüwi bilen de dirmeli. 

0)2()0(,)2()]([
2

0

22 yydxxyyyxy  

5. Differensial de lemäni takmyny çözüwini Ritsi  usuly bilen 
tapmaly  

0)1()0(,2 yyxyxy  
)(    we)( 32 xyxy  kesgitlemeli we olary  bahalaryny x=0,25, 

x=0,5 we x=0,75 nokatlarda olary  bahalaryny de dir. 
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Funksionala nähili baha berýändigini seredeli  (ulag çykdajylary 
 az). X meýilnama üçin onu  potensiallyk erti 

kanagatlandyrýanlygy belli däl, ýöne X meýilnamany  
potensiallygy üçin maketi  her bir (i,j) öýjügine (1) de sizlik  
 

ijij cuv  

 
degi lidir ýa-da tersine  

.ijij uvc                                                  (5) 
 
Maketi  her öýjüginden degi li ijx  element alyp ony bu 
de sizligi  iki bölegine-de köpeldip jemläp alarys: 
 

n

j

m

i
jiij

n

j

m

i
ijij xuvxc

1 1
.

1 1

)(                                (6)  

                    
Bu de sizligi  san bölegini gysgalygy üçin S bilen belleýäris: 
 

n

j

m

i
jiij xuvS

1 1
,)(                                (7) 

                                          
Bu jemi tapawut görnü de hem ýazyp bolar:   
                              

n

j

m

i
jii

n

j

m

i
ijj xuxvS

1 1
.

1 1
                                                (8)                                                                    

 
 (8) jemi a akdaky ýaly özgerdeli . Ol jemleri  birinjisi açyk 
ýagdaýda  
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        Ähli öýjükler üçin potensiallary  tapawudy tarifleri  sanyna 
de  ýa-da ondan kiçi bolmalydyr, X belgilenen öýjükler üçin bolsa 
ol san tarifleri  sanyna de  bolmalydyr. Bu ertleri 
kanagatlandyrýan meýilnama potensial meýilnama diýilýär. 

eýlelik-de esasy teoremany a akdaky ýaly aýdyp bolar; eger-de 
ulag meselesini  käbir meýilnamasy potensial bolsa, onda ol 
meýilnama optimaldyr. 
 
Subudy. Goý käbir X(Xij) meýilnama üçin potensiallyk erti 
ýerine ýetirýän bolsun, yagny (1) we (2) ertleri kanagatlandyrýan 
Ui we Vj sanlary  ulgamy bar bolsun. 
 

                                                                                  Tablisa 5 
 v1 v2 vj vn  

u1 c11 c12 c1j c1n a1 

u2 c21 c22 c2j c2n a2 

ui ci1 ci2 cij cin ai 

um cm1 cm2 cmj cmn am 

 b1 b2 bj bn  
 
     Ba ga söz bilen aýdany da goý X meýilnama potensial bolsun. 
Bu meýilnamany  optimal boljakdygyny subut edeli . 
X meýilnama:  

n

j

m

i
ijijX xcz

1 1

                                         (3) 

                                               
Funksionala baha berýän bolsun. Bize X meýilnamany  
optimallygy ýa-da däldigi belli däl, onu  üçin hem optimal 

)( ijxX  meýilnamany alyp onu :  
n

j

m

i
ijij xcz

1 1
min                              (4) 
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III Bap. Optimal dolandyrmany  meselesi 
 

Giri  
 

       Her bir adam wagtal-wagtal  durmu da gabat gelýän dürli  
meseleleri çözmeli bolýar.  Ol meseleler  netijeli ýeke täk  ýol ýa-
da  usul bilen çözülmeýän bolmagy mümkin.  Bu ýagdaýlarda 
meseläni   i  o at amatly çözüli  usulyny  gözläp tapmaly bolýar. 
Ýöne dürli ýagdaýlarda  i  o at çözüwler  biri-birinden  tapawutly 
bolmagy mümkin.  Meselem okuwçy mekdepden  uzakda ýa aýan 
bolsa, onda ol mekdebe  tramwaýda  30 minut wagtda  ýa-da  
ýolu  bir bölegini  awtobus bilen, a galan beýleki bölegini  bolsa, 
trolleýbus bilen 20 minut  sarp edip geçip biler.  Eger biz iki 
çözüwleri  hem de dirsek, onda ikinji çözüwi   o atlygy aýdy   
görünýär.  Haçan mekdebe minimum wagtda  barmaly bolsa, 
ýagny  onu  kriteriýasy   o at  minimum  wagta  görä.  Ba ga  
kriteriýa  görä ( meselem, minimal baha ýa-da harajat, minimal 
dürli  görnü li ulaglar) birinji çözüw  i  o at bolýar.  Durmu da 
bolsa köplenç ýagdaýlarda   o at diýen  dü ünje  san taýdan 
kriteriýasy  bilen a ladylmagy mümkin, minimum çykdaýjy, 
normadan minimum gy arma,  maksimum tizlik, girdeýji we .m.  

a görä  matematiki meseläni   (optimum – i  o at, ýa-da 
amatly) optimal netijesini tapmak üçin meseläni  goýmak bolýar. 
Sebäbi i  kiçi  ýa-da  i  uly  bahasyny tapmakda  aýratyn tapawut  
ýok. Meseläni   optimal çözüwini  tapmak meselesine  
optimalla dyrma meselesi diýilýär. 
                Optimal netije düzgin boýunça ýüzüni  ugruna  birden 
tapylmaýar, ol prossesi   netijesinde tapylýar we  optimalla dyrma 
prossesi diýilýär.  Prossesde  ulanylýan optimalla dyrma  usuly, 
optimalla dyrma usullary diýen ada eýe boldy. Ýönekeý 
ýagdaýlarda biz ýüzüni  ugruna meseläni ertini  matematiki dile 
geçirýäris we meseläni   matematiki ekillendirili ini  alýarys. 
Ýöne tejribelikde  meseläni  matematiki ekillendiri  prossesi 
ýeterlik derejede çyl yrymly. 
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           Optimalla dyrma usullary dersi matematiki ders bolup,  
ekstremal meselelerini öwrenmek bilen me gul bolýar we olary  
çözüli  usullaryny i läp düzmek bilen  me gul bolýar. 
               Umumy ýagdaýda  matematiki görnü däki  ekstremal 
meseläni  goýul y     f( ,  ,..., )- maksat funksiýany    i  
uly ýa-da i  kiçi  bahasyny kesgitlemekden  durýar,  haçan   

( ,  ,...,   (i=1,2,...,m)  erti ýerine ýetirende, nirede f, 
- berilen funksiýalar, a  -  haýsy hem bolsa bir  hakyky sanlar. 

           f we    funksiýalary   häsiýetine baglylykda  
optimalla dyrma usullaryny aýratyn  özba dak  ders höküminde  
seretmek bolýar, ol  kesgitli meseleler synpyny  öwrenmek we 
olary   çözüli  usullaryny i läp   düzmeklik bilen me gul  bolýar. 

eýle hem  ol çyzykly we çyzykly däl  programmirleme 
meselelerine   bölünýär.   Eger  hemme   f  we     funksiýalar  
çyzykly bolsalar  onda degi li  mesele çyzykly 
programmirlemäni   meselesi bolýar.  Eger haýsy hem bolsa  
funksiýalary   birisi çyzykly däl bolsa onda degi li mesele  
çyzykly däl programmirlemäni   meselesi bolýar. 
Optimalla dyrma usullarynda  i  köp öwrenilen bölüm bolup 
çyzykly programmirlemäni  meselesi  bolup durýar.  Çyzykly 
programmirlemäni   meselesini çözmek üçin  birgiden peýdaly  
usullar, algoritmler we programmalar  i lenip düzülendir. 
           Çyzykly däl  programmirlemäni   meselesini  içinde  
gi den köp öwrenilen  mesele  güberçek  programmirlemäni   
meselesidir. Bu meseleleri   çözüwlerini   netijesinde minimum 
güberçek  (ýa-da maksimum oýuk) berilen funksiýalar  güberçek 
ýapyk köplükde   kesgitlenilýär. Öz gezeginde  güberçek 
programmirlemäni   meselesini  arasynda  gi den yzygiderli   
kwadrat programmirlemäni   meselesi der elýändir. eýle 
meseleleri  umumy ýagdaýda  çözüli ini  netijesinde  maksimum 
(ýa-da minimum)  kwadrat funksiýalary  tapmaklyk talap edilýär, 
haçan onu  näbellileri  haýsy hem bolsa  bir de sizlikler ýa-sa 
çyzykly de lemeler  sistemasyny  ýa-da çyzykly de lemeler we 
çyzykly  de sizlikler  sistemasyny  bilelikde  özünde saklaýan 
ertleri  kanagatlandyrýan bolsa,  matematiki  programmirlemäni   
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Bu ýerde nokatlar xij>0 bahalary alýan öýjükleri a ladýar 
(xij<0 meseläni  setirine görä bolup bilmez).  

Asiklik meýilnamalary  içinde optimal meýilnamalary  
hem boljakdygyny görkezeris. 

Eger-de asiklik X(xij) meýilnamada položitel 
komponentleri  sany  

1nmN  
 

 (beýleki komponentler nula de ) bolsa, onda öýjükleri  
toplumyndaky xij>0 bahalary  ýerle en tarifleri  matrisasyndaky 
cij elementlere X-belgilenen elementler diýilýär.  
       Eger-de položitel komponentli meýilnamany  sany  
 

,1nmN  
 

bolsa, onda ö ki alnan öýjükleri  üstüne (m+n-1) sana ýeter ýaly 
we ö küler bilelikde sikli emele getirmez ýaly nul bahaly 
öýjükleri go maly. unlukda ähli alnan öýjükleri  cij tarifleri X 
belgilenen diýip hasap edilýär. 
       Asiklik meýilnamany  komponentlerini  sany (m+n-1) 
sandan uly bolup bilmez, sebäbi N=m+n-1 bolanda subut edilen 
teorema görä saýlanyp alnan öýjüklerde sikl gurup bolar. 
 
        Teorema 2 (esasy teorema). Eger-de ulag meselesini  käbir 
X=(xij)m+n meýilnamasy üçin ähli i=1,2,..,m; j=1,2,…,n üçin  

 ijij cuv                                     (1) 
 de sizligi kanagatlandyrýan xij>0  (xij(-X)) üçin bolsa  

ijij cuv                                     (2) 
de ligi kanagatlandyrýan u1,  u2,…,ui,...,um;  v1,  v2,…, vj,...,vn  
sanlary  içinde m+n sany ulgamyny saýlap alyp bolsa, onda X 
meýilnama optimaldyr. ui,  vj  sanlara ugradyjylary  we kabul 
edijileri  potensiýalary diýilýär. (1) we (2) ertlere X 
meýilnamany  potensialla dyrma erti diýilýär. 
        Her bir (i,j) öýjüge iki potensial degi lidir; i-u we j-v 
degi lidir. Potensiala ma erti a akdaky ýaly aýdylýar: 
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 Tablisa 3 

 
 
 Goý,  (m+n) öýjük aýlanyp alnyp setirleri  we sütünleri  
jemi (m+n-1) bolan maket üçin teorema dogry bolsun. 
Teoremany  subudy (m+n) üçin alarys. 
       Birinji ýagdaý; Belgilenen öýjükleri  içinde bir hatarda ýeke 
özi bar bolan öýjük bar bolsun. bu öýjügi ta lap onu  ýerle en 
setirini hem ullanmaýarys. eýlelik-de setirleri  sany bir birlik 
kemelen sütünleri  ö küligine galan makede geleris.  
Bu ýagdaýda setirleri  we sütünleri  bilelikdäki jemi (m+n-1) 
bolar we bellenen öýjükleri  bir-birlik kemeler. Diýmek, 
matematiki induksiýa görä bu ýagdaý üçin teorema dogrydyr.  
        Ikinji ýagdaý; Goý indi her bir hatarda sütünde birden köp 
bellenen öýjük bar bolsun ýa-da öýjükleri  hiç biri bolmasyn.  Bir 
öýjügi “+” bilen belgiläp beýleki sütündäki öýjüge dü ýäris, indi 
sütün boýunça hereket edip beýleki setire dü eris we a 
me ze likde dowam edýäris. Käbir etapdan so ra biz ö ki belenen 
öýjüge geleris, ýapyk zynjyr alarys ol bolsa sikldir. Ýokarda 
görkezili i ýaly teorema m=2, n=2 (m+n=4) üçin dogrudyr. Onda 
ýokarda görkezilen ýagdaýa görä m+n=5  (m+n>4); m+n=6 
(m+n>5) we a me ze  ýagdaýlar üçin teorema dogrudyr. 

Eger-de komponentlerini  meýilnamalary xij>0 bolan 
öýjükleri  toplumy özünde hiç bir sikli saklamaýan bolsa, onda 
X(xij) ýol bererlik meýilnama sikli däl (asikliki) diýilýär. Onu  
mysaly a akdaky tablisada berlen. 
                                                               Tablisa 4 

. .    
 . .   
  . .  
   .  
    . 
    . 
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aýratyn synpy  meseleleri  bolup bitin sanly,  parametrik we ülü li  
çyzykly programmirlemäni   meselesine degi lidir. 
  Bitin sanly programmirlemäni   meselesinde näbelliler 
di e  bitin  sanly   bahalary  kabul  edip   alyp  biler.   Parametrik  
programmirlemäni   meselesinde  maksat funksiýa  ýa-da  
funksiýa näbellileri   mümkin bolan  oblastyny  kesgitleýän , ýa-
da  ikisi hem degi lilikde  haýsy hem bolsa bir parametra  bagly 
bolsa  ülü li çyzykly programmirlemäni   meselesini  maksat 
funksiýasy  bolsa iki sany  çyzykly funksiýalary   gatna ygy 
görnü inde getirilýär, kesgitlenýän funksiýany  oblastynda bolsa  
näbellileri  mümkin bolan  üýtgemesi hem çyzykly bolýar. 
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§1. Birölçegli optimalla dyrma meselesini  san usullary bilen 

çözüli i 
Bu meselede ýönekeý matematiki modeli  

optimalla dyrmasyna seredilýär. Gözlenýän maksat funksiýa bir 
näbellä x degi li bolup, hakyky okda ýerle en kesimi  köplügine 
seredilýär.  

min)( xf  
],[ bax                                      (1) 

(f(x) max) ekwiwalent (-f(x) min) a görä di e minimum 
meselesine hem ýeterlik bolup durýar.  
(1) matematiki meseläni  amaly görnü ine seretsek, ol ýeke-täk 
näbellili bilen dolandyrmak meselesine gelýär. A bir näbelli 
meseläni  minimumla dyrma meselesi bolsa, ýüze çykýan bir 
näçe çyl yrymly meseleleri çözmekde hökmany suratda ulanmak 
üçin gerek bolýar.  

1. Bir näbellili funksiýany  minimumy. 
Goý f(x)-funksiýa U-köplükde hakyky okda kesgitlenen bolsun.  
1. ,* Ux   san global minimumy  (absolýut) nokady ýa-da f(x) 
funksiýany  minimum ýönekeý nokady diýilip U-köplükde . 
Eger Uxxfxf ),()( *  ýerine ýetýän bolsa 

)(min)( ** xfxff
U

 bahsyna global (absolýut) minimum 

diýilýär, ýa-da ýöne f(x) funksiýany  U-köplükde minimumy 
diýilýär.  

Geljekde U-köplükdäki f(x) funksiýany  hemme minimum 
nokatlaryny  köplügini U* bilen belläli .  
2. Ux~  san f(x)-funksiýany  lokal minimum nokady diýilip 
aýdylýar, eger ,)()~( Uxxfxf  ýagny x~  nokada ýakyn bolan 
nokatlara;  

Eger ,E >0 san bar bolup xxUxxx ~,  
de sizlik ýerine ýetýän bolsa. 
3. Goý funksiýa f(x), U köplükde a akdan çäklendirilen bolsun, 
ýagny  
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geçýär. Ulag meselesinde gar ylygy  rolyny her mar ruty  tarifi 
oýnaýar. 

Käbir kömekçi dü ünjelere seredeli ; 
Maketdaky öýjükleri  islendik köplügine toplum diýilýär. 

Eger-de topluma girýän iki go y öýjük bir hatarda (setirde, 
sütünde) ýerle ýän bolsa unlukda hiç bir üç öýjük bir hatarda 
ýerle mese, onda öýjükleri  beýle toplumyna yzygiderligine 
zynjyr diýilýär. Zynjyry  mysaly hökmünde tablisa 2 alynýar. 
Alnan öýjükler gönüler bilen birikdirilen, kesimleri  kesi ýän 
öýjükleri alynmaýar. Eger-de zynjyry  so ky öýjügi birinji öýjük 
bilen bir hatarda ýerle se, onda beýle ýapyk zynjyra sikl 
diýilýär.Onu  görnü leri 2-nji tablisada berlen. 

                                                                Tablisa 2 

 
 
Teorema 1. Goý m setirli we n sütünli maketde (matrisada) m+n 
öýjük islendik ýagdaýda belgilenen bolsun we goý .mnnm   Bu 
ýagdaýda depeleri belgilenen öýjükde (hemmesi bolmazlygy hem 
mümkin) ýerle en sikli elmydama gurup bolar.  
Bellik. m we n bitin sanlar, onu  üçin mnnm  de sizlik 
elmydama ýerine ýetýan däldir. Mysal üçin bu sanlary  haýsy 
hem bolsa biri birlik bolsa, onda de sizlik ýerine ýetmeýär. Mysal 
üçin, m=3. n=1 bolsa .1313 öne m=2, n=2 bolsa 

2222  de ligi alarys. m we n birwagtda ikiden uly bolsa 
de sizlik elmydama ýerine ýetýär.   
Subudy.  m=2, n=2 ýagdaýa seredeli . Maketde m+n=4 öýjügi 
almaly. Bu ýagdaýda teorema dogry, alnan öýjükler sikl emele 
getirýär. Goý indi m>2, n>2. Subudyny matematiki induksia usuly 
bilen geçirýäris.  
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§6. Ulag meselesini  potensiallar usuly bilen optimal çözüli i 
 
        Umumy ýagdaýda optimalla ma meselesi simpleks usuly 
bilen çözülýär. Ýöne bu usul bilen ulag meselesini çözmeklik örän 
uly hasaplamalary talap edýär. onu  üçin hem bu mesele 
potensiallar usuly ý-da paýla dyrma usuly bilen çözülýär. Ulag 
meselesini  islendik çözüwi maketlerde amala a yrylýar. 
Potensiallar usulyny ulanmak üçin maket a akdaky görnü dedir; 
 

Tablisa 1 
  Kabul edilýän 

 
 
Ugradylýan 

1 2 … j … n Ätiýaç- 
lyklar  

      vj 
ui 

v1 v2 …  vj …  vn 
 

1 1u  c11 c12 …  c1j …. c1n a1 

2 2u  c21 c22 …  c2j …  c2n 2 
… … … … … … … … … 
i ju  ci1 ci2 …  cij …  cin i 
… … … … … … … … … 
m mu  cm1 cm2 …  cmj …  cmn m 
Islegler  b1 b2 … bj …  bn j bj 

 
Maketi  esasy bölegi iki sany çyzyk bilen belgilenendir. Ol mxn 
öýjükden durýandyr. Bu bölege degi li her bir öýjük (i,j) belgi 
bilen bellenendir. Mysal üçin (2,1) belgi ikinji setirdäki birinji 
sütündäki öýjügi a ladýar. Maket özünde tarifleri  matrisasyny 
hem saklaýar. v1 setiri  we ui sütüni  näme a ladýandygyny so ra 
dü ündireris. 

Elektrik torundaky potensiallara me ze likde sanlara 
degi li bolan potensiallar usuly ady girizýär. Elektrik torundaky 
bir düwünden beýleki düwüne tok haçanda olardaky 
potensiallary  tapawudy simi  gar gar ylygyndan köp bolsa tok 
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  f* -san a aky çägini  nokady diýilip 
f(x) funksiýa, U- köplükde aýdylýar  eger 

eýle hem eýle bir   nokat 
tapylyp  ýagny f(x) funksiýany  bahalaryny  U-
köplükde , f* - ýeterlik derejede ýakyn nokat tapylar.  

Eger  f* = -  bolsa onda, o a a akdan çäklendirilmedik 
diýilip aýdylýar.  
Bellikler. 

1. Global f(x) min funksiýa f(x) lokal min hem bolýar, tersine 
umumy ýagdaýda bu ýerine ýetmeýär.  

2. U-köplükde, U*-min nädogry nokatlary  köplügi f(x)-
funksiýa tükenikli ýa-da tükeniksiz sany nokatlardan 
durýan bolup, bo  bolmagy hem mümkin.  

 
Unimodel funksiýalar 

Eger f(x) funksiýa U-köplükde globaldan ba ga lokal 
minimumy hem bar bolsa, onda f(x) funksiýany  
minimumla masy düzgün boýunça kynla ýar. Bize belli bol y 
ýaly hususy, f(x)-funksiýany  minimum nokadyny gözlemeklik 
her bir lokal minimum, ol wagty  özünde global minimum hem 
bolmaklygyny düzgünle dirilen usuldyr. 

Kesgitleme 1. f(x) funksiýa unimodel diýilip, 
kesimde aýdylýar. Eger ol ol kesimde üznüksiz bolup, 

eýle bir  we  sanlar bar bolup  a akdaky 
ertleri ýerine ýetirýär: 

a) Eger a<   bolsa, onda  - kesimde f(x) funksiýa 
monoton kemelýär;  

b) Eger <b  bolsa, onda  kesimde f(x) funksiýa 
artýar.  

ç)  Haçan   
 
 Biz  kesimdäki unimodel funksiýalary  köplügini 

geljekde Q  bilen bellejekdiris. 
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,    we  bir ýa-da iki aralykda nokady  
azmagyny  mümkindigini belläli . Unimodel funksiýalary  
hemi elikligi we kesimlerde nokady  azmagyny  monotonlygyny 
ýerle ini  bir näçe wariantlary görkezilendir.  

 
1-nji surat 

 
Birinji kesgitlemeden unimodel funksiýalary  a akdaky 

häsiýetleri gelip çykýar.  
1. Unimodel funksiýany ,  lokal minimumy  nokady,  

 kesimde aralykda global minimumy  hem nokady 
bolup durýandyr.  

2.  kesimde unimodel funksiýa, kiçi kesimde 
  hem unimodeldir.  

3. Goý f(x)  Q  we a x1<x2  b. Onda:  

 185 

 0 80 40        

  0 40        

   0        
                               

ijij CUV  
 

     So ky tablisany  esasynda biz meseläni  çözüli ini  1-nji 
tapgyryny ýerine ýetirdik. Demirgazyk-Günbatar usulyny ulandyk. 

 
.ijij CUV  
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Tablisa 4 
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       Tablisa 5 
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               eger f(x1)  f(x2), onda x*                 
(2) 

eger f(x1)  f(x2), onda x*   
 
x*-  kesimde f(x) funksiýany  haýsy hem bolsa, bir 
minimum nokady.  
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§2. Birölçegli optimalla dyrma meselesini  Lip isany erti  

 
Bir ölçegli minimumla dyrma, bir näçe usullary ulanmak mümkin 
bolýar, haçan maksat funksiýa f(x) – funksiýa  ba; - kesimde 
üýtgemesini  tizligi haýsy hem bolsa, bir san bilen hemme 
ýerlerde kesgitlenýän bolsa, bu ýagdaýda f(x) – funksiýa ba; - 
kesimde Lip isany ertini ýerine ýetirýär. a görä tejribelikde 
maksat funksiýa f(x) tejribelige degi li optimalla dyrma 
meselelerde ýokarda görkezilen häsiýete eýedir. 
Kesgitleme 1. ba; - kesimde f(x) – funksiýa Lip isany ertini 
ýerine ýetirýär, eger eýle bir L>0 hemi elik san tapylyp, 
 

                            (1) 
 

eýle de sizliligi islendik baxx ;, ücin ýerine ýetirýän bolsa 
(L – Lip esany  hemi eligi). 
 
Bellikler: 
1. Eger ýokardaky de sizlik L – hemi elik çin ýerine ýetýän bolsa, 

onda ol hemme LL  üçin hem ýerine ýetýändir. a görä 
Lip isany ertini ýerine ýetirýän hemi elikler tükeniksiz 
köpdirler. Olary  hemmesi f(x)- funksiýa üçin adalatlydyr.  
Minimumla dyrma üçin ulanylýan algaritmde L – parameter 
hökminde degi li bolup, i  o at netije, haçan L – minimum 
hemi elik diýilip alynan Mahalynda. 
2. De sizligi ertinden [a;b] – kesimde f(x)- funksiýany  
üznüksizligi gös göni gelip çykýar. a görä Weýer trassy  
teoremasy esasynda [a;b] – kesimde Lip isany ertini ýerine 
ýetirýän funksiýa, ol kesimde bolmanda bir minimum nokada 
eýedir. 
3. Lip isany erti islendik hordany  grafigini  funksiýasy f(x)- 
funksiýany  burç koiffisiýentini  moduly Lip isadan uly däldir. 
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     okarda belleý imiz ýaly ulag meslesini  çözüli i ilki bilen 
Demirgazyk-Günbatar so ra Potensiallar usuly bilen dowam 
etdirilýär. 
   okardaky meslelä görä biz a akdaky tablisalary düzeris. 
                                                                                      Tablisa 2 

2 4 6 10 90 0 

1 3 7 4 100 100 

4 8 13 7 
140 140 

110 100 80 40 
     ia  

jb   

20 100 80 40   

80}100;80min{
20}20;100min{

22

21

x
x

 

  Tablisa 3 
          

2 
90 

          
4 
- 

          
6 
- 

         
10 
- 

90 0  

           
1 

20 

           
3 
- 

          
7 
- 

           
4 
- 

100 100 80 

4      8 13 4 140 140 140 

110 100 80 40 
     ia  

jb  
  

20 100 80 40    

0 100 80 40    
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§5. Ulag meselesini  optimal çözüli  usullary 
 

         okarda görkezilen Simpleks usuly bilen ulag meselesini 
hem çözmek bolýar. öne ýerine ýetirmeli ädimleri  köp sanly 
bolýandygy üçin biz ony Demirgazyk-Günbatar,    Potensiallar,  
Kiçijik kwadratik usullary bilen optimal we gysga ýollar bilen 
çözüp bolýandygyny göreris. 
     Goý, bize takyk bir mysal berlen bolsun, ýagny 
                                                                                            Tablisa 1 

Barmaly 
 
Uratmaly 

1 2 3 4 Bar bolan 
seri deler 

1 2 4 6 10 90 

2 1 3 7 4 100 

3 4 8 13 7 140 

Islegler 110 100 80 40 330 

 
Bellik. okarda seredilen ulag meselesini  matematiki modeli 4 
görnü de düzülmeli bolmagy mümkin. Olar a akdaky görnü lerde 
seredilýär: 

1) Ulag meselesi ýeke-täk bir ulag bilen ýeke-täk bir ýük 
bilen ýagdaýda; 

2) Düri ulaglar ýeke-täk bir ýüki ertmeli; 
3) Dürli ýükler ýeke-täk bir ulag bilen eltilmeli; 
4) Dürli ulaglar bilen dürli ýükleri da amaly. 

1-punktda seredilýän hususy hal i  ýönekeý . 2-nji we 3-nji hususy 
hal 1-njiden çyl yrymly, ýöne 4-nji hususy hal has çyl yrymlysy 
bolup hyzmat edýär. onu  üçin 2-nji, 3-nji we 4-nji ýagdaýlar 
birnäçe tapgyrda ýerine ýetirilýär. 
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1-nji surat 

 
4. Eger f(x)- funksiýa [a;b] – kasimde üznüksiz önüme eýe bolýan 
bolsa, onda ol ol kesimde Lip isany ertini ýerine ýetýändir. 

)(max
];[

xfL
ba  

Hakykatdan tükenikli artdyrmany  formulasynda  azat 
nokatlary üçin ];[, baxx -den f(x’)-f(x’’)=f ‘( )( x’)-f(x’-x‘‘)- 
alarys, nirede -x‘ we x‘‘ nokady  arasyndaky nokatdyr. Bu 
ýerden 

Lxfxf
ba

)(max)(
];[  
 

5. Eger a<x0<x1<…<xn=b, f(x) [a;b] – kesimde üznüksiz bolsa we 
Lip isany ertini her bir [xi,  xi+1] ýerine ýetirýän bolsa onda, ol 
[a;b] – kesimi  hemme ýerinde ýerine ýetirýändir. 
 

ini
LL

10
max
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§3. Birölçegli optimalla dyrma meselesini  güberçeklik erti 
 

Kesgitleme 1.  kesimde berlen f(x) – funksiýa u kesimde 
güberçek diýilip aýdylýar, eger  hemme x , x   we   

 azat san üçin a akdaky de sizlik ýerine ýetýän bolsa 
            (1) 

Güberçek funksiýalary  esasy häsiýetlerini sanaly   
1. Eger f(x) – funksiýa  kesimde güberçek bolsa, onda ol  

    baxx ;; - kesimde onu  grafigi hordadan ýokarda 
ýerle en däldir, ýagny absissalar okunda x  we x  nokatlardan 
geçirlen grafik. 

 

                      
1-nji surat 

 
Horda bilen güberçek funksiýany  özara ýerle leri. 
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        Eger-de (6)-ny  esasynda barmaly punktymyzda isleg az 
bolsa, onda ugradýan punktlary  seri delerini  üstüne ýetmeýän 
bölegi go up, onu  eltmesini  bahasyny 0-hasap edýäris. 
      Edil onu  ýaly hem haçan islegler az bolup seri de köp bolsa, 
onu  eltilmeli bahasyny 0-diýip hasap edip, açyk modeli ýapyga 
öwürip meseläni çözýäris. 



 180 

1) 

  )2(

.......
.................................................

,......
.................................................

,......
,......

21

21

2222221

1111211

nmnmjmm

iinijii

nj

nj

axxxx

axxxx

axxxx
axxxx

 

 
2) Seri deler ähli punktlara dagadylmaly 
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Hemme islegler kanagatlandyrylmaly. 
     Bu mesele  çyzykly programmirlemäni  meselesine görä 

                                      
                                     .,...,2,1;,...,2,1,0 njmixij          (4)     

                                     
erti kanagatlandyrmaly. Meseläni ertine görä 

  

                                   
m

i

n

j
ji ba

1 1

                                        (5) 

hemme bar bolan seri deler hemme gerek bolan islegleri 
kanagatlandyrmaly. Bu ýagdaýda düzülen model ýapyk model 
diýilip meseläni çözmek üçin hökmany we ýeterlik erti diýilip 
hasaplanýar. 
     Mesele açyk diýilip hasap edilýär, eger-de 

                       
m

i

n

j
ji ba

1 1

                                               (6) 
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2. Matematiki der ew kursyndan funksiýany güberçekligi 
akdaky ertler bilen bellidir: 

a) ba; - kesimde differensirlenýän f(x)- funksiýany  güberçek 
bolmaklygy üçin hökmany we ýeterlik erti, onu  önümi 

baxf ;)( - kesimde kemelmeli däldir; 
b) ba; -kesimde 2 gezek differensirlenýän funksiýany  güberçek 
bolmaklygy üçin hökmany we ýeterlik erti 

0)(; xfbax de sizligi ýerine ýetirmeli. 
 

 
2-nji surat 

 
Güberçek differensirlenýän funksiýany  grafigi bilen o a bolan 
galta many  özara ýerle leri. 
3. ba; -kesimde differensirlenýän f(x) – funksiýany  

güberçekligini erti ol kesimde )(xf - funksiýany  grafigine 
bolan galta ma grafikden ýokarda (ýerle ip) bilmeýär. 
4. Eger f(x) güberçek differensirlenýän ba; - kesimde funksiýa 
bolsa we bax ;* - nokatda a akdaky erti ýerine ýetirýän bolsa 
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)1(,0)( *xf  

 
onda bax ;;* - kesimde f(x) – funksiýany  global minimum 
nokady bolýar. 
5. ba; -kesimde güberçek üznüksiz funksiýany ol kesimde 
unimodel funksiýadygyny görkezmek bolýar. Tersine umumy 
ýagdaýda dogry däldir. 

eýlelikde ýokarda bellenilen häsiýetlerden ba ga hem, güberçek 
funksiýalar unimodel funksiýalary  hemme häsiýetlerine hem 
eýedir. 
Bellik funksiýany  güberçekligini tejribelikde der elende onu  
ýerine ýetirýän de sizligini örän az ýagdaýlarda ulanyp bolýar. 

a görä gerek bolýan gezek, differensirlenýän funksiýa 
güberçekligi  differensiýal kriteriýasyny ulanmak amatly bolýar. 
(häsiýet – 2) 
Edil onu  ýaly hem unimodellik funksiýalar üçin kesgitleme 1 
köplenç ýagdaýa kynçylyk döredýär. Onu  üçin unimodelligini 
kepillendirmek üçin, onu  ýylmanaklygyny göz ö üne tutup, 
güberçeklik kriteriýasyny ulanmak bolýar. 
Eger funksiýa güberçek bolsa, onda ol unimodeldir. Tersine 
umuman dogry däldir. 
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Tablisa 1 
             
       Barmaly       
 
Ugratmaly 

1 2 … j … n 
Bar 

bolan 
seri deler 

1 
           
    c

11 

11x  

               
   c12 

12x  

        
... 
... 

      
jc1  

jx1  

        
... 
... 

      
nc1  

nx1  
1a  

2 
      

21c  

21x  

      
22c  

22x  

        
... 
... 

     
jc2  

jx2  

        
... 
... 
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nx2  
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… 
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        ... 
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i 
      

1ic  

1ix  
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2ix  
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ijc  

ijx  

        
... 
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inc  

inx  
ia  

… 
        
... 
... 

        
... 
... 

        
... 
... 

        
... 
... 

        
... 
... 

        
... 
... 

        ... 
... 

m 
     

1mc  

1mx  

     
2mc  

2mx  

        
... 
... 

     
mjc  

mjx  

        
... 
... 

     
mnc  

mnx  
ma  

Islegler 1b  2b  … jb  … nb   
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§4. Ulag meselesini  goýlu y we onu  matematiki modeli 
 
      Bize belli bol y ýaly, çyzykly programmirlemäni  meselesini 
optimal çözmek üçin biz Simpleks usuly ulanyp, ony biz optimal 
çözüp bilýäris. okarda görkezi imiz ýaly bu usul hemme çyzykly 
programmirlemäni  meseleleri üçin uniwersal usul bolup hyzmat 
edýär. 
     Çyzykly programmirlemäni  hususy çözüwlerini  birine ulag 
meselesi diýilýär Ol a akdaky görnü dedir. 
      Goý, m-sany punktlarda degi lilikde maaa ...,,, 21  seri deler 
bar bolsun. Goý, n-sany punkda ol seri delere bolan islegler bar 
bolsun .,...,, 21 nbbb  m-punktda bar bolan seri deleri n-punktdaky 
isleglere ulag bilen da amaklygy  minimum çykdaýjysyny 
kesgitlemeli. 
      Degi lilikde meseläni  çykdaýjylaryny çözmek üçin biz onu  

ýoluny ij  bilen belgiläris .ji  Edil onu  ýaly onu  

meýilnamasyny .X öne .)(;)( mxnijmxnij xX  
       Biz ýokarda belle imiz ýaly, ulag bilen da amaklyk çykdaýjy 
minimum harajat bolmaly. Onda biz meseläni ertine görä  X  
meýilnamasyny kesgitlemeli. Onda maksat funksiýamyz 
 
 

                                           
n

j

m

i
ijij xcF

1 1

.min                       (1) 

 
 

görnü de bolar. Onda meseläni ertine görä a akdaky tablisany 
düzeris. 
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§4. Optimal dolandyrma meselesini  takmyn çözüli i 
 

1. Optimal  dolandyrma meselesini  goýlu y. 
         Optimal dolandyrma nazarýeti  bu dolandyrma obýektleri  
öwrenilmegine degi liylmy  bir bölegi bolup durýar we 
dolandyrmany  i  o at usullaryny kesgitleýär. 
         Dolandyrma obýektleri ylmy der ewlerde, önümçilikde we 
her günki tejribelikde gi den ýaýrandyr. Meselem: Awtomobil we 
S. M. dolandyrma enjamlar enjamlar bilen üpjün edilen. olary  
hemmesine seredilýän obýektleri  özüni alyp bar yna täsir 
etmekden durýar. 
         Umuman aýdanda dolandyrylýan obýekti  ba langyç 
ýagdaýyndan so ky, ahyrky ýagdaýyna geçýän çenli dürli usullar 
bilen täsir edilýär. a görä i  o at geçi  ýollaryny saýlap almak 
ýagny, i  amatly ýol bilenöwrenilýän obýekti dolandyrma 
meselesi ýüze çykýar. Köplenç dolandyrylýan obýektler. 
         Differensial de lemerler (ýönekeý we hususy) gyra ertler 
bile. Berilen meseleler görnü de suratlandyrylýar ýa-da a 
me ze  de lemel sistemasy. Bular ýaly gyra meselelerine -i   
skalýar we wektor häsýetlendirmesinden ba ga hem seredilýän 
obýekti   pursatdaky ýagdaýyny  dolandyrmany hem özünde 
saklaýar. Ç skalýar we wertikal funksiýalar. Biz eýlelikde  
dolandyrmany saýlap dolandyrylýan obýektini  häsýetlerini 
kesgitleýäris ýagny  degi li gyra meselesini  çözüwini 
kesgitleýäris. 
         Obýektleri optimal dolandyrmasyny  matematiki modelini  
gyra meselesi ba  obýekti suratlandyrýanyndan ba ga hem 
obýekti  hilini görkezýän sanlary hem özünde saklamalydyr. 
Bular ýaly görkeziji umuman  - funksional bolup ol  bagly we 

 dolandyrmany  özüne bagly bolýar. (ýagny obýekti  
ewolýusiýasyna we  saýlanan dolandyrmasyna) -funksiýa 
doly kesgitleýär haçan  saýlanylanda, onda bu funksional di e 

:  dolandyrma bagly bolýar diýip hasap etmek bolýar. 
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2. Optimal dolandyrma meselesinde differensial 
de lemeler ulgamy 

Goý obýekti  ýagdaýy wagta görä kesimde berlen bolsun [0;T]- 
 

Wektor fuksiýa görnü inde häsýetlendirilýän bolsun (En-gi likde 
faza görä traektorýasy), differensial de lemeler ulgamyny 
kanagatlandyrýan 

 

 
nirede    
Geljekde  biz bu ulgam Wektor görnü inde ýazjakdyrys. 
 

                                           (1) 
 
Bu ýerde = -  Wektor  –  funsiýa  
(dolandyrma) haýsy hem bolsa bir köplükden, ýagny U- 
dolandyrmany  mümkin bolan köplüklerinden saýlaýarys. 

 argumentleri  bolan belli wektor 
funksiýalar. 
U(t) we x(t) berilmeginde (1) – ulgamy  ýeke täk çözül ini 
kesgitlemek üçin takyk ýagdaýlarda, dolandyrma prosessini 
ekillendirýän ulgam go maça xi(t) we (ýa-da) xi (t) bahalary üçin 

gatna yklar haýsy hem bolsa bir - nokatda (t=0, ýa-da 
t=T düzgün boýunça). eýle gatna yklar gyra ertleri diýilip 
atlandyrylýar, umumy görnü de biz ony de leme görnü de 
ýazjakdyrys. 
 

)=0                                                   (2) 
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.
rs

s

rj

j
rjrj

rs

s
jj a

p
a
p

aa
a
ppp                 (8) 

 
 Teoremadan görnü i ýaly z-setirde minuslary  sanyny  
köpelmezligi üçin çözülýän topbagy az ikilik gatna yklar boýunça 
düzmeli. 
 Ähli ýokarda ýazylanlar mesele çözülende birinji etabynda 
çözülýän element sanlaryny  tertibini kesgitleýär. 
1) z-setirde otrisatel koeffisiýent ýerle ýär; 
2) Saýlanan topbakda otrisatel san gözlenýär we ony düzýän setir 

çözgüde alynýar; 
3) Ikileýin gatna yklar saklanýar we olardan azy çözýän elemente 

görkezýär. 
 Goy ps<0, ýöne topbakda ba ga otrisatel sanlar ýok. 
 

miais ,...,2,1,0  
       Bu ýagdaýda s topbagy  haýsy bir elementini biz alanymyzda 
we näçe ädim etsekde koeffisiýent ps otrisatel bolup galar, 
topbagy  beýleki hemme elementleri bolsa položitel bolar.  
       ert (6) ýerine ýetirip bolmaýan bolar. 
       Üýtgeýji xs,  xs>=0 manyny bereli . Beýleki hemme ýokarky 
üýtgeýjileri bolsa nula de  edeli . Onda 

miatay iisi ,...,2,1,                          (9) 
        0isa ertde t parametri islendikçe ulaldyp bolýar we ai 
belgä garamazdan yi>0 alarys, ýagny çäklendirmeler sistemasy (2) 
kanagatlandyrylýar. 
 Funksionaly  manysy bu ýagdaýda azalýar: 

.ptpz s  
 Eger-de 0isa  we 0ia bolsa, onda (9) görnü i ýaly dürli 
t gutarnyklydyr. ps<0  erte salgylanyp üýtgeýji xs ulaltmaly, ýöne 
dürli i nomerli de sizlige onu  položitel a ladyly y 
kanagatlandyrmaýar. Bu bolsa meseläni  çäklendirmesini  
gapma-gar ysyny görkezýär. 
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çykarmasyny   (aýyrmasy) ädiminden so  ps<0 ýerinde 
rs

s

a
p  sany 

alarys, ol položitel bolmaly. Bu ýerden hem 0rsa      bolup jemi 
çykar.  Eger-de  ps<0 koeffisiýentli  topbakda ýöne dürli ars 
otrisatel elementi saýlasa  we ony çözgütli diýip hasaplasa , onda 
netijede edilen ädimden so  z-setirde bir minusy  ýerine ba ga biri 
peýda bolup biler. Saýlawy tertiplesdirmäge u a akdaky teorema 
kömek edýär. 
 Çözülýän setiri  elementlerine z setiri  koeffisiýentlerini  
gatna yklaryny düzeli  (z nomer bilen): 

r

j

b
p ;             j=1, 2, …, n 

 Alnan sanlardan položitelleri saýlaly : 

,0
rj

j

a
p  

   olara ikileýin gatna yklar diýeli . 

        Teorema 1. Eger-de çösülýän elementi i  a z  ikileýin 
gatna yklar boýunça saýlansa, onda adaty Žordan aýyrmalary  
ädiminde so , z-setiri  koefisiýenti çözülýän topbakda hemi e 
položitel galan z-setiri  koefisiýentleri bolsa öz belgilerini 
saklaýarlar. 
Subudy. Goý, 

                                 0min
rj

j

rs

s

a
p

a
p                                     (7) 

 
Bu topbak s nomerli çözülýär. 
 Onda z setiri  täze koeffisiýentlerinde 0

rs

s

a
p  de  bolar we 

teoremany  birinji bölümi subut edildi. 
 Özba dak (j nomerli) topbagy alaly  we z-setiri  pj täze 
koeffisiýenti üçin ýüzlenme düzeli  
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Gyra ertine i  ýönekeý mysal hökmünde ko ini ertini getirmek 
bolýar. x(0)-x0=0 (ýa-da x(T)-xT =0), nirede x0(ýa-da xT) – berlen 
wektor. 
Optimal dolandyrmany  meselesini  matematiki modeline u(t) – 
dolandyrmany saýlamaklygy  çäklendirilmesi hem girýändir. Bu 
çäklendirmeleri umumy ýagdaýda a akdaky görnü de ýazmak 
bolýar. 
 

Utu )(                                            (3) 
 

nirede U – berilen köplik haýsy hem bolsa bir funksional 
gi likde. 
Biz TLU m ;0)(

2 , nirede TLU m ;0)(
2 , m- ölçegli Gilbert 

gi ligi wektor – funksiýa diýip hasap edýäris. Goý X – haýsy 
hem bolsa bir funksional gi lik, (3) çäklendirmä go maça faza 
görä traektoriýa girizilmegi mümkin Xtxtx )(:)( . 
Dürli görnü li funksionallary  dolandyrma prosseslerini  hilini 
suratlandyrýan, ilki bilen funksionala seredeli   
 

T

dttutxtxuJ
0

,)(),(,),(
 

 
tejribelikde ýüze çykýan optimal dolandyrma degi li ýeterlik 
derejede gi  klass meseleleri  matematiki modelini girýändir. 

eýlelikde meselä seredeli   
T

dttutxtxuJ
0

min(max))(),(,),( (4) 

Ttuxttx ;0,,,)(                                            (5) 
,0)(x                                                                 (6) 

.;0)( 2 TLUtu m                                                (7) 
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§6.  Funksionaly  güberçeklik erti 
 
 Ýokarda belleý imiz ýaly J(U)-funksionaly  ýeke täk 
minimum nokadyny barlygyny  der änimizde onu  
minimumla magyny we beýleki wajyp soraglara jogap bolup, 
takyk usul ulanylanda, onu  güberçekligi we J(U)-i  güçli 
güberçekligi esasy roly oýnaýar.  Ýönekeýle dirip aýdanda, J(u)-
funksionaly   bu ertleri kabul edip alanda, onu  häsiýetleri (5)-
çyzykly  differensial de lemeler  ulgamy üçin goýulýar.                                                                                           
Optimal dolandyrma meselesine seredeli . 

J                                      (1)              
     (2) 

                                                  (3) 
                                                     (4) 

nirede  A(t)=(aij(t)),  B(t)=(bk1(t)),   n   n   we   n   m   çäkli 
möçberde berlen matrisalar; C(t)=(C1(t),  C2(t),…, Cn(t))T azat 
agzalary  sütün wektory (2) de lemeler ulgamy açyk görnü de 
ýazylyp bilner. 

 
görü imiz ýaly (1) - (4) – de leler ulgamy (4) – (7) – de lemeler 
ulgamyny  hususy halydyr, degi lilikde çyzykly wektor-
funksiany  esasynda  

f(t,x,u)=A(t)x+B(t)u+C(t) 
Bu ýagdaýda  we - matrisalar  ,   bellemek 
ýeterlikdir. a görä çatrymda  mesele a akdaky  görnü e eýedir: 

                ; 
       
gradient üçin bolsa  
 ,  
nirede    
(1)– (4) meselede  J(u)–funksionaly  güberçeklik ertini 
kesgitläli . 
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.s
rs

r p
a
azz                                          (5) 

 Adaty žordan kesgitlemelerde ba ga tablisa geçmek üçin 
çözülýän setiri  elementleri çözülýän elemente bölünýärler we 
belgileri üýtgedýärler. ar položitel erkin agzany   ýerinde täze 

tablisada 
rs

r

a
a  san bolup durýar. Alynýan meýilnamada bu san 

eýle hem položitel bolmaly: 0
rs

r

a
a  (bu bolsa öz gezeginde 

0rsa  bolmagy talap edýär). Bu ýagdaýda 0sp  azalýar, ps=0 
üýtgewsiz galýar. 
 Mesele çözlende eger pj ähli koeffisiýentleri položitel 
bolsa, bu ýagdaýda funksional beýgelýär. Ýagny tablisada 
funksionaly  a ladyly y minimal, meýilnama bolsa optimal. Pj 
koefisiýenti  arasynda nulu  bolmagy bilen meýilnamany täze 
tablisa geçirilende üýtgedip bolýar, ýöne funksional ö ki bolup 
galar. Bu ýagdaýda optimal meýilnamalar köpdür. Eger-de nulu  
üsünde otrisatel elementler ýok bolsa, meýilnama ýeke-täk bolup 
galýar. eýlelik bilen minimum meselede optimal goýberilýän 
meýilnamany  kriteriýasy bolup galýar. eýlelikde minimum 
meselede optimal goýberilýän meýilnamany  kriteriýasy bolup, z 
setiri  koeffisiýenti otrisatel däldigi bolup durýar, erkin 
agzalardan ba gasy. 
 

                             pj 0,   j=1, 2, …, n                                    (6) 
 
 Ikileýin simpleks usulda meseläni  çözüli i eýle 
yzygiderlikde ýerine yetirilýär. Ilki bilen z setiri  
koeffisiýentlerini  otrisatel däldigi alynýar, so ra bolsa erkin 
agzalary  otrisatel däldigi alynýar. Munu  ýaly tertip üçin 
çözülýän elementi  saýlamyny  düzgünini esaslandyrmak 
gerekdir. 
 z-setirde ps-ny  otrisatel koeffisiyentini kesgitlemeli. Eger-
de  ars elementi çözülýän diýip hasaplasak, onda adaty Žordan 
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                                                             Tablisa 1 
Ikileýin 
mesele x1  ...    xj  ...    xs …   xn 1 

y1= a11  ...  a1j  ...  a1s  ...  a1n b1 

.... ....................................... ... 

yi= ai1  ...  aij  ...  ais  ...  ain bj 

.... ...................................... ... 

yr= ar1  ...  arj  ...  ars  ...  ar n br 

.... .................................... ... 

ym= am1  ...  amj  ...  ams  ...  amn bm 

     
z = p1     …   pj …     ps   … pn p 

 
 
Meýilnama goýberilip bilner, eger-de ähli erkin agzalar otrisatel 
bolmasa 
 

                     ai 0,  i=1, 2, …, m                            (4) 
 
 Hasaplaýjy operasiýa hökmünde bu meseläni çözmek üçin 
žordan aýyrmalaryny peýdalanarys. 
       Meýilnamany  optimal kriteriýalaryny kesgitleýäris 
 

s
rs

r p
a
aPPz  

ýa-da 
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Teorema 1.  Goý (t,x,u)-funksiýa (1)- de lemede hemme x , 
u -ler üçin kesgitlenen bolsun, ýagny x1 ,  x2 ,  u1,  u2, we 

-üçin de sizlik. 

  (5) 
 

Ýerine  ýetýär. Onda  J(u)-funksional  (1)-güberçek U-köplikde, 
güberçek bolýar. 
Subudy. Goý  u1 (t),  u2(t) U, ax1(t)  we  x2(t), (1)–(3)- gra 
meselesini  çözüli i, onda 
 

     
  
Haçan u(t)=u1(t)  we   u(t)=u2(t) bize belli bol y ýaly 
u(t)= u1(t)+  
degi lilikde x(t)= x1(t)+  (1)-(3) meseläni  çözüli i. 

a görä  

 

 
 

 
 
De sizlik J(u)  güberçekligini subut edýär. 
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§7. Optimal dolandyrma meselesini  gradiýent usuly 

 
Gradient usulyny  J(u) funksionaly  minimumla masyna 

ulanylmagy,  u(t)-erkin nokatda mümkinçiligi bolan U-köplüginde 
J’(u) gradienti hasaplap bolmaklygy bilen esaslandyrylýar. 
Ýokarda seredilen optimal dolandyrma meselesini  J/(u) 
gradientin i  kesgitleni ine seredeli . Onu  üçin bolsa 
funksionaly  artdyrmasyny hökman a akdaky görnü de ýazaly . 

  
      (1) 

 
Goý u(t) U. Onda u(t) dolandyrma artdyrma berip  görnü  
esasynda (u(t)+ ) U diýip ýazmak bolar. Bu artdyrma bolsa 

 artdyrma degi li bolup, fazany  traektoriýasyny, ýagny x(t), 
bolsa x(t)+  geçýär.  
Onda funksiýa x(t) bolsa meseläni  çözüli i bolýar, a=x(t)+  

akdaky meseläni  çözüli i bolýar,  
 

    (2)  
                                                                     (3) 

 
(2)  we (3) degi lilikde (5) we (6) aýryp,  kesgitleýän gyra 
meselesini alarys;  

                                                 (4)  
                                                                         (5) 

 
nirede   
Eger biz fi(t,x,u)-funksiýany x we u argumentlere görä 
differensirlenýän diýip hasap etsek we -nji de lemäni  sag 
tarapyny takmynan a akdaky differensiallar bilen çaly yp alsak 
ýagny:  
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§3. Çyzykly programmirlemäni  ikileýin meselesini  simpleks 
usuly bilen optimal çözüli i 

 
Goý, çyzykly programmirleme meselesi bar bolsun: 

funksionaly  minimumyny tapmaly 
 

                           z=p1x1+...+pjxj+...+psxs+...+pnxn+p               
(1)             

 
Çäklendirmeler ýerine ýetirilende: 
 

)2(

.,...,2,1,0
,0.........

............................................................................

,0.........
............................................................................

,0.........
............................................................................

,0.........

11

11

11

11111111

njx
axaxaxaxay

axaxaxaxay

axaxaxaxay

axaxaxaxay

j

mnmnsmsjmjmm

rnnrsrsjrjrr

ininsisjijii

nnssjj

 

 
1-nji tablisada meseläni ýazaly . Meseläni  meýilnamasyny ö  
bol y ýaly, ýokarky üýtgeýji nula de dirmek bilen gyrakylary 
bolsa erkin agzalary bilen. Bu funksionala degi li hem onun üçin 
1-tablisada 
  

                                       z =P                                                    (3) 
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Teorema 2. Eger-de meseläni  optimal çözgüdi onu  
çäklendirilmesini de sizlige öwürýän bolsa, onda optimal 
meýilnamada ikileýin meselede gabat gelýän üýtgeýji nula de .  

Eger-de optimal meýilnamay  haýsyda bolsa bir 
komponenti položitel bolsa, onda ikileýin meseläni  gabat 
gelýän çäklendirme onu  optimal meýilnamasy bilen de lige 
öwrülýär. 

u getirilen mysalda göni meseläni  optimal meýilnamasy 
ikinji gezek üçünji  ertlerini (Q) de sizlige öwürýär.  

.81036
12150462
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nirede  - funksiýalar fi(t,x,u) – funksiýany  gradienti, 
olar x we u-argumentlere görä, a  degi lilikde En we 
Em – gi likde olary  skalýar köpeltmek hasyly  we  
degi lilikde wektor artdyrmalara görä. Onda (4) de lemeler 
ulgamy a akdaky görnü de ýazylyp bilner.  
 

     i=1,2,…,n  
ýa-da  
nirede = =  

degi lilikde nxn we nxm –möçberli önümler matrisasy; 
 

 ,      ,   (6) 

 
Nirede  we , u matrisalary  

, . Wektor- sütin 
matrisalara köpeldilmegidir. eýlelikde (4)-(6)-meseläni  ýerine 

-ni kesgitlemek üçin takmyn meselä seredeli  : 
                       (7) 

                                                       (8) 
Ýeterlik derejede gi  öertleri  esasynda (7)-(8) meseläni  çözüli i 
0  haçan  takyklykda ululygy  tertibinde (4)-(5) 
meseläni  çözüli ine ýakynlaýar we  a latmany  getirlip 
çykarly ynda (2)  höküminde (1)-(2) meseläni  takmyn çözüli i 
kabul edip almak bolýar. 
Biz  öz argumentlerine görä differensirlenýän funksiýa 
daýip hasap etsek, onda 
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Nirede  funksiýalar  funksiýany  x we u näbellilere 
görä gradiýentidir.  skalýar köpeltmek hasylyny 
bize gerek bolan görnü de ýazmak üçin, ýagny  üsti bilen  

latmak üçin, berlen meselä çatrymda   meseläni  çözüli ini 
peýdalanýarys,  
 

,   t ;                       (9) 
 

 
Nirede funksiýa (6)-nji meseleden önümli transportirlenen 
matrisa, (9)- gyra erti a akdaky de lemäni  ýerine ýetmegine 
görä saýlanylýar. 
 

 
 

 akdaky de leme adalatlydyr 
 

             (10) 
(9)- görä  
     J=< ). 
Bu ýerde (1)- görä  (u)- gradient üçin gözleýän a latmamyzy 
alarys:   ýa-da açyk görnü de: 
 

(11) 
 

(10)-(11) de lemäni getirip çykarmak üçin bize a akdaky Lemma 
gerek bolar. 
Lemma1. Goý x(t), (t)- n ölçegli üznüksiz wektor- funksiýa, 
(0;T)- kesimde bölekleýin üznüksiksiz önümleri bar bolsun. Onda 
Lagranžy  toždestwasy ýerine ýetýändir. 
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                                               Tablisa 3 

                                                 Tablisa 4 
Ikileýin 
mesele 

 u1=  v2= u4= w= 
Göni -y1 -x2 -y4 1 mesele 

v1 x1= -1  7 1 6 
u2 y2= -8 20 3 5 
u3 y3=  3 -16 -2 1 
v3 x3= -2  6 1 1 
1 z=  2 36 5 65 

 
4-nji tablisada ýokarky üýtgeýänleri göni meseläni  nuluna 

de le dirýäris we onu  optimal meýilnamasyny ýazyp alarys: 
x1=6,  x2=0,  x3=1,   zmax=65,  w min=65. 

Ikileýin mesele üçin  nula gyraky üýtgeýjileri de leýäris 
we i  so ky setirde tablisada ýokarkylary  a latmasyny 
okaýarys. Esasy üýtgeýjilerin optimal a latmalary u a akdaky 
ýaly bolar:  

u1=2,  u2=u3=0,  u4=5; 
Munda funksionaly  a latmasy minimal we göni 

meseläni   
wmin=65 funksionaly  a latmasyna de . 

Ikileýin 
mesele 

 u1=  v2=  v3= w= 
Göni -y1 -x2 -x3 1 mesele 

v1 x1=   1 1 -1 5 
u2 y2= -2 2 -3 2 
u3 y3= -1 -4  2 3 
u4 y4= -2 6        1 1 

 
 

1 z= 12 6 -5 60 
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01182
,083

,012542
,05

3214

3213

3212

3211

xxxy
xxxy
xxxy

xxxy

 

 
eýlelikde 

 

.075
,06834
,01222

43213

43212

43211

uuuuv
uuuuv

uuuuv
 

 
Ilki meseläni ikileýin tablisa ýazaly  (2-nji tablisa) we 

göni meselä modifisirlenen žordan aýyrmasyndan iki ädim etmeli, 
optimumyny almak üçin (3-nji, 4-nji tablisa). 

 
                                                         Tablisa 2 

Ikileýin      v1=  v2 =  v3= W= 
mesele Göni 

-x1 -x2 -x3 1   mesele 
u1 y1= 1        1     - 1 5 
u2 y2= 2 4 -5 12 

u3 y3= 1      -3       1 8 

u4 y4= 2 8 -1 11 
1 z= -12 -6 7 0 
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  (12) 
 

nirede f- meseläni  goýlu yndaky wektor – funksiýa, a    - (6)-
den önüm matrisasy, a    o a görä transportrlenen matrisa. 
Onda görkezeli  
 

 
 

ýagny 

 
a görä  we  wektorlary  i-nji koordinatalaryny 

ýazaly : 
 
 ( i=  
 
Bu ýerden, 
 

 
 

 
 

eýlelikde )= ) 
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Bu a latmany t-görä integirläp biz (12) geleris. Indi bolsa integral 
agyndaky a latmalary ba gaça toparlap (11) çep tarapyny (12) 

kömegi bilen alarys. 
 

 
subut boldy.  
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        Mysal. Bu teoremany a akdaky ýaly mysal bilen görkezeli . 
 Goý, göni meseläni  görnü i bar bolsun: funksiýanyn 
maksimumyny tapmaly. 

z= 12x1+6x2-7x3 
u sertlerde   

 

3,2,1,0
,1182
,83
,12542

,5

321

321

321

321

jx
xxx
xxx
xxx
xxx

j

 

              
 
Ikileýin mesele eýle formulala dyrylýar: fuinksionaly  

minimumyny tapmaly 
 

w=5u1+12u2+8u3+11u4 
 
Çäklendirilmelerde 
 

.4,3,2,1,0
,75
,6834
,1222

4321

4321

4321

iu
uuuu
uuuu

uuuu

i

 

 
 

Meselelerde go maça üýtgeýjileri girizeli : 
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ululygy we ýagdaýda üytgemeýär. Bu ýagdaýda ikileýin meselede 
optimal meýilnamalar köp we minimum we maksimum ol bir Q 
erkin agzasyna de  dolup durýar. Bu gutarnykly teoremany  
birinji bölegini subut edýär.  
        Goý indi göni meselede z funksional çäklenen däl. 
        Algebraik bu a ladýar, daýanç meýilnamay  1-nji 
tablisasyny  sütünlerini , topbaklary  birinde bolmaly, s ütunde qs 
koeffisiýent otrisatel , beýleki koeffisiýentler  bolsa položitel däl. 
 ,0isb  i=1, 2, …, m. Sütün s çözgütli, ýöne onda aýgytly l 
element saýlap bolmaýar we meýilnamany  gowula magy üçin 
hasabatdaky ädim etmek bolanok. 
 Ikileýin meselede ýagdaýa seredip geçeli . Munu  üçin us 
üýtgeýjini  a latmasyny ýazaly . eýle owsuz sütüne ba  bolýar, 
gyraky üýtgeýjileri  üstünden: 
 

us=bis v1+…+bss vs+bs+1,s us+1+…+bmsum+qs. 
 
     Bu a latmany  sag böleginde v we u üýtgeýjileri otrisatel däl, 
b koeffisiýenti z bolsa položitel däl. eýle ululyklary  köpeltmesi, 
ýagny bis, vi  ýa-da bjs,  u položitel däl, eýle kopeltmegi  jemi  
 

b1sv1+…+bss vs+bs+1,s us+1+…+bmsu m 0. 
 

eýle hem bu jemi nula getirip bolýar, onu  üçin nula degi li v we 
u üýtgeýjileri de lemeli.  
 Ýöne onda hem üýtgeýji us otrisatel bolar, sebäbi us=qs, 
qs 0 bolar. Sag bölekde nulu  ýerine dürli bir üýtgeýjini  
berilmegi položitel a latmagy di e ýagdaýy ýaramazla dyrýar. 
Meseläni ertine görä bu üýtgeýjiler ol sanda üýtgeýjisi otrisatel 
däl ýokarky us üýtgeýjini alyp bolmaýar: 
 s-ikileýin meseläni  çäklendirmeler sistemasyny  de sizligi 
kanagatlandyrmaýar, sistema gapma-gar y, meseläni  ýolbererlik 
çözgüdi ýok. Teorema doly subut edildi.  
 Eger-de göni mesele gapma-gar y bolsa, onda o a ikileýin 
çäkli däl funksional bolmak hökman däl. Ol hem gapma-gar y 
bolup biler. 
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§9. Pontrýaginy  maksimum prinsipi 
 
 Fizikany  we tehnikany  dürli bölümlerinde gabat gelýän 
birnäçe meselelerinde i  prosesinde, parametrleri örän o atlyk 
bilen saýlap kesgitlemeklik gerek bolýar. Bu meseleler özüni  
gurlu y boýunça Wariasion mesele bolup durýar. Ýöne bu 
meseleler (klassiki) synpy wariasion usullar bilen çözüp bolmaýar. 
Bu meseleri çözmegi  usullary  L.S.Pontrýaginy  we onu  
talyplary tarapyndan i lenip düzüldi. Bu meseläni  çözüli  
usulyny  esasy bolup maksimum prinsipi hyzmat edýär. 
 Biz maksimum prinsipini  dürli görnü lerini getireli  we 

a degi li birnäçe meselelere seredeli : 
1. Ýönekeý differensial de lemelere getirilýän prosessine 
seredeli : 

  ),1(     ),,,...,,,( 21 niuxxxtf
dt
dx ni

i

       (1) 

ýa-da wektor görnü de  

),,( uxtf
dt
dx

 
nirede  

)},,,(
),...,,,(),,,({),,(  },,...,,{ 2121

utxf
uxtfuxtfuxtfxxxx

n

n

  

u–parametr. 
 Goý },...,,{  },,...,,{ 1

2
1

1
110

2
0

1
00

nn xxxxxxxx  - fazaly 

gi ligi  nxxx ,...,, 21 ; 2-sany nokady u=u(t) - ],[ 10 tt  – 

kesimde kesgitlenen funksiýa. )(  ),( 10 ttttuu   funksiýa 
dolandyrmaly diýilýär.  
 Dolandyrmaly u=u(t) funksiýa rugsatly diýilýär, eger u(t) – 

funksiýa ],[ 10 tt  kesimde bölekleýin üznüksiz bolsa we onu  
bahasy haýsy hem bolsa bir U – köplügi  predelini  da yna 



 130 

çykmaýan bolsa, islendik rugsatly dolandyrmany  kesgitliligi 
aýdy dyr.  
 Goý funksional berlen bolsun 

1

0

))(),(,(0
t

t

dttutxtfF                          (2) 

f(t,x,u)  ),,(  ),,1(  ),,( 0 uxtfnjuxt
x
f

j  funksiýalary, islendik 

uutttxxx n   ],,[  ,,...,, 10
21  bahalarda üznüksiz diýip hasap 

edýäris. 
 Her bir rugsatly u=u(t) dolandyrma haýsy hem bolsa bir 
çözüli , (1) de lemeler ulgamy x(t)=x ba langyç erti ýerine 
ýetirýän jogap bolýar. 
 akdaky meselä seredeli : 
u=u(t) rugsat berlen dolandyrmalary  içinde eýle bir häsýete eýe 
bolup, x=x(t) – degi li çözüli  (1) de lemeler ulgamy a akdaky 
ertleri ýerine ýetirilýär: 

  

1100 )(,)( xtxxtx                               (3) 
 
(2) funsionaly  i  kiçi bahalary kabul edip, olar ýaly bahalary 
tapmaly. Eger u=u(t), x=x(t) )( 10 ttt  – goýlan meseläni  
çözüli i bolsa, onda u=u(t), x=x(t) funksiýalar optimal prossesi 
kesgitleýär diýip aýdylýar. eýle hem u=u(t) – funksiýa optimal 
dolandyrma diýilýär, x=x(t) – optimal traýektoriýa diýilýär.  
 Kömekçi funksiýany guraly   

 
n

i

i
i uxtfuxtfuxtH

1

0
0 ),,(),,(),,,(~

  (4) 

Nirede n,...,, 10  – täze näbelliler. 
 
Goý 

               ).,,,(~sup),,(~ uxtHxtM
uu

                          (5) 
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Indi bolsa ikileýin meselä ýüzleneli . O a degi li 
näbellileri nola de läli , topbagy  çepinde durýanlar. 

 
v1=…=vs=us+1=…um=0. 

 
Onda ýokarky bä  setirdäki üýtgeýjilere de  bolar. 
 

u1=q1,…, us=qs, vs+1=qs+1… vn=qn  
 

qi ähli koeffisiýentlerini  otrisatel däldigi sebäpli u hili 
meýilnama bolup biler. Ikileýin meselede gara syz üýtgeýjileri  
nula de le dirilen. Ýagny bu meýilnama (opornyý) berk, 
geometrik çözgütleri  köptaraplylygyny  depesini görkezýär. 

unu  ýaly meýilnamalary  içinde optimalyny gözlemeli. 
      1-nji tablisadan ikileýin meseläni  funksionalyny ýazyp 
alaly : 

 
w=b1v1+…+bs vs+bs+1  us+1…+bmum+Q 

 
        1-nji tablisada erkin agzalary  otrisatel däldigi alnypdyr. bi 0 
v we u üýtgeýjiler bolsa ikileýin meseläni  manysy boýunça 
otrisatel däl bis vi we bjs uj  görnü lerin uga malary otrisatel däl we 
olary  ähli jemi 

 
bivi+…+bsvs+bs+1 us+1+…+  bm um 

 
dürli goýberilýän meýilnama üçin otrisatel däl. Bu jem erkin Q 
agzasyna go ulýar we w minimumy gazanmak üçin mümkin 
boldugyça azaltmaly. Otrisatel däl sanlary  içinde i  azy nul. 
Bizi gyzyklandyrýan jem nula de  bolar ýaly her bir go maçalara 
girýän v we u  üýtgeyjileri de le dirmek ýeterlikdir.  

        eýlelikde, ikileýin meseläni  meýilnamasy 1-nji tablisadan 
alnyp gyraky üýtgeýän nula de dirmek arkaly ol funksionala 
minimumy berýär, ol optimal. Eger-de bi-ni  erkin agzalaryny  
arasynda nul bar bolsa, onda o a gabat gelýän gyraky üýtgeýjiler 
nuldan ulaldylyp biliner, belli bir a latma çenli we funksionaly  
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§2. Çyzykly programmirlemäni  ikileýin meselesini  optimal 
çözüli i barada teoremalar 

 
Teorema 1. Eger ikileýin meselelerinden birini  optimal 

çözgüdi bar bolsa, onda onu  beýlekisini  hem ekstremal 
latmalary olary  funksionaly gabat gelýär. max z = min w. 

Eger-de bir meselede funksional çäklendirilmedik bolsa,  
onda o a ikileýin mesele gapma-gar ydyr. 

Subudy. Ikileýin tablisa göni we ikileýin meseläni ýazaly  
we modifisirlenen žordan aýyrmalaryny  ädimini edeli , tä göni 
meseläni  optimal meýilnamasyny alýançak. Netijede birinji 
tablisa geleris, onda bi-ni  ähli erkin agzalary we z setiri  ähli 
koeffisiýentini qj otrisatel däl ;0,0 ji qb  meýilnama  

y1=…  ys=xs+1=…=xn=0  optimal  z=Q maksimal 
latmasy. 

                                                                    Tablisa 1 

Ikileýi
n 

mesele 

 u1=  ...  us=  vs+1 
..
. vn= w= 

Göni 
mesel

e 
-y1 … -ys -xs+1 

..
. -xn 1 

v1 x1 b11 ...  b1s b1,s+1 
..
. b1n b1 

.... ... ... ... ....  ..
. ... ... 

vs xs bs1 ...  bss bs,s+1 
..
. bsn bs 

us+1 ys+1 
bs+1,

1 
... bs+1,

s 

bs+1,s+

1 

..
. 

bs+1,

n 

bs+

1 

.... ... ... ... ... ... ..
. ... ... 

um ym bm1 ... bms bm,s+1 
..
. bmn bm 

1 Z= q1 … qs qs+1 
..
. qn Q 
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Çyzykly differensial de lemeler ulgamyna seredeli   
 

),1(   ,
1

0

0

ni
x
f

x
f

dt
d

k

n

k
i

k

i
i              (6) 

 
(1) we (2) de lemeler ulgamyny degi li görnü de ýazmak 
bolýandygyny belläli  
 

),1(   
~

,
~

ni
x
H

dt
H

dt
x

i
i

i

i

 
 
Teorema  1 (Maksimum prinsipi) u=u(x), x=x(t) )( 10 ttt  – 
funksiýalary  optimal proseslerini kesgitlemeklik üçin hökman 
eýle bir hemi elik 00  bor  bolup  we  

)},(),...,({)( 1 ttt n eýle bir çözü  (terwaldäl, eger 

00 )  de lemeler ulgamy (6) u=u(t) we x=x(t) funsiýalara 

jogap bolýan, hemme t )( 10 ttt  nokatlar üçin u(t) üznüksiz 

bolup, funksiýa ))(),(,(~ tutxtH  näbelli üçin uu , u=u(t) 
– nokatda maksimuma ýetýär: 
 

)).(),(,(~))(),(),(,(~ ttxtMttutxtH               (7) 
 

Gör imiz ýaly teorema 1 u=u(t) we x=x(t) prosessi  
optimallygyny  di e bir hökmany ertini berýär (eger ol bar 
bolsa). Kesgitlenen çözüli  optimallygyny  tükenikli çözüli i 
diýen soraga go maça getiriljek der ewi  esasynda jogap bermek 
bolýar. 
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Bellik  1 1 – nji teoremany  esasynda, ýokarda goýlan meseläni 
çözmek üçin, hökmany x=x(t), )(t  fun 
ksiýalary  tapmaly,  olar  bolsa  (1)  we  (6)  de lemeler  ulgamyny  
çözüli i bolmaly, degi lilikde funksiýa u=u(t) we 0  – hemi elik 
özem hökman (3) we (7) ertleri ýerne ýetirmeli. (1) we (6) 
de lemeler ulgamyny  çözüwini  köplügi, 2n hemi elik 

nccc 221 ,...,,  sanlara baglydyr. 2n+1 hemi elikleri 

nccc 2210 ,...,,  tapmak üçin we u=u(t) funksiýany  2n+1 sany 
gatna yklary bar bolup (3) we (7) durýandyr. Bu ýagdaýda, ýagny 

nccc 2210 ,...,,  parametrleri  birisi hökman däl, sebäbi H~  
funksiýa bir tipli  näbellilere görä. a görä 2n gezekli 
parametrleri tapmak üçin we funksiýany u=u(t) üçin 2n+1 
gatna yklar bardyr. 
 
Bellik 2 Bar bolan wariasion hasaplamany  meselesi bolan we 
optimal dolandyrma meselesini  arasyndaky arabaglan ygy 
görkezeli . Ýönekeý wariasion meselä seredeli :  funksiýany 
tapmaly 
 

},)(,)(]),([)({)( 1100102
1 xtxxtxttDtxEtx  

 
a görä funsional  

1

2

))(),(,(
t

t

dttxtxtfF
 

 
 kiçi bahany kabul edip alýar. F(t,x(t),x`(t)) – funksiýany , 

üznüksiz hususy önümi hemme argumentler boýunça bar diýip 
hasap edilýär. Bu mesele, a akdaky optimal dolandyrma 
meselesini  hususy halydygy aýdy dyr: u=u(t) )( 10 ttt , bölek 
üznüksiz funksiýany kesgitlemeli, eger onu  bahasy 
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                                                                                         Tablisa3 
Ikileýin 
mesele 

  v1= um= ... vn= w= 
Göni 

mesele -x1 -y2 ... -xn 1 

u1 y1= b11 
2

12

ma
a  ... b1n b1 

u2 y2= b21 
2

22

ma
a  ... b2n b2 

.... ... ... ... ... ... ... 

v2 x2= 
2

1

m

m

a
a  

2

1

ma
 ... 

2m

mn

a
a  

2m

m

a
a  

1 Z= q1 
2

2

ma
p

 ... qn Q 
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latmalary der emek bilen bu maksat üçin ikileleýin 
meseleleri  gara syz ui näbellilerini setir bilen ýazmaly däl-de, 
topbak edip ýazmaly. Her topragy  jedwelini  esasy bölegini  
ýokarsynda bolsa mahsus bolan ikileýin meseläni  vi 
näbellilerini goýaly, erkin agzalary  topbagyny bolsa w 
funksionala geçireli . Topbakda i  so ky kletkada gara syz 
näbelliler birlige goýýarys (jedwel z). onda ikileýin mesele 
jedweli u a akdaky yaly okalýar: 

 
                                                                               Tablisa 2 

Ikileýin 
mesele 

  v1= v2= ... vn= w= 

Göni 
mesele -x1 -x2 ... -xn 1 

u1 y1= a11 a12 ... a1n a1 
u2 y2= a21 a22 ... a2n a2 
.... ... ... ... ... ... ... 
um ym= am1 am2 ... amn am 
1 Z= -p1 -p2 ... -pn 0 

 
 
Topbagy  yokarsynda durýan koeffisiýenti  topbagyny  

önünmlerini  summasyna de dir, çepde durýan topbakdaky 
üýtgeýjilere mahsus bolan. Bu çäklendirmelere hem bitewi 
funksiýalara degi lidir. 

u hili jedwelde iki hili mesele ýazylan-esasy hem ikileýin, 
eýle hem ikileýin diýilýär. 
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),(u  aralygy  predelini  da yna çykmaýan bolsa, 
eýle hem, 

 

)(tu
dt
dx

 
 
ba langyç ertlerini ýerine ýetirýän  
 

1100 )(,)( xtxxtx  
 
de lemäni  çözüli inde funksional 

1

2

))(),(,(
t

t

dttutxtfF
 

 kiçi bahalaryny kabul edip alýar. I  so ky meseläni çözmek 
üçin maksimum prinsipini peýdalanaly . Bizi  ýagdaýmyzda 
 

uuxtfH 10 ),,(~
 

 
(6) de lemeler ulgamy bir de lemä gelýär.  
 

0
1

x
f

dt
d

                                            (8) 

 
1 – nji teoremany  esasynda 
 

,)()),(,())(,),(,(~
101 ututxfftutxtH  

 
Nirede 0  – hemmi elik, özem 0  ,0 00  görkezeli . 

Hakykatdan, ters bolan ýagdaýynda 0)(1 t  we 
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))(,),(,(~
1 tutxtHSup

U
 

 
)),(,),(,(~

1 tutxtH  u – boýunça differensirlenýär we u=u(t) 
bolanda maksimuma eýe bolýar. (t – islendik nokat üznüksiz u(t) 
funksiýa görä).  

onu  üçin  
 

0)())(),(,())(),(),(,( 101 ttutxt
u
fttutxt

u
f

 
 

ýagny ))(),(,()( 01 tutxt
u
ft . I  so ky de lemäni (8) – de 

ýerinde goýup alarys, ýagny Eýleri  de lemesini  
 

)).((  ,0)( txu
u
f

dt
d

x
f

 

 
2. Amaly meseleleri  arasyndaky, eýle meseleler gabat gelýärler: 
u=u(t) rugsat edilen hemme de lemeleri  içinde, eýle bir häsýete 
eýe bolup, degi li çözüw x=x(t)  (1) de lemeler ulgamy a akdaky 
ertleri ýerine ýetirýär: 

2100 )(,)( xtxxtx  

haçan 01 tt  ( 1t  – moment wagty fiksirlenen däl) eýle bir 
çözüli i tapmaly, netijede (2) funksional i  kiçi bahany kabul edip 
alar ýaly. 
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5) Bir meselede funksional maksimumla ýar, beýlekide 
minimalla ýar. Çyzykly programmirlemegi  meselesini 
görkezilen häsiýetlere eýe bolan özara ikileýinlik diýilýär. 
Olary  biri esasy ya-da göni bolup durýar, beýleki o a 

çatrymly ýa-da ikileýin. Göni mesele diýip biz birinjini hasap 
ederis. Göni meseläni  çäklendirmeler ulgamyna go maça 
näbellileri yi girizmeli we u a akdaky görnüsde alarys: 

 

)10(
.0....

............................................
,0...
,0...

2211

222221212

112121111

mnmnmmm

nn

nn

axaxaxay

axaxaxay
axaxaxay

 

 
Ikileýin meselede go maça näbellileri vj (y) üsti bilen 

belläris: 
 

)11(
.0....

............................................
,0...
,0...

2211

222221122

112211111

nmmnnnn

mm

mm

puauauav

puauauav
puauauav

 

 
Žordan jedweline göni meseläni alýarys. 
 

                                    Tablisa 1 
Göni 
mesel
e 

-x1 -x2 ... -xn 1 

y1 a11 a12 ... a1n a1 
y2 a21 a22 ... a2n a2 
... ... ... ... ... ... 
ym am1 am2 ... amn am 
Z= -p1 -p2 ... -pn 0 

 
Sebäbi ikileýin mesele ol bir ö ki berilenler boýunça 

formirlenen, ony ol bir jedwelde girizip bolýar. (4), (5), (8) 
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harajatlamaýan, birinji seri däni  birligini   u1 bahasy bilen, 21a  
ikinji seri däni  birligini  u2 bilen we .m., um m seri däni  amn 
bahasy bilen. Ähli seri deleri  bahasy 1,2,...,m önümini  birligini  
öndürijiligine gidip, u a akdaka de  bolar: 
 

.... 11221111 puauaua mm  
 
      a me ze likde pikir ýöretsek, 2-nji, 3-nji we .m. önümi  
görnü leri üçin getirip bolar. Netijede de sizlikleri  toparyny 
alýarys 
 

)8(
.....

............................................
,...

,...

2211

22222112

11221111

nmmnnn

mm

mm

puauaua

puauaua
puauaua

 

 
Ykdysady many boýunça gözlenilýän bahalar otrisatel däl: 
 

.0,...,0,0 21 muuu                                         (9) 
 
      De sizlikleri  umumylygy (8), (9) we meseleleri  sistemasyny 
emele getirýär. 
Matematiki formulany de direli  (1)-(3) formulasy bilen birinji 
mesele (4)-(6) ikinji. 

1) Bir meselänin näbellilerini  sany beýleki  de sizlikleri  
sanyna de dir. 

2) Çäklendirilmeler ulgamyny  koeffisiýentini  matrisalary 
birini  beýlekisinden transponirlemegi bilen bolýar. 

3) De sizlikler ulgamynda çäklendirmleri  gapma-gar y 
manylary bar. ( çaly ýar ) näbellileri  otrisatel dälligi 
bolsa saklanýar. 

4) Çäklendirmeler ulgamyny  erkin agzalary bir meseläni ki 
beýlekini  funksionalyny  koeffisiýenti bolýar, 
funksionaly  koefisiyenti bolsa çäklendirmeleri  erkin 
agzasyna öwrülýärler. 
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IV. Bap.  Çyzykly programmirlemäni  esasy meselesi 

 
§1. Çyzykly programmirleme meselesine gelýän amaly 

meseleler we onu  matematiki modeli 
 
 Goý, kärhanany  n görnü li önümi öndürmäge 
mümkinçiligi bar bolsun.  Oba hojalyk pudagyna degi li bolan 
edaralarda bu önümlere maldarçylyk, ösümçilik önümleri mysal 
bolup biler. onlukda kärhana m görnü li resurslara eýe (mysal 
üçin: ýer, i çi güýç, tohum we .m.). Bu resurslary  bar bolan 
mukdary ö ünden belli: 
 

b1, b2, ... , bi, ... , bm. 
 

 Her bir önümi  öndürili inden alnan ykdysady taýdan 
peýdasy belli: 
 

c1, c2, ... , cj, ... , cn. 
 

 Mundan ba ga-da her görnü  bir önümini öndürmek üçin 
zerur bolan resursy  her bir görnü ini  mukdary bellidir: 
 

a11, a12, ... , aij, ... , amn. 
 

Bu ýerde a11 – birinji önümi öndürmek üçin brinji resursy  zerur 
bolan mukdary we .m.; umumy görnü de aij – bu j (j=1,2,...,n) 
nomerli önümi öndürmek üçin zerur bolan i (i=1,2,...,m) nomerli 
resursy  mukdary. Bu sanlara tehnologik koeffisiýentler hem 
diýilýär, olary  sany mn ululyga de . 
 X önümçiligi  jemeleýji girdejisini  i  uly baha eýe 
bolmagyny üpjün edýän meýilnamasyny düzmek zerurlygy ýüze 
çykýar (basgaça aýdanymyzda, her görnü  x1,  x2, ... , xj,  ...  ,  xn 
önümleri  zerur bolan mukdaryny tapmaly). 
 Ilki bilen maksat funksiýany düzeli . Onu  üçin girdejini 
belli bolan ululyklar arkaly a ladaly . Birinji görnü li bir önüm c1 
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girdejini berýär; meýilnama boýunça birinji görnü li önüm x1 
mukdarda öndürilmeli, bu bolsa c1x1 girdejini berer. a 
me ze likde meýilnama boýunça x2 mukdarda öndürilmeli ikinji 
gönü li önüm c2x2 girdejini berer we .m. Umumy girdeji (ony 
z bilen belgiläli ) a akdakyny berer: 
 

nnjj xcxcxcxcz ......2211  
 

Bu a latma meseläni  maksat funksiýasy bolup durýar. Bu 
latmany a akdaky görnü de ýazmak hem bolar: 

n

j
jj xcz

1  
 

 Indi bolsa çäklendirmeler ulgamyny düzeli . Ba gaça 
aýdanymyzda, gözlenýän X meýilnamany  xj komponentlerini  
kanagatlandyrmaly ertlerini düzmeli. Munu  üçin önümi 
öndürmekde sarp ediljek her bir görnü li resursy  mukdaryny 
tapmaly. 
 Birinji görnü li x1 sany önümi öndürmek üçin a11x1 
mukdardaky birinji görnü li resurs sarp ediler; iknji görnü li x2 
sany önümi öndürmek üçin a12x2 mukdardaky ikinji görnü li resurs 
sarp ediler we .m. Umumy çykdajy a akdakyny berer: 
 

a11x1+ a12x2+...+ a1jxj+...+ a1nxn 
 
(bu a latmada a koeffisiýenti  birinji indeksi üýtgemän 
galýandygyny, ikinji bolsa üýtgeýändigini bellemek gerek).  
 Emma resursy  umumy çykdajysy bar bolan resursdan uly 
bolmaly däldir, onu  üçin tapylan so ky a latma  birinji b1 
resursa di e ýa de  ýa-da uly bolup biler: 
 

a11x1+ a12x2+...+ a1jxj+...+ a1nxn  b1 
 

 a me ze likde galan resurslar üçin hem ertleri düzmek 
bolar: 
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ulanmaly. Her görnü  önümini  x1,  x2, …, xn öndürijiligi  
göwrümini kesgitlemeli. unlukda önümi  umumy bahasy  

Z=p1 x2+p2 x2+…+pn xn                    (4) 
 

maksimal bolmaly. Çäklendirmeler ulgamy 
 

)5(
....

............................................
...
...

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

axaxaxa

axaxaxa
axaxaxa

 

 
      Bu yerde pj j-nji önümi  birlik bahasy, aij-ykdysady 
tehnologiki koeffisiýent i-nji seri däni  ulanmak bilen j-nji önümi 
öndürmekligi  normasy. 
 Ykdysady many boýunça ahli näbelliler otrisatel däl. 
 

                                 njx j ,1,0                                     (6) 
 
 Indi bolsa ba daky mesele boýunça ba ga ykdysady meselä 
seredeli . Mysal üçin, haýsy hem bolsa bir kärhana satyn almakçy 
bolýar, hojalykda bar bolan ähli seri deleri. Bu muuu ,...,, 21  
optimal bahalary kesgitlemek zerur, bu ertden ugur alyp: 
1) Seri deleri  umumy bahasyny satyn alýan edara 

minimumla dyrmaga ymtylýar; 
2) Ýöne her bir seri de üçin hojalyga bolmanda onu  taýyn 

önümi hökmünde aljak girdejisini tölemeli. Eger-de bolmanda 
hojalyga seri deleri satmasa girdejili bolýar, ol öz 
öndürijiligini gurnap biler; 

3) w-seri deler  umumy bahasy öndürijilik bahasy bilen ýüze 
çykýar, olary  bolan ai we ba ga bahalar ui 

 
mmuauauaw ...2211                             (7) 

 
        Alnan bütewi funksiýany minimalla dyrmaly. Ikinji talap u 
çäklendirmelere getirýär. Birinji önümi  birligine 11a  
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V Bap. Çyzykly programmirlemäni  ikileýin we ulag meselesi 
 

§1. Çyzykly programmirlemäni  ikileýin meselesi we onu  
matematiki modeli  

 
     Bize belli bol y ýaly islendik kärhana önüm öndürmek üçin 
özüne gerek bolan seri deleri  üpjün edýär. So ra onu  esasynda 
dürli görnü li önümleri öndürip, gerek bolan ýa-da soralýan 
islegleri kanagatlandyrýar, 
     Biz ýokarda bu meselä görä çyzykly programmirlemäni  esasy 
görnü ine seredipdik. Ol degi lilikde,  

                    (1)    
                                                                                     

 
eýle hem çäklendirmeler ulgamy: 

)3(0

)2(
1

j

i

n

j
jij

x

bxa

 

 
     Ýagny bar bolan m sany seri däni  esasynda n dürli önümi 
öndirip çykarmaly diýen çyzykly programmirlemäni  meselesini  
umumy modeli. 
          Birnäçe ýagdaýlary  esasynda kärhana öndürmeli bu 
önümleri öndürmän, özünde bar bolan seri deleri ýokary bahada 
ba ga bir kärhana ýerle dirip edil önümi  öndürilip çykarylan 
bahasyny talap edýär. 2-nji kärhana bolsa, bu seri deleri mümkin 
boldugyça arzan almak isleýär.  
 Ykdysady tarapdan seredeni de çyzykly 
programmirlemänii  esasy meselesi, hojalygy 
meýilnamala dyrmakdan durýandyr. Hojalykda a1,  a2, …, an 
seri deleri bolsun. Olary onda n-dürli önümi çykarmak üçin 
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a21x1+ a22x2+...+ a2jxj+...+ a2nxn  b2 

....................................................... 
ai1x1+ ai2x2+...+ aijxj+...+ ainxn  bi 
....................................................... 

an1x1+ an2x2+...+ anjxj+...+ annxn  bn 
 
 Meýilnama hakykatda ulanmaga ukyply bolar ýaly xj 
komponentler ýokarda getirlen ertleri kanagatlandyrmalydyrlar. 
 Emma gözlenýän ululyklara ykdysady taýdan seredilende 
bu ululyklary  otrisatel bolmaly däldigi gelip çykýar. ol bir 
wagtda bu ululyklar nola de  bolup bilerler; bu bolsa u görnü  
öndürilmegi dü ewüntli däldigini a ladýar. Diýmek, ýokarda 
alynan ertlere gözlenýän ululyklary  otrisatel dällik ertini 
go maly: 
 

x1 0, 
x2 0, 

... 
xj 0, 
xn 0. 

 
 Alnan de sizlikleri  iki topary bilelikde meseläni  
çäklendirmeler ulgamyny düzýärler. Olary ba gaça a akdaky 
görnü de ýazmak bolar: 

);,...,2,1(0

);,...,2,1(
1

njx

mibxa

j

n

j
ijij

 
 

Indi bolsa meseläni a akdaky ýaly beýan etmek bolar: 
z funksionaly  i  uly baha eýe bolmagyny üpjün edýän we hemme 
de sizlikleri kanagatlandyrýan xj  komponentleri tapmaly. 
Çäklendirmeler ulgamy  we maksat funksiýany  näbellilere görä 
çyzyklydygyndan bu meseläni  çyzykly programmirlemäni  
meselesidigi gelip çykýar. 
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§2. De lemeler ulgamlaryny  žordan 
 usuly bilen optimal çözüli i 

 
 Goý bize ewklidi  gi liginde n-tertipli çyzykly 
ulgamlar berlen bolsun. Ol ulgamlar degi lilikde ýokarda seredilen 
ýokary tertipli tekizlikler (gipro) berlen bolsun.  
 

0
0

cxa
cxa      

ýarym gi ilik 
 

0...
............................................

0...
0...

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

yxaxaxa

yxaxaxa
yxaxaxa

                   (1) 

 
Onda (1)-nji ulgam üçin a akdaky tablisany ýazýarys. 
 

                                        Tablisa 1 
 

1x     2x  ……. nx  
y1 =

 

 
y2 =

 

…. 
ym =

 

11a    12a …….. na1  

21a    22a ……. na2      
……………….. 

1ma    2ma ……. mna  
   

1) Tablisada nola de  bolmadyk 22a  elementi saýlap alýarys 
we  ony  žordan  element  diýip  atlandyrýarys.  So ra  ol  
setiri  hemme elementini ol elemente bölýäris. Ýöne 22a  
elementi  özüni öz-özüni  tersini alýarys.  

22

1

22

1
a

a  
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                                                                                       Tablisa 2 
 -y1 ... -yj ... -ys ... -yn 1 
yn+1= bn+1,1 ... bn+1,j ... bn+1,s ... bn+1,n bn+1 
... ... ... ... ... ... ... ... ... 
yi=  bi1 ... bij ... bis ... bin bi 
... ... ... ... ... ... ... ... ... 
yr=  br1 ... brj ... brs ... brn br 
... ... ... ... ... ... ... ... ... 
ym=  bm1 ... bmj ... bms ... bmn bm 
Z= q1 ... qj ... qs ... qn Q 

  
Bu tablisada çyzykly maksatnamala dyrma meselesi täze görnü de 
alynýar: 
 
                          Qyqyqyqz nn...2211              (5) 

 
funksiýa we çäklendirmeleri  ulgamyndan zgerdilip alynan 
de sizlikleri  ulgamy alynýar:  
 

       
),...,2,1(

0...22111

mnni
bybybyby ininii          (6) 

0,...,0,0 21 nyyy  
 
 

 eýlelikde (6) ertleri kanagatlandyrýan we (5) funksiýa min 
(ýa-da max) bahany berýän y–leri  ),...,,( 21 nyyy  toplumyny 
tapmak talap edilýär. Ähli  m –lerden n sany y–leri kesgitlemek 
gerek bolýar, galan m-n  sany y–ler ö küleri çyzykly baglydyrlar.  
 Meseläni  bu täze görnü e getirili ini  sebäbi jy  
üýtgeýänler üçin otrisatel bolmazlyk erti  alynmagydyr, 
ba langyç y –ler üçin bolsa bu ert aýdylmadykdyr. 
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bolsun. Onda n – yzygiderlikli ädimi  kömegi bilen 1-nji tablisa 
1a tablisa özgerdiler (ýokarky setire n sany yi –leri geçireris). 
 

                                                  Tablisa 1a 
 -y1 -y2 ... -yn 1 
x1= b11 b12 ... b1n b1 
... ... ... ... ... ... 
xn= bn1 bn2 ... bnn bn 
yn+1= bn+1,1 bn+1,2 ... bn+1,n bn+1 
... ... ... ... ... ... 
ym= bm1 bm2 ... bmn bm 
Z= q1 q2 ... qn Q 

  
Bu tablisada çepde n sany x-ler, (m-n) sany y–ler, ýokarda bolsa n 
sany  y-ler ýerle er. Z setir hem özgerer: täze q koeffisiýentler we 
Q azat agza emele geler.  
 1a tablisada ýokarda n setiri alyp y-leri  üsti bilen a ladarys: 
 

;...
........................................................

;...
;...

2211

222221212

112121111

nnnnnnn

nn

nn

bybybybx

bybybybx
bybybybx

                  (4) 

 
 
 Eger-de y –leri  bahasyny hasaplap, olary (4) ulgamda 
ornuna goýsak, onda x –leri  gözlenýän bahalaryny alarys. onu  
üçin hem tablisany  bu bölegi meseläni  çözüwini  so unda 
peýdalanylýar. Ýokardaky n  setiri 1a tablisadan aýyrsak 2-nji 
tablisany  alarys:                                               
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                                                           Tablisa 2 

 1x  
 
y2

 

 
… xn 

 
y1 =

 

 
 

a11 
 22

12

a
a  

 
… 
 

 
a1n 

 

2x  22

21

a
a

 

 

22

1
a

 

 

… 
22

2

a
a n  

…. ... … … … 

ym =
 

 
1ma  

 
22

2

a
am  … mna  

 
2) Žordan elementi  setirindäki hemme elementler žordan 

elemente bölünýärler, hem alamaty tersine alynýar. 
 
3) Žordan elementi  sütünindäki elementleri  hemmesi 

žordan elemente bölünýär. 
4) Galan hemme elementler  
 

rs

isrjrsij
ij a

aaaa
b . 

     formula boýunça tapylýar. 
     Netijede eger (1) ulgamy  matrisasyny  rangy r=n bolsa, 
biz n gezek žordan usulyny ulanyp, hemme x-leri y-ler bilen 
ýerini çal yp, a akdaky n-nji tablisany alýarys. 
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                                           Tablisa 3 
  y1         y2 …..    yn 

1x  

2x  
… 
xn= 
…  

ym= 

 11b       12b …..  nb1  
 21b       22b …..  nb2  
………………… 
bn1

        bn2    ……    bnn
     

……………………… 

1mb       2mb ….. mnb  
 
Mysal.  akdaky de lemeler ulgamyny alaly  
 

,23 3211 xxxy  
,324 3212 xxxy  

323 7 xxy  
  

                                     Tablisa 4 
 1x  2x  3x  

1y  1 3 -2 

2y  4 -2 3 

3y  0 7 -1 
 
 
                                                                     Tablisa 5 

 1x  2x  1y  

3x  
2
1  

2
3  

2
1  

2y  
2

11  
2
5  

2
3  

3y  
2
1  

2
11  

2
1  

 

2
12 1   tersi  

2
1  
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Bu ideýany amala a yrmak üçin ba langyç depäni 

almaklygy öwrenmeli, so ra ondan ba lap depeden-depä geçip, 
her gezek optimuma ýakynla magy  usulýetini tapmaly. 

 Ilki bilen (2) ulgamdaky her bir de sizligi  -1 sana 
köpeldip, olary  gar ylykly alamatyny alarys. Azat agzalary 
de sizligi  çep bölegine geçirip, olary yi  bilen belgiläli :     

     
                                  Tablisa 1 

 -x1 -x2 ... -xn 1 
y1= a11 a12 ... a1n a1 
y2= a21 a22 ... a2n a2 
... ... ... ... ... ... 
ym= am1 am2 ... amm am 
Z= -p1 -p2 ... -pn 0 

  
Bu tablisada çyzykly maksatnamala dyrma ba langyç meselesini  
hemme ertleri ýerle dirilendir. Eger-de jx  üýtgeýänlere 0jx  
ertler goýulan bolsa, onda so raky i leri 1-nji tablisa bilen 

ba lamaly. Eger-de jx  ululyklara otrisatel bolmazlyk ert 
goýulmadyk bolsa, onda 1-nji tablisa 2-nji tablisa özgerdilýär. 
 Goý, jx -ler üçin 0jx ert  goýulmadyk  bolsun  we  (2)  

ulgamda m>n hem-de de lemäni nmija )(   matrisasyny  rangy n 
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 Çyzykly maksatnamala dyrma umumy goýlu da 

maaa ,...,, 21  çäklendirmeler bilen alynýar. Emma ykdysady 
meseleler çözülende üýtgeýänlere 

0x                                         (3) 
ert goýulýar. eýle hem bolsa meseleler çözülende üýtgeýänler 

otrisatel bahany hem alyp bilerler. 
 (1), (2), (3) ertler bilen kesgitlenýän meselä çyzykly 
maksatnamala dyrmany  meselesi, formulalara bolsa ol meseläni  
modeli diýilýär. 
 Bizi  esasy meselämiz z  funksionala min ýa-da max baha 

berýän we (2) de sizlikleri ýerine ýetirýän ),...,( 1 nxxx  wektory 
kesgitlemekden ybaratdyr. 

 De silikleri  (2) ulgamy 
nE  gi isliginde  güberçek 

köpgranlygy kesgitleýär we ol köpgranlygy  bir depesinde z  
funksional minimum ýa-da maximum baha eýe bolýar. 
 Eger-de bu köpgranlyk bo  bolsa, ýagny bir nokady hem 
özünde saklamasa, onda meseläni  çözüwi ýok. 
 Eger-de bu köpgranlyk bo  bolmasa we di e bir nokatdan 
durmaýan bolsa, onda bu köplük (2) erti kanagatlandyrýar we z  
funksionaly belli bir baha eýe edýän nokatlary  tükeniksiz 
sanysyny özünde saklaýar. Olary  içinden z  funksionaly  min 
ýa-da max bahasyny kesgitleýän nokadyny tapmaly z  
funksionaly  min we max bahalaryny  bu köplügi  araçäklerinde 
kesgitleýänligi üçin önümleri ulanyp bolmaýar). Bu ýagdaý hem 
bize köpgranlygy  hemme nokatlaryny optimallyga der emän, 
eýsem di e onu  depelerinde bu i i ýerine ýetirmäge mümkinçilik 
berýär.  
 eýlelikde simpleks usul bilen meseläni çözmekligi  esasy 
ideýasy a akdakydan ybaratdyr: köpgranlygy  haýsy hem bolsa 
bir depesini alyp ondan bize gerek bolan depä çenli gidýäris. 
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Tablisadan gör ümiz ýaly biz 1-ädim Žordan usulyny 
ulanyp, alan tablisamyzda 1y  bilen 

3x -i  ýerini çaly dyk. Edil 
onu  ýaly edip degi lilikde hemme näbellileri  ýerini çal yp, 

meseläni  çözüwini kesgitläp bilýäris. 
 
Netije. Bu usuly  esasynda biz berlen ulgamy  

näbellilerini tablisa görä kesgitläp bilýäris. Ýöne žordan usulyny  
ulanylmasyny  sany ulgamy  elementlerinden düzülen matrisany  
rangyny  sanyna de  bolmalydyr. 
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§3. De lemeler ulgamyny  modelle dirlen žordan  
usuly bilen optimal çözüli i 

 
 Goý bize ýokardaky ýaly ulgam berlen bolsun. Ýagny, 
 

)1(
...

............................................
...
...

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

yxaxaxa

yxaxaxa
yxaxaxa

 

 

 
 Bu ulgamy biz haçan 

1) m=n bolanda, n=r bolanda belli bolan usullary  üsti bilen 
onu  çözüwlerini kesgiläp bilýäris; 

2) Eger m<n bolsa, m=r bolsa, onda (1) ulgamy  çözüli inde 
hemme näbellileri kesgitläp bolmaýar. Sebäbi onu  
tükeniksiz çözül ini  bolup bilýändigini rangy  üsti bilen 
kesgitlemek bolýar; 

3) Eger-de nm  bolup, n=r bolsa, onda hemme näbellileri 
kesgitlemek bolýar. Ýöne birnäçe de lemeleri üýtgedip 
bolmaýar.  

Hakykatdan : 
 

                                                                  Tablisa 1 
         1x      2x    ...    sx -…   nx  

1y  
2y  

…… 
ry  

…… 
my  

-a11       –a12     ...  - a1s -... –a1n 
-a21       –a22     ... - a2s-... – a2n 

.................................................................. 
-ar1       –ar2     ... – ars -... – arn 

................................................................... 
-am1       –am2      ...-ams -... – amn 
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§6. yzykly programmirlemäni  meselesini  Simpleks usuly 
bilen optimal çözüli i 

 
Goý, bize ba langyç mesele ýa-da çyzykly z funksiýa 
 

                    nnxpxpz ...11                               (1) 
 

we o a degi li çäklendirmeler ulgamy berlen bolsun: 
 

  

mnmnmm

nn

nn

axaxaxa

axaxaxa
axaxaxa

....
............................................

...
...

2211

22222121

11212111

                           (2) 

 
bu ýerde nxxx ,...,, 21  önümleri  görnü leri; nppp ,...,, 21  
önümleri  bir birligini ýerle dirmegi  bahalary islendik belli 
hakyky sanlar (bahalar). 
pj koeffisiýentler n ölçegli ýewklid gi liginde baha 

),...,( 1 nppp  wektoryny, jx  - üýtgeýänler ),...,( 1 nxxx  

wektory kesgitleýänligi üçin z funksiýa p  baha wektory bilen 

gözlenýän x  wektory  skalýar köpeltmek hasyly görnü inde    

xpz  
ýaly hem a ladylyp biliner. Bu funksiýa maksatlaýyn ýa-da baha 
funksiýasy – meseläni  funksionaly diýip atlandyrylýar.  
 Ulgamdaky maaa ,...,, 21  – sanlar resurslary  görnü lerini 

ladýarlar; ija  – ykdysady-tehnologik koeffisiýent bolup j önümi 
öndürmekde sarp edilýän i görnü li resursy kesgitleýär. 
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82
__________

3
5

2

21

21

x

xx
xx

 

Bu ýerden 
.1,4 12 xx  

 
eýlelikde  

.134311maxz  
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                                                                        Tablisa 2 
T-2 

1x      
2x  - … sy -    …  

nx  

1y  
2y  

…… 
ry  

…… 
my  

-b11       –b12  - ... - a1s /ars-... –b1n 
-b21       –b22  - ... - a2s/ars -... – a2n 
............................................................. 
-ar1/ars   –ar2 /ars -...- ars /ars -...- arn/ars 
............................................................. 
-bm1       –bm2  -...–ams /ars -... – bmn 

 
Eger biz ýokarda serden žordan usulymyz ýaly 

yzygiderlikde görkezilen 4-punkt boýunça 1-nji tablisadan 2-nji 
tablisa geçsek, onda biz ony a akdaky görnü de ýazyp bileris. Goý 
žordan element diýip 0rsa  alaly . 
2-nji tablisadan görnü i ýaly biz ry  bilen sx -i  ýerini çaly dyk 
we a akdaky amallary ýerine ýetirdik: 

1)  rsa  elementi žordan element diýip saýladyk we 2-nji 
tablisada ony 

rsa
1  diýip ýazdyk. 

2) ol elementi  ýerle en setirine žordan setir diýip, onu  
hemme elementlerini rsa  elemente böldük.  

ol elementi  ýerle en sütüninde bar bolan elementleri  
hemmesini ol elemente böldük, alamatlaryny bolsa tersine öwrüp 
aldyk. Galan hemme elementleri žordan usuldaky ýaly 

rs

rjisrsij
ij a

aaaa
b       formula bilen tapdyk. 

        Biz 2-nji tablisada žordan usuly bilen 1-nji ulgamy çözmeklik 
üçin 1 ädim žordan usulyny ulandyk. Eger-de biz yzygiderlikde 
ol usuly ulansa  onda ýokardaky görkezilen 3-nji görnü e görä 

takyk netije alarys. 
 Steýnisi  teoremasy. Eger 1-nji žordan tablisasyndan 

nm  çyzykly baglan yksyz setirler bar bolup, m ädimden so ra 
hemme  
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yi-ler (i=1,2,…,m) ýokary geçýär, x-ler bolsa a ak geçýär, 
artykmajy bolsa, çyzykly baglan ykly bolýar.  
Subudy. Onda biz a akdaky tablisany alýarys. 

  
                                                                Tablisa 3 
 1y      2y   … ry   -xr+1         … nx  

1x  
2x  

…… 
rx  

…… 
yr+1 
ym1 

  c11       c12    ...   c1r     c1,r+1      ...   c1n 
  c21       c22    ...   c2r    c2,r+1           ...     c1n  

................................................................................... 
 cr1       cr2     ...   crr     cr,r+1           ...      crn 

......................................................................................... 
cr+1,1    cr+1,2 ...   cr+1,r  cr+1,r+1     ...     cr+1n  
 cm1      cm2    ...   cmr     cm,r+1         ...       cmn 

 
   Eger nm  bolup, bu ulgamy  matrisany  rangy r-e de  bolsa, 
onda biz sag tarapdaky tablisada ýerle en elementler olara de  
bolýarlar. Onda galan y-ler öz aralarynda çyzykly 
baglan yklydyrlar. Ony eýle ýazmak bolýar: 
 

rmrmmm

rrrrrr

ycycycy

ycycycy

.....
..................................................
...

2211

,122,111,11

 

 
 

Bu bolsa Steýnisi  teoremasyny doly subut edýär. 
Mysal. akdaky de lemeler ulgamyny alaly   
 
 

.432
5

34

3213

212

3211

xxxy
xxy

xxxy
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1-nji surat 
      Eger-de biz z=p1x1+p2x2 de lemä görä z=p1·p2 diýip alsak 
p1p2=p1x1+p2x2 bolup alsak. 
 

21

21

21

22

21

11

pp
pp

pp
xp

pp
xp  

.1
1

2

2

1

p
x

p
x  

1
55

21 xx  

1
33

21 xx  
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Gör ümiz ýaly çyzgylary  her birinde dürli görnü ler 
görkezilen. - köpburçlugy  çäklendirilen ýapyk görnü inde 
maximum hem minimum kesgitlenilýär. Haýsy hem bolsa bir 
tarapy çäklendirilmedik görnü inde ýa maksimum kesgitlenilýär  
minimum kesgitlenilmeýär. Tersine minimum kesgitlenilýär 
maksimum kesgitlenilmeýär. 

 
Çyzykly programmirlemäni  meselesini  grafik usul bilen 

çözüli i 
      Çyzykly programmirlemäni  meselesini  grafiki taýdan 
çözmeklik üçin ýokarda seredilen meselä görä grafik usul bilen 
çözmeklik üçin biz z=0 ertini maksat funksiýa görä goýup 
aýdy la dyrmaklyk üçin tekizlikde E2  - köpburçluga seredip, 
onu  depelerini kesgitläli  we max, min bahalaryny tapaly . Goý 
bize a akdaky görnü de mesele berlen bolsun. 

21max 3xxz  
 
   

,0)(
,0)(
,4)(
,3)(
,5)(

2

1

1

21

21

xV
xIV
xIII

xxII
xxI
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                                                                Tablisa 4 
  -x1     -x2    -x3 
 
y1= 
y2= 
y3= 

 
-1        4      -3 
 5       -1       0 
-2        3       4 

    
        
 

                             Tablisa 5 
  -x1        -y3       -x3 
 
y1= 
y2= 
x2= 
 

 
5/3       -4/3        25/3  
13/3      1/3         4/3 
-2/3      1/3         4/3 

 

.
3
4

3
1

3
2

3
4

3
1

3
13

3
25

3
4

3
5

3312

3312

3311

xyxx

xyxy

xyxy
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§4. Çyzykly programmirlemäni  esasy meselesini  goýlu y we 
häsiýetleri 

 
       Çyzykly z funksiýa berlen: 
 

                      nnxpxpxpz ...2211                       (1) 
 
bu ýerde pj – belli bolan koeffisiýentler (olar dürli hakyky sanlar 
bolup bilerler).  
  pj koeffisiýentler n ölçegli ýewklid gi liginde 

),...,,( 21 npppP  baha wektory, xj näbelliler  bolsa  ),...,,( 21 nxxxx  

wektory berýärler. z funksiýa P   we  gözlenýän  x  wektorlary  
skalýar köpeltmek hasyly görnü inde ýazmak bolar: 
 

xPz                                      (1a) 
 

z funksiýa maksat funksiýa ýa-da meseläni  funksianaly diýilýär. 
       Çäklendirmeler ulgamy berlen:  
 

)2(

....
........................................

,...
,...

2211

21222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

axaxaxa

axaxaxa
axaxaxa

 

 
 z funksionaly  i  uly ýa-da i  kiçi baha eýe bolmagyny 

üpjün edýän we (2)-ni kanagatlandyrýan ),...,,( 21 nxxxx  
wektory (nokady, näbelliler toplumyny) tapmaly. Ýokarda 
bellenil i ýaly (2) ulgam n ölçegli ýewklid gi liginde güberçek 
köpburçlugy kesgitleýär. Eger bu köpburçluk bo  bolsa 
(nokatlary  hiç birini özünde saklamaýar), onda meseläni  çözüwi 
ýok diýip hasap edilýär. 
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                      1-nji surat                               2-nji surat 
 

             
            3-nji surat                                           4-nji surat                 

 
                                   5-nji surat     
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§5. Çyzykly programmirlemäni  geometrik manysy we grafiki 
usul bilen çözüli i 

 
Goý bize En- ýewklidi  gi liginde maksat funksiýa berlen 
bolsun.  
 

n

i
ii xpxZ

1
)(                                     (1) 

n

i
jiji bxa

1
                                       (2) 

 
0ix                                                    (3) 

 
Bu meseläni  geometrik çözüli i maksat funksiýany  z=0 (4)     
erti bilen kesgitlenilýär. Eger biz x(x1,x2,…,xn) azat nokady alsak  

onda ol nokada görä maksat funksiýa eýle görnü de ýazylýar.  
n

i
ii xpxZ

1

/ )(                                       (5)  

Bu bolsa ýokary tizlikden da la ýan nokady görkezýär. Onda biz 
4-nji erte görä, ýokary tekizligi koordinatalar ba langyjyndan 
geçirip x' nokada görä o a parallel bolan tekizligi kesgitlemeli 
bolýarys. Meseläni aýdy la dyrmak üçin biz ony ýönekeýle dirip 
tekizlikde x1 hem-de x2 nokat arkaly hususy hala Ýewklidi  E2 2-
nji gi liginde seredeli . Onda biz a akdaky hususy hallary 
alýarys. 
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            Eger bu köpburçluk bo  däl we di e bir nokada 
getirilmeýän bolsa, onda tükeniksiz nokatlar köplügi bar bolup, bu 
nokatlary  her biri z funksionaly  belli bir takyk baha eýe 
bolmagyny üpjün edýärler we (2)-ni kanagatlandyrýarlar. Bu 
nokatlary  içinde z ululyk maksimuma ýa-da minimuma eýe 
bolýan nokady tapmaly. Bu nokady önüm arkaly tapmak usuly 
ýerlikli bolmaýar, sebäbi max z ýa-da min z kesgitleni  ýaýlany  
içinde däl-de, gyrada ýerle ýär. 
 Teorema1. z funksional maksimuma (minimuma) (2) 
de sizlikler bilen kesgitlenýän  köpburçlugy  gyra nokadynda  
eýe bolýar. 
 Subudy.  köpburçluk gyra nokatlary  tükenikli sanyna 
eýedir. Goý, gyra nokatlar a akdakylar bolsun: 

)()2()1( ,...,, rxxx  
Onda x  nokat gyra nokatlary  güberçek kombinasiýasy 
bolup durýar 

r

i

i
i xx

1

)(

 
bu ýerde 

r

i
ii

1

1,0
 

 
     Goý, z funksiýa käbir x0 nokatda maksimuma eýe bolýar 
diýeli  
 

.)( 00max xxPz  
 

0x  bolýanlygy üçin bu nokat gyra nokatlary  güberçek 

kombinasiýasy bolup durýar. Diýmek, käbir 0
i  bar bolup 

akdakyny alarys: 
)(0)2(0

2
)1(0

1
1

)(0
max ...

r
r

r

i

i
i xPxPxPxPz
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     Her bir 
)()2()1(

,...,,
r

xPxPxP  skalýar köpeltmek hasyly 
san ululykdyr. Bu sanlardan i  ulusyny saýlaly ; goý, bu san 

)(k
xP   bolsun. 

)( k
x  gyra nokatlary  köplügini  biri bolup 

durýar; 
)(k
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Bu ýerde maxz  alnan köplükde funksionaly  i  uly bahasy; 
)(k

xP - funksionaly  käbir gyra nokatda eýe bolýan bahasy. 
Emma i  uly baha mümkin bolan bahalardan kiçi bolup bilmeýär, 
onu  di e  =  alamaty galýar: 
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Diýmek, z i  uly baha di e gyra nokatda eýe bolýar. 
 
      Teorema2. Eger z funksional maksimuma (minimuma) birnäçe 
gyra nokatlarda eýe bolýan bolsa: 
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(r – gyra nokatlary  umumy sany), onda z ol bir baha agzalan k 
nokatlary  güberçek oboloçkasyny   her bir nokadynda eýe 
bolýar. 
 Subudy. )()2()1( ,...,, kxxx  nokatlar bilen emele gelen 
güberçek köplügi  islendik x nokadyndaky z funksionaly  
bahasyna seredeli : 
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Diýmek,  güberçek oboloçkany  islendik nokadynda z(x)-i  
bahasy  
 

max)( zxz  
 Geometriki manyda: eger max z iki nokatda ýerine ýetýän 
bolsa, onda ol bütin kesimde ýerine ýetýär; eger üç nokatda ýerine 
ýetýän bolsa, onda bütin üçburçlukda we .m. Eger max z hemme 
gyra nokatlarda ýerine ýetýän bolsa, onda çözüwler ýaýlasynda 
funksional üýtgemeýär. 
 Subut edilen teoremalar meseleleri çözmekligi  usullaryny 
gurmaklygy  esasyny düzýärler. 




