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Giris

Beyik galkynyslar zamanasynda milli bilim
ulgamynda ayratyn (ns berilyar.

Dowdilr kamil ahlagy, afi disunjeligi talap edyar.
Sol esasda hormatly Prezidentimiz ~ Gurbanguly
Berdimuhamedowyii  basyny baslan  milli  bilim
Ozgertmelerine mynasyp gosant gosmak Ugin yokary
okuw mekdepleri Ggin okuw Kitaplaryny yazmaklyk
wajyp meselelerifi biri bolup duryar.

Bu okuw kitaby on bds bapdan ybarat bolup,
kompleks san, hatar, kompleks funksiyalar, kompleks
yzygiderlikleri, hatarlary, wycetler barada distnje
berilyér. Her bir bap birndce paragraflardan ybaratdyr.

Her bapda nazaryyeti berkitmek maksady bilen,
bolimde beyan edilen dustnjelerii  ulanylysyny
gOrkezyan mysallar getirilyar.

Kitapda her bapdaky teoremalar, kesgitlemeler we
formulalar yzygiderli belgilenendir.

. Bap. Kopmleks sanlar we san hatarlary
81.1. Kompleks sanlar, kompleks tekizlik,
kompleks sanyn moduly we argumenti
1.Kompleks sanyii kesqgitlenisi. Kompleks tekizlik.

Herbir hakyky sandan kok alyp bolmayandygy
bize malimdir. Sonun Ucin hem sanlar nazaryyetini
umumylasdyryp, hususy haly adaty hakyky sanlar bolan
tdze sanlary girizmek zerurlygy yize cykyar. Bu tdze
sanlar ugin hem hakyky sanlar bilen gecirilydn amallar

saklanmalydyr. Téaze sanlary girizmek Ugin x% +1=0
denlemanin koki bolan “hyyaly” i birlik girizilyar, ya-da
génlburcly koordinatalar tekizliginde sekili ulanylyar.

Hakyky sanlar bilen koordinata baslangyjy bar
bolan ox okunyn nokatlarynyn arasynda birbelgili
degisliligin bardygy bize mélimdir. ox okun ornuna oxy
tekizlige seredelin. Tekizligin her bir (x,y) nokadyna
kabir z sany degisli edelin. Bu z sana kompleks san diyip,
xoy tekizlige kompleks (z) tekizligi diyip atlandyrylyar.

Diymek, z tertiplesdirilen hakyky sanlaryn (x.y)
jubutidir, yagny z =(x, y).

x-e z sanyn hakyky bdlegi, y-e hyyaly bolegi
diyilyér we degislilikde x=Rez, y=Imz bilen belgilenyér.
ox oka hakyky ok, oy oka hyyaly ok diyilyar. 0 san diyip,
koordinata baslangyjy kabul edilyar, yagny (0,0)=0.

(x,0)=x,(0,1) = i.diyip kabul edilyar.

Asakdaky kesgitlemeleri girizelin:



1.1 =(X1, Y1) we 7; Z(Xz, YZ) sanlara det
diyilyar sonda difie X, =x,, Yy, =,, bolanda, gysgaca

$€),/|e )'/azmak b0|yar (Zl = 22) = (Xl = X2, yl = y2)
2. 7y we Z, kompleks sanlaryn jemi diyilip,
2 +2p = (X + X2, Y1 +Y2)
kompleks sana aydylyar
3. Z; we Z, kompleks sanlaryii kopelmek hasyly
diylip,
2y -2y = (X X2 — Y1Y2,X1Y2 + X2 Y1) (1.1)
kompleks sana aydylyar.
Bu kesgitlemeleri ulanyp,

z+0= (X, y)+(010) = (X’ y) =1,

z-0=(x)-(0,0) = (0,0) =0,

2-1=(xY)-(L0)=(xy) =z

i-i=i>=(02-(01) =(-10)=-1
denlikleri alarys. Seyle hem

(O, y) = (011) ) (y,O) = Iy
Bu deiligi peydalanyp, kompleks sanyn algebraik
yazylysyny alarys:
Z=(XY)=(x,00+(0,y) = x+1y.

x-iy kompleks sana z=x+iy kompleks sanyn catrymlysy
diyilyar ~ we Z bilen  belgilenyar,  yagny
Z=X-— Iy (kompleks san we onun ¢atrymlysy hakyky oka
g0ré simmetrik yerlesendir).

Zywe Z, kompleks sanlaryn z;-Z, tapawudy diylip
L9 +13 =121 denligi kanagatlandyryan z3 kompleks sana
aydylyar. Sunlukda,  Xo +1yy + (X3 +1y3) =X +1y;
denligin esasynda I3 =11 — 19 tapawut
23 :X3 +iy3 =X — Xy +i(y1—y2) denlik bilen
kesgitlenyar.

Tekizlikd&ki her bir nokat bilen bu nokadyf radius
wektorynyii arasynda birbelgili degisliligifi bardygy bize
analitik geometriyadan bellidir. Diymek her bir kompleks
san bilen bu sanyf radius wektorynyii arasynda birbelgili
degislilik bardyr.

Zywe Z, sanlaryi jeminin we tapawudynyn
geometrik manysy 1-nji suratda gorkezilendir.

8 N SYNSEE s P2
2177 « Z5

0 X

1-nji surat

Zy we Zo # 0 kompleks sanlaryﬁ% payy diylip,

Z, - 13 = 7y denligi kanagatlandyryan z3 kompleks
sana aydylyar we ol seyle kesgitlenyar:
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21 _Z1t22 _ KaXp T Yi¥o XoY1 T XY

. 2 2 2 2
Ly 1p-1 Xo" +Yo Xo +Y;

Z3=

2. Kompleks sanlaryn moduly we argumenti

Z = X+ 1y kompleks san kompleks tekizlikde birbelgili
dine dekart koordinatalarynda kesgitlenman, r,¢ polyar

koordinatalarynda-da kesgitlenyandir, bu yerde r =‘z‘

koordinatalar baslangyjy bilen z nokadyn arasyndaky

uzaklyk, ¢@ bolsa oz wektor bilen hakyky okun
polozitel ugrunyn arasyndaky bur¢c. Ol sagat dilinin
aylanyan ugrunyn garsysyna poloZitel, ugruna — otrisatel
hasaplanylyar. ¢ sana z kompleks sanyn argumentini
diyilyar we ¢ = Argz bilen belgilenyar.

Y a

2-nji surat

11

2-nji suratdan:

X =TrCoS¢
y=rsing ( 12)

r’ =x*+y% =1z

bu yerde

X - y
COSQp = ——, singp = ———, @ =arctg—.
X* +y’ X*+y X
z kompleks sanyn r moduly birbelgili, @
argumenti  bolsa  2km(k =0+1...)  gosulyjyly

takyklygy bilen Kkesgitlenydr. z=0 sanyn argumenti
kesgitlenmeyar.
@ argumentin,

—n<@<m yada 0<op<2r

densizligi kanagatlandyryan bahasyna onun bas bahasy
diyilyar we arg z bilen belgilenyar.

12



Seylelikde, Argz =argz+ 2kz, k € Z deiligi
yazmak bolar.

arctg l,x > 0 bolanda |,
X

7 + arctg %,x <0,y > 0 bolanda ,

arg z =< —x + arctg l,x<0,y<0bolanda :
X

%,x:o,y > 0 bolanda ,

—%,x:o,y<0bolanda :

(1.2)- in esasynda z kompleks sanyn
z=r(cosp+ising) (1.3)
trigonometrik gornisde yazylysyny alarys.

e'” =cosp +ising

Eyler formulasyny we (1.3) denligi ulanyp, kompleks

sanyn z =re'? — gorkezijili gorniisde vazylysyny
alarys.

3. Kompleks sany dereje gotermek
Goy,
z,=r,(cose, +ising,), z,=r,(cose, +ising,), bolsun,
onda (1.1)defiligi ulanyp, alarys:

2,2, =11 (COSp, COsp, —sing, sing, +i(sing, cosp, +cosp, sing,) )=

=1,1,(COSp, +@,) +ising, +@,))=r,r,e" % (14)
13

Bu defilikden
12,2,| =|2,||z,,arg(z,2,) = arg z, + argz, deilikler gelip

cykyar.

4 %12y

22 21'22

_ 11, (cosg; cosg, +sin @ sin @, +i(sin ¢; COSp, —Cos; Sin @, )
a 2
2

r . T
Z%(Cos(wl —<02)+Ism(¢1 —wz))zrie'(% ?2)
2 2

denligi alarys.
Zl

:i

Sofiky defilikden alarys:

Z
,arg—=argz, —argz,.
Z

2 2

Zy We Z,  kémpleks  sanlaryn  kopeltmek

2

hasylynyn ~ geometrik ~ manysy  3-nji suratda
sekillendirilendir.

7=21Z,
yA 22
I
Z
r> 1
v
T
e e
1

3-nji surat

14



(1.4)-denligin getirilip ¢cykarylysyna menzeslikde,
matematiki induksiya usulyny ulanyp alarys:

2y 2y 2y = [l (COS( + @y + .+ @ ) +iSIN(@) + @) +...+0,)) =
= fry..r el o2t tn)

Bu denlikden 2y =7, =...=Z,, = Z bolanda Muawra
formulasy diyip atlandyrylan denlik gelip ¢ykyar:

2" =r"(cosng +isinng)=r"e" (1.5)

4.Kompleks sandan kok almak

Komplek sandan kok almak tgin

2" =c¢ (1.6)
denlema seredelii, bu yerde C # Okompleks, n natural
san.

Goy,
c=pe’, z=re"
bolsun, onda (1,6) denlikden

rneinq; :m
denlik gelip ¢ykyar. Bu denlikden alarys:

r" =p, np=60+27k,

er/;, gpk=(9+2ﬂk)/n,

z, =3/ pe 2 :n\/ﬁ(coseJrnZﬂk +isin 0+n2ﬂk].
k =0,£1,%2,...

i0

15

Alnan kompleks sanlaryn n-sanysynyn durlidigini
gorkezelin. Zg,2q,...Z2,q4 kompleks sanlar durlldir,
sebabi olaryn argumentleri dirli:

6 0+2r  O+4xn _0+2x(n-1)
?o n’(l’l n P2 N 1 Pl -
4-nji suratda z sandan alnan kokin bahalary
sekillendirilendir.

y
A
Z
22 N
2_\ Zy
S n_\
n

NV

4-nji surat
_ 0+2m 6
Zy = Zg bolar, sebébi ¢, =— —="+27,

2, =2,y .

Diymek, ¢ # 0 bolanda (1.6) denlemanis n diirli koki
bar:

z, =1/ pe' ™" k=012,.n-1,
ya-da

16



2, =%(oos‘9+n2”k +isin‘9+n2”k], k=012,.,n-1 (L7)

Mysal 1.1. Amallary yerine yetirin:
1-i S
= M+iV3), PP

1)1+i )( )

Gozulisi: 1)  Drobun  sanawjysyny  we
maydalawjysyny (1-i)-e kopeldip alarys:
1-i @iy -2 .

1+i @+i)-i) 2
2) @+iv3) =1+i3J3+i23-3+i*(V3) =1+i3v3-9-i3J3 = -8.

005
3 izolo:(iz)l _q

Mysal 1.2 €0S 3¢, Sin 3¢ anlatmalary
degislilikde COS¢@ we Sin @ anlatmalarys Usti bilen
anladyn.

GOzulisi. (1.5)formulany ulanyp alarys:

(cosp +ising)’ =cos3p +isin3p
ya-da
cos® ¢ +3icos? psin g —3cos psin? ¢ —isin® ¢ = cos 3 +isin 3,
(cos3 @ —3c0s psin? (p)+ i(3cos2 @sing —sin® (p): cos 3 + isin 3¢.
Kompleks sanlaryn hakyky we hyyaly boéleklerini
denesdirip,

cos3p = cos® ¢ —3cosgsin? g,
sin3¢p = 3c0s2 psing —sin® ¢

17

denlikleri alarys. Bu denliklerin esasynda
c0s3p = cos® p— 3cos(p(1— cos? (p) =05° ¢ —3c0sp +3c0s° @ =
=4co0s® p—3cosg,

sin3p = 3(1—sin2 cp)sincp—sin3 @ =3sinp—3sin° p—sin® ¢ = 3sinp—4sin’ ¢

denlikleri alarys.
Mysal 1.3  Kompleks sanlaryn hakyky we hyyaly
boleklerini tapmaly:

1 1-i)°
iy 2 (ﬁ) -

GoOzilisi: 1) Sanawjyny, maydalawjyny
maydalawjynyn catrymlysyna kdpeldip alarys:
1) 1 _ 1+i 140 1.1 o1 1 1

1-i @-i)@+i) 2 2 2 —-i 27 1

-\ 3 -\ 3
Re(l—_!j -0, Im(l—_!j _1.
1+1 1+1

Mysal 1.4 Kompleks sanlaryn modulyny we
argumentini tapmaly:

1) 1+i'%; 2) —cos™ +isin’
7 7
Gozulisi:
123 122 . .21 . ,
DI1+177" =1+1 ~|=1+(| ) A=1-1

18



‘1+i123‘:\1—i\:w/12 +(-1)% =42,

Arg(L+i%)= Arg(l—i)= arctg_T1 + 2kn =—% +2kz, k=04+1,..

2
2) —cos” +isin®| = |[ —cos™ +sin2£=1,
7 7 7 7

. T
Sin—
7

Arg[— cos% +1i singj = —arct +2kr =71 — arctg{tg %j + 2k =

T
COS—
7

=7r—%+2k7r=6—7ﬁ+2k7r, K=0+1...-

Mysal 1.5 Denlikleri subut etmeli:

1) z+z=2Rez; (z,-12,)=2,-1,.
Géozulisi. 1)
Z+Z=X+1ly+X—-ly=2x=2Rez

2) (z1-25)=(x =X +i(y1 = ¥2)) =X =Xz —i(y1 — y2) =

=X Iy ( X, IyZ):EI Z,.
Mysal 1.6 Kompleks sanlary trigonometrik we
gorkezijili gornuslerde yazyn

1) 1+iV3; 2)—2(cos£+isin£j; 3) —cos* +isin~
3 3 5 5

19

GOzilisi. 1) Ilki bilen bu sanyn modulyny we
argumentini tapalyn:

r=‘1+i\/§‘=\/12+(\/§)2 =J1+3=2, gozarctg\/_:%,
v
Ii
1+i\/§:2(cos£+isin£): 2e 3.
3 3
2) - 2(003% +1sin %) kompleks san,

kompleks sanyn trigonometrik yazylysy dal, seb&bi -2
polozitel san dal.

T [ 71') 4
—COS— =COS| 7 +— |=C0OS—,
3 3 3

LT ) [ 71') . Ar
—sin==sin| 7 += | =sin—,
3 3 3

Diymek

A A 5
—cos—+|S|n——cos—+|sm——e
5 5 5 5

20



Mysal 1.7 Tapyi: 1) V1—i; 2) ¥i.
Gozulisi 1) ki bilen (1-1) kompleks sanyn
modulyny we argumentinin bas bahasyny tapalyn:

p=4+2, 6=arctg(-1)= —%.
(1.7) formulany ulanyp alarys:

~ T 2nk T 2nk
Ji-i=%2 cos4T+isin4T k=01,

T T

Wi=i) =42 cos74+isin74 :‘\‘/E(cos%—isin%j;

(WVI=7), =42| cos 42 +isin

n
2)p=1 6=—.
)P 5

z+27rk z+27rk
%fi:coszTHsinzT, k=012

21

= %(COSE +isin 7—”)
8 8

(%fi)l =cos7é+isin7g=\f+i;=;(\r3+i)’

T T
—+2r —+2r
> 2 .9 57 . . 57 3 .1 1y
), =COS———+ISIN———=CO0S— +ISIN—=——4+1—=—\l — 3,
([)2 3 3 6 6 2 2 2( I)
Ly Ly

(%)3=c052 3 tisin?
Mysal 1.8. Denlemeleri ¢ozin:
1) 22 -2iz+3=0; 2)z3+8i=0
Gozulisi. 1) Bu kwadrat denlemaéni, ¢0zlp, alarys:
1) z,,=1£+i"-3=it+-4=i£2i
2) 22 +8i=0=2-(2i)°=0=
(z- 2i)(z2 + 2iz —4): 0=
z-2i=0,2*+2iz-4=0,

21 =2i, 2Zp3=-iti®+4=-i%+3.

Mysal 1.9. Eger p(zl,zz) ululyk  z;we z,
nokatlaryn  arasyndaky  uzaklyk  bolsa, onda

‘21 - 22‘ = P(Zl, 22) bolyandygyny gorkezix.
Gozdlisi
|21 -2| = =% +i(y1-Y2) =\/(X1—X2)2 +(Y1‘Y2)2 = plz1,2,)

T . . 9 3r .. 31 .
=C0S— +I1SIN— =CO0S— +I1SIN— =-1
6 6 2

Mysal 1.10. Denligi subut edin:
1+itger ) _1+itgne
1-itga ) 1-itgna

22



Cozalisi.
1+itger ) _(003a+isinajn _cosna+isinna_ 1+itgna
1—-itgo cosa —isina cosna —isina  1—itgna’

81.2. Kompleks sanlaryn

yzvaiderlikleri we hatarlary.

1.Kompleks sanlaryi yzyaiderlikleri.

Kesqgitleme 1.1. Eger her bir n natural sana k&bir
Z, kompleks san degisli edilse, onda 7q,7,,...Z,...
sanlaryn toplumyna kompleks sanlaryfi yzygiderligi
diyilyar.

Kesgitleme 1.2. Eger V& > 0 (gin seyle
N = N(g) nomer 3,VNn > N {gin ‘Zn —C‘ <¢&
densizlik yerine yetyan bolsa,onda ¢ kompleks sana {Zn }
yzygiderligin predeli diyilyér, ya-da

im 1z, —¢|=0.

Predeli bar bolan yzygiderlige yygnanyan
yzyqiderlik diyilyar.
Predelin geometrik manysy 5-nji suratda
sekillendirilendir:

23

Eger c san, {zn } yzygiderligin
predeli bolsa , onda

y ¢4 ¢ nokadyn islendik
etraby {zn}
yzygiderligin

0 tlkeniksiz kop

> agzalaryny oOzlnde

saklayandyr.
5-nji surat
Her bir {Zn} kompleks yzygiderligine hakyky
sanlaryn {Xn} we {yn }yzygiderlikleri degislidir, bu
yerde z, = X, +1y,,,n=12,....
Teoremal.l.
limz, =lim(x, +iy,)=c=a +ip (1.8)

predelin bar bolmagy tcin
limx, =« Jdimy =p 1.9)

n—oo

predellerin bar bolmagy zerur we yeterlikdir.
Subudy. Zerurlyk. Goy (1.8) yerine yetyan bolsun,
yagny Ve >0 dcin seyle bir N =N(g) nomer

3,vn > N(g) igin |z, —c| < &, yagny
2,4 =fl —a (BT <¢

24



Buyerden Ve >0, tigin N = N(g)3, Vn > N(g) tgin

y, - Bl<e
densizlikleri alarys. Diymek  (1.9) denlikler yerine
yetyar.

Yeterlik  Goy, (1.9) yerine yetyan bolsun, yagny
Ve>0, igin Ny(e) we Ny(g) nomerler 3,

vn > Nq(g)we Vn > N, (¢)

X, =a|<¢,

& — ,B‘i
V2 V2
densizlikler yerine yetsin. Goy, N = max{N;, N, }
bolsun, onda

igin degislilikde |x, —af < we |y,

£ £
vn=> N, Ugin |[X, —a|<— |Y, — Bl <—=
‘ n ‘ J2 ‘ n ‘ Je
densizlikler yerine yetyar.
Bu defisziliklerifi esasynda bolsa

20~ = (%0 ~2) + (yo — B <2
defisizilik yerine yeter,

Kesgitleme 1.3. Eger Vn € N (cin seyle hakyky
a>0 san tapylyp, \Zn\ < abolsa, onda {zn} yzygiderlige
cakli yzygiderlik diyilyar.

Predelin kesgitlemesine gord, eger yzygiderligin
predeli bar bolsa, onda ol ¢aklidir. Tersine umuman dogry
daldir.

25

Teorema 1.2. (Weyterstrass teoremasy). Islendik
cakli {Zn} yzygiderlik 6zinde yygnanyan bdolek
yzygiderligini saklayandyr.

Subudy Bu teoremanyn subudy teorema 1.1-den
we hakyky san yzygideligi Ucin Weyterstrass
teoremasyndan gelip ¢ykyar.

Teorema 1.3. (Kosi kriterisi). {Zn }yzygiderligiﬁ

predelinii bar bolmagy ticin V& >0 san tigin
N = N(g) nomer tapylyp, Vvn> N, Yvm=>N

nomerler (¢in ‘Zn - Zm‘ < & densizligin yerine yetmegi
zerur we yeterlikdir

Subudy Bu teoremanyn subudy hem teorema 1.1-
den we hakyky san yzygiderligi ¢in Kosi kriterisinden
gelip ¢ykyar.

2. Kompleks san hatarlary.

Goy, Z1,2p,...,Zp... (hakyky ya-da kompleks)san
yzygiderlik berlen bolsun. Onda ol yzygiderligin
agzalaryndan duzilen

>z, (1.10)
n=1
anlatma kompleks san hatary diyilyér.

n
Eger (1.10) hataryn S, = >z, bolek
k=1

jemlerinin {Sn} yzygiderligi yygnanyan bolsa, onda
(1.10) hatara yygnanyan hatar diyilyar. Bu yzygiderligif
predeli (1.10) hataryfi jemidir.

26



Eger Y|z |—hatar yygnanyan bolsa, onda (1.10)
n=1

hatara absalyut yygnanyan hatar diyilyar.

(1.10) hataryn yygnanyandygyny aydynlasdyrmak
ugin {Sn } yzygiderligin yygnanyandygyny
aydynlasdyrmak yeterlikdir.

Yzygiderligin hasiyetlerinden alarys:

1°(1.10) hataryii  yygnanmagy (icin > X we
n=1

> Y (Zn =Xy + iyn) hatarlaryn yygnanmagy zerur
=1
we yeterlikdir, sunlukda >z, = > X, +1 iyn.
n=1 =1 n-t
2°. Eger (1.10) hatar yygnanyan bolsa, onda (o -

kompleks san t¢in) > az,, hatarlar hem yygnanyandyr
n=1

we Y az, =ai z, denilik dogrudyr;

n=1 =
3°. Eger (1.10) we
>.8n (1.11)
n=1
hatarlar yygnanyan bolsalar, onda Z(Zn +§n) hatar
n=1

hem yygnanyandyr we
27

Z(Zn +&, ) =>7,+ > &, defilik dogrydyr;
n=1 n=1 n=1
4° Eger (1.10) we (1.11) hatarlar yygnanyp,olaryii
jemi degislilikde S we o den bolsa, onda

00 n
Z (szgn_kﬂjhatar hem yygnayandyr we jemi
n=1 \k=1
So dendir;

5°._Kosi_kriterisi (1.10) hataryn yygnanmagy
cin Ve >0san (gin seyle N = N(g) nomer

3vn>N,m>N (m > n) nomerler ucin
sz <¢densizligin  yerine yetmegi zerur we
k=n
yeterlikdir;

6°.Eger (1.10) hatar yygnanyan bolsa, onda
limz, =0;
N—o0

7°Eger Y |z, | hatar yygnanyan bolsa, onda (1.10)

hatar hem yygnanyandyr.

Bu hésiyetlerin esasynda hakyky sanlaryn hatary (gin
belli bolan yygnanma nysanlary kompleks sanlaryn
(1.10) hatary tgin hem ulanmak bolar.

3. Oblast duslinjesi.

Kesgitleme 1.4. Eger Z nokat 6zunin kabir etrapy
bilen D koplige degisli bolsa, onda ol nokada bu
kopllgin icki nokady diyilyar.
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Kesgitleme 1.5. Eger D e(z)kodpligii hemme
nokatlary icki nokatlar bolsa, onda ol koplige acyk
kopluk diyilyar.

Kesgitleme 1.6. (z) kompleks tekizligin D koplugi
acyk we baglanysykly (D kopligin islendik iki nokadyny
ahli nokatlary bu koplige degisli bolan egri bilen
birikdirip bolyan ) bolsa, onda ol képluge oblast diyilyér.

Kesgitleme 1.7. Eger Zy nokadyi islendik etrapy

0zinde D oblasta degisli we degisli dal nokatlary
saklayan bolsa, onda ol nokada bu oblastyn ¢dk nokady
diyilyar.

Kesgitleme 1.8. D oblastyi ¢édk nokatlaryn
kodpllgine oblastyfi ¢agi diyilyar

Kesqgitleme 1.9. Kompleks tekizliginin D
oblastyna degisli bolan islendik yapyk egrinin ici hem D
oblastda saklanyan bolsa, onda ol oblasta birbagly
oblast diyilyér, tersine bolanda kdépbagly oblast diyilyar.
(6-njy surat)

birbagly

Kopbagly

//\A

6-njy surat
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Mysal 1.11. Kesgitleme 1.8-i ulanyp, ¢ =1 sany:

2 .
n°+3i
In =— - yzygiderligin predelidigini gorkezin.
n°—2i
Gozilisi Goy, & > 0- erkin san bolsun. Onda
2 _”_m_ 55
" n% —2i n2—2i‘ n* 14 |

Bu densizlikden alarys:

_ 2
vnt +4 >§:>n4+4> 25:>n>4 25—4¢

2 2
& & &

bolanda yerine yetyandir.
[ 4‘\/ 25—462 ]
Goy, N san e bolsun. Onda vn> N (gin

y \25-4¢?

densizlik yerine yeter. Diymek, ¢ =1 san
Je

Koppaglyn” +3i
n — 2 .
n< —2i

yzygiderligin predelidir.

T
1—

1
Mysal 1.12. 7, = [1+—) " yzygiderligiti
n

predelini tapyn.
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Gozulisi.

i 1\" ‘2 imiT

0 3
lim (1+—) "~ lim {(u—) J =e””°°nz —e% =1,
N—00 n n—oo n

n
Mysal 1.13.  Z, :argﬂ (n=12,.)

n
yzygiderligin dargayandygyny gorkezin.
Gozulisi.

z, =arg
n 7, eger n—tak bolsa.

Z, yzygiderlik ,0,7,0,... gbrnisi alar. Bu
yzygiderligin predeli yok.

(-1)" {O, eger n— jubut bolsa,

0 2n

Mysal 1.14. hataryn

n=1i" (2n)!
yygnanyandygyny deriiemeli.

szUIigi. Dalamber nysany ulanyp, alarys:
i [0+ DXV 2n)
o] (MLQ(n+ D)2 |
_ (n+1)*™2 @t 1 i N+ (1+3)2n :§>1
o (2n)1(2n+1)(2n+2)n?"  2n>x2n+1" N 4
yagny berlen hatar dargayar.

Zns
lim|—/—=
N—o0

Zp

31

Mysal 1.15. Re(a+ —y) <0 bolanda
gipergeometrik
ia(a +1)..(a+n-DB(B-1)..(B+n-1)
=1 nly(y +1)...(y +n-1)
hataryn yygnanyandygyny dernan.
Gozulisi: Dalamber nysanyny ulanyp alarys:
|a(a+1) @+n- 1Xa+n)ﬂ(ﬂ 1). (ﬂ+n 1Xﬂ+n)

| (n+1)y(y+1) (y+n 1Xy+n)

n+1

nly(y +1)...¢- +n—1) | i joc+n|B+nf _
a(a+1) (a+n-DBB-D..3+n-1)| 1} In+4y +n
1+= 1+ﬂ
||m# =1, (1.12)
o [1 )1+]/
n) n
lim |20+ — 1,
n—o| Z,

Diymek Dalamber nysany berlen hatara ulanarlyk dal.
Pabe nysanyny ulanmak dgin (1.12) denligi ulanyp
alarys:
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B

1+ %+ P

\/( Rea)z (Ima)z
1+—| +| —
n n =n(1_ n n «
1 2 2
(1+n)1+7r/] (1+1)J(1+Re7) +(|m7)
n n n

2 2

XJ(HW) [(ma),
n n

Teylor formulasynyn esasynda bu denligi

n[l— Z““J - n(l—(1+ Rea +0(1D(1+Reﬁ+ o(le
YA n n n n
x(l—l + 0(1D(1—Re7 + o(lm - n(l—1+1—1(Rea+ Re S —Rey)+
n n n n n n
1
o))
gérniisde yazmak bolar. Onda Ruabe nysany boyunca

lim n(l— jzl—Re(a+ﬂ—y)>l.
nN—oo n

Diymek berlen hatar absolyut yygnanyar.
81.3. Stereoqgrafiki proyeksiya
we tukeniksiz daslasan nokat.

Kesgitleme 1.10. ‘Z — Zo‘ < ¢ densizligi
kanagatlandyryan kompleks tekizligindaki z — nokatlaryn
kopliigine Z nokadyn ¢ -etrapy diyilyar we p, (Zo)
bilen belgilenyar.

Kesgitleme 1.11. ‘Z‘ > R > 0 densizligi
kanagatlandyryan kompleks tekizlikdaki  z nokatlaryn

Zny1

n(l—

)=nl1-

n

n

Zn+1
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v

kdpligine tiikeniksiz daslasan nokadyn R- etrapy diyilyar
we PR (o) bilen belgilenyar.

(z) kompleks tekizligine Z =00 nokat bilen
bilelikde gineldilen kompleks tekizligi  diyilyér.
Tukeniksiz daslasan nokadyn yeke-takdigini gorkezelin.
Kompleks tekizlik bilen Riman sferasy diylip
atlandyrylyan sferanyn nokatlarynyn  arasynda
stereografiki  proyeksiyanyn (sti bilen birbelgili
degislilik gurnalyn. P nokat bilen M nokady géni ¢yzyk
bilen birikdirelin. Sfera bilen goéni ¢yzygyn kesisme
nokadyny A bilen belgilalin. A nokat bilen M nokat
Ozara birbelgili baglydyr. Eger M nokat islendik ugur
boyunca tikeniksizlige ymtylsa, ona degisli bolan A
nokat P nokada ymtylar. Diymek, P nokat tlkeniksiz
daslasan nokada degisli bolar, bu nokat yeke-tékdir.

Goy, R® ginislikde 0Eng dekart koordinatalar

1
ulgamy berlen bolsun. Bu ginislikde merkezi (O’O’E)
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1
nokatda we radiusy E den bolan S sfera berlen bolsun,

yagny . .
2 2 2
g +n"+(g 2) 4
(0,0,1) nokady P harp bilen belgilalin. (z) kompleks
tekizliginde hakyky oky O&, hyyaly oky On bilen gabat
geler yaly oxy koordinatalar ulgamyny guralyn.

(z) tekizligin z = X+1y nokadyny goni ¢yzyk
boyunca M nokat bilen birikdirip, sfera bilen kesisme
nokadyny A(&,n,¢) bilen belgilalin. Bu baglanysyk,
yagny (z) tekizligin nokatlary bilen sferanyn P
nokadyndan basga nokatlarynyn arasyndaky baglanysyk
Ozara birbaglydyr.

Ol birbelgili birbaglylyk
£ = 2X 2y _|Z|2—1

1422 1+[z? 7 14|
furmulalar bilen anladylyar.

_ 5 y_.n
X—l_ ,y

S 1-¢

Mysal 1.15. (2) tekizligindaki islendik goni
cyzygyn ya-da toweregin sferadaky sterografiki
proyeksiyasynyn téweregidigini gorkezin.

Goziilisi. (z) tekizligindaki islendik goni gyzygyh
ya-da téweregin denlemesi
A(x2 + y2)+ Bx+Cy+D=0
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gornisde yazylyar. Hakykatdan-da, eger A =0 bolsa,
onda ol ¢yzyk goni cyzyk, A= 0 bolsa towerekdir.
Sterografiki proyeksiyadaky formulalary ulanyp, alarys:

2 2
A{ d 5+ 1 2)+Bi+CL+D:O,
i-¢)” @-¢y) 1-¢ 1-¢
ya-da

AE? +n°)+(BE+Cn)(l-¢)+D(l-¢)* =0.

1 1
52 + ?72 +(s —5)2 = 2 denligi g6z Onlinde tutup,
sonky denlikden alarys:

A(%—(g—%)z)ﬂeé+Cn)(1—g)+ D(-¢)? =0,

Ac(l—g)+(BE+Cn)(L-5)+D(A-¢)* =0, (5 #1)
A¢+B&E+Cn+D(l-¢)=0.
Bu tekizlik bilen &% + 1% + (g_%)2 :%

sferanyn kesismesi gozleyan téweregimizdir.

1. Bap Kompleks uytgeyanli funksiyalar.
§ 2.1. Kompleks uytgeyanli funksiya, onun
hakyky we hyyaly bélekleri. Funksivanyn predeli.

Kesgitleme 2.1. (z) kompleks tekizligin D
kdpllginin her bir z elementine bir ya-da birnéce w
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kompleks sany degisli edyan f dizgine bu koplukde
kesgitlenen funksiya diyilyar.

Z — e baglansyksyz lytgeyan ululyk ya-da funksiyanyn
argumenti, w-e bagly Ulytgeyan ululyk ya-da funksiya
diyilyar.

Eger f funksiya D kopligin her bir z elementine
dine bir w kompleks sany degisli edyan bolsa, onda ona
birbahaly funksiya, eger-de birden kép kompleks sany
degisli edyén bolsa képbahaly funksiya diyilyér.

(2) kompleks tekizliginde kesgitlenen
w=2z>,w=Rez,w=Imzw=2z>  funksiyalar birbahaly
funksiyalardyr. (z) kompleks tekizliginde kesgitlenen
w=Argz(z=0) we w="%z(n>2)funksiyalar képbahaly
funksiyalardyr. D koplige f funksiyanyn kesgitlenis
oblastsy, f(z)-in ahli bahalarynyn kopllgine bahalar
oblasty diyilyér.

Goy, W= f(z) funksiya (z) kompleks
tekizliginin D koéplugini ké&bir (w) kompleks tekizliginin
Q képlugine é6wiryéan bolsun.  Eger D we Q képluklerin
nokatlarynyn arasynda W = f(z) funksiyanyn kémegi
bilen degislilik bar bolsa, onda, tersine Q we D
képliklerin nokatlarynyn arasynda-da degislilik bardyr.
Z:F(W) degislilige W= f(z) funksiyanyn ters
funksiyasy diyilyar.

Eger bu funksiyalar birbahaly bolsalar, onda D-in
Q-a Owilrmesine 6zara birbahaly ya-da biryaprakly
diyilyar.

w- kompleks san bolanlygy ugin alarys:

37

w=f(2)=u+i3=u(x,y)+i3(x,y), (2.1)
buyerde u(x,y)=Re f(z), $(x,y)=Imf(2).
Goy, w=f(z) funksiya D oblastda kesgitlenen

birbahaly bolsun.
Kesgitleme 2.2 (Kosi) Eger Ve >0 san Ugin

seyle & =0(g)>0 san tapylyp, 0< ‘z — zo‘ < O serti

kanagatlandyryan ¥z € D tgin ‘ f(z)- N < ¢ densizlik
yerine yetydn bolsa, onda A sana f funksiyanyn z

nokatdaky predeli diyilyar we asakdaky yaly belgilenyar:
lim f(z) = A. (2.2)

Z—>1

Kesgitleme 2.3. (Geyne). Eger Zj sana

yygnanyan islendik {Zn }(Zn * Zo) yzygiderlik gin
{f (zn )} yzygiderlik A sana yygnanyan bolsa, onda A
sana f funksiyanyn z, nokatdaky predeli diyilyar.

Goy, A=B+iC, f(z)=u(x,y)+i9(x,y),
Z, =X, +1y, bolsunlar. Onda teorema 1.1-in netijesini
ulanyp alarys: (2.2) predelin bar bolmaklygy

limu(x,y)=B, limg(x,y)=C, (2.3)
X=Xo X—>X,
Y—Yo Y=Y,

predellerin bar bolmaklygy bilen denguyclidir, yagny
kompleks Uytgeyanli funksiyanyn (2.2) predeli bar
bolmagy hakyky Uytgeyanli iki argumentli funksiyalaryn
(2.3) predellerinifi bar bolmagy bilen denguyclidir.
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Hakyky iki Gytgeyanli funksiyalaryn predelinin
hasiyetlerini ulanyp,
lim g(z) = A, lim h(z) = A, predellerin

Z—>1 Z—>1
barlygyndan
im(9(z) h((z)= A * A,

lim (9(2)-h(2) = A - Ao,

. 9(z) _ A .
lim=——-=—(A, #0). predellerin barlygyny alarys.
117, h(z) A2 ( )
Kesgitleme 2.4. Eger Y& >0 san (gin seyle

N(£)>0 san tapylyp, |z]>N(g) deiisizligi

kanagatlandyryan ~ Vz (igin ‘ f(z)- N < g densizlik
yerine yetyan bolsa, onda A sana f funksiyanyn z — oo
bolandaky predeli diyilyar we seyle yazylyar
lim f(z)=A
Z—»0
Kesgitleme 2.5. Eger Z nokadyn kabir etrapynda

kesgitlenen f funksiyanyn z, nokatda predeli bar bolup,
sol predel funksiyanyn 2z, nokatdaky bahasyna den

bolsa, yagny lim f(z) = f(zq)desilik yerine yetse,
Z—>1

onda f funksiya z nokatda Gznuksiz funksiya diyilyar.
Eger Ve > Osan Ucgin seyle 0 = 5(8) >0 san 3,
0<|z—1z,|<5 serti kanagatlandyryan Vz e D igln
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1f(z)— f(zg) < & densizlik yetse, onda f (z) funksiya
Zp nokatda Uznuksiz funksiya diyilyar.

Kesgitleme 2.6. Eger f (z) funksiya D koplugin
her bir nokadynda (znuksiz bolsa, onda ol funksiya D
koplikde Gznuksiz diyilyar.

f(z) funksiyanyn Zg =Xy +1yg nokatdaky
Uznuksizligi - u(x,y) we 3(X,y) funksiyalaryn
(Xg, Yo ) nokatdaky tizntksizligi bilen deriguycludir,

Kesgitleme 2.7. Eger Ve >0 san Ggin seyle
0= 5(8) > Osan tapylyp, 2'— 7" < 6 serti
kanagatlandyryan vz',2"eD tigin
‘ f (z')‘ — f(z'"") < ¢ densizlik yerine yetyan bolsa, onda
f funksiya D koplikde dendlcegli tzniksiz funksiya
diyilyar.

Teorema 2.1. (Kantor) Eger f(z) funksiya yapyk

D oblastda Uznuksiz bolsa, onda ol funksiya sol oblastda
dendlcegli Uznuksizdir.

Mysal 2.1 W=z funksiya {r=r,, 0<g@<n)
yarym téweregi {p =7,°0<p< 27:} towerege éwiryar.
Hakykatdan-da, goy z = roeiq’ bolsun. Onda

w=rle??.

Mysal 2.2 f (Z) =iz + 272 funksiyanyn hakyky
we hyyaly béleklerini tapyn.
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Gézilisi.
f(z)=u(x y)+i9(x,y)=i(x—iy)+2(x +iy)? =ix+y+2x2 + dixy—2y? =
=2x% —2y% + y+i(l+4y)x

Diymek,
Re f(z)=u(x,y)=2x*-2y% +y,
Im f(z)=9(x,y)=(1+4y)x
2
Mysal 2.3. f(z)z (F\;e Z) funksiyanyn z=0
mz

nokatda predeli barmy ?
Gozulisi. Bu soraga jogap bermek dgin kesgitleme

v, _ I - H ~
2.3 ulanalyn: z,, —F]n—_mao yzygiderlige garalyn

Rez, =0 diymek
1

f(z.)=0, {f(z,)}>0. z;=H+n—zﬁ>0,Rez‘n=%,lmz‘n=i,

2

n
onda f(z;])=1:> {f(z',)} — 1. Predeli yok.

2

Mysal 2.4. W=z~ funksiyanyn Uznuksizdigini

gorkezin.

Gézillisi. [2° 2| =| (z-2,)z+12,) | Eger z — 2,
bolsa, onda seyle bir M > 0 san 3,
2| <M, |z,| < M densizlikler yerine yetyar. Sonuii
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esasynda

‘22 - zg‘ <|z—zo|(2 +|z0]) < 2M|z = 20| < &, |2 — 2| <ﬁ =5(e).

111 Bap. Diferensirlenyan funksivalar. Oniim.

83.1. Kompleks lUytgeyan boyunca diferensirleme.

Kosi—-Riman (Eyler-Dalamber) sertleri.

Analitik funksiva

Hakyky Gytgeyénli funksiyalardaky yaly
f(z+Az)- f(2)
Az
gatnasyga garalyn.

Eger (3.1) gatnasygynn Az — 0 bolanda (Az — 0
ymtylysyna bagly bolmazdan) predeli bar bolsa, onda ol
predele f (z) funksiyanyn z nokatdaky éntmi diyilyar we

,2,2+AzeD (3.1)

f'(z)ya-da dfd(z) bilen belgilenydr, yagny
Z
F(2) = df (z) _ lim f(z+Az) - f(z).
dz  Az-0 AZ
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Eger f (z) funksiyanyn z nokatda f'(z) énimi bar
bolsa, onda ol funksiya z nokatda differensirlenyér
diyilyar.

Eger f(z)funksiyanyn D oblastyd her bir
nokadynda differensirlenyan bolsa, onda ol funksiya D

------

Funksiyanyfi ~ nokatda  differensirlenmeginden
Uznuksiz gelip ¢ykyar. Hakykatdan-da Az — Obolanda

AW = %Az — Obolyar. Tersine umuman nadogry.
4
Mysal 4.1. w= f(z)= x funksiya (z) kompeks

tekizliginifi islendik nokadynda tzniiksiz, yone hig bir
nokadynda differensirlenmeyar. Hakykatdan-da,

AW f(z+Az)-f(z) x+Ax—-x  Ax
Az AZ COAXHIAY  AX+IAY

Kesgitleme gora %predeli bar bolsa, Aznola ymtylys
usulyna bagly bolmaly dal. Y6ne

Az =0+ iAy — Obolanda % — 0,

AZ =AX+1-0—0bolanda % —1bolar.
z

Eger f(z)funksiya D oblastyfi her bir nokadynda
tznuksiz f'(z) 6numi bar bolsa, onda ol funksiya D
oblastda analitik funksiya diyilyér.
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Eger f(z) funksiya D oblastda birbahaly we
differensirlenydn bolsa, onda bu funksiya D oblastda

------

Her bir endigan funksiya analitikdir. Tersine
umuman nadogry, sebébi analitik bolmak Ggin birbahaly
bolmaklyk hokman dal.

Teorema3.1. f(z2) =u(x,y)+139(x,Yy)
funksiyanyn D oblastda analitik bolmagy dcin, bu
oblastda u(X, y),3(x,y) funksiyalarys tizniiksiz hususy
onltmleri bar bolup,

au(x,y) _ 09(x.y) ou(x,y) __09(x.y) (3.2)
OX ay ’ 5y OX

sertlerin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir. Sunlukda,

(3.2) sert yerine yetende

o909 09 jau_au 09 08 (33)
X OXx oy oy X oy oy o

denlikler dogrudyr. (3.2) serte Kosi-Riman serti diyilyar.
Subudy. Zerurlygy. Goy, f(z)funksiya D

oblastda analitik bolsun, yagny Vz € D {igin

. f(z+A2)-1(z
£(2) = lim ( )— 1(2)
Az—0 Az
bolsun. Bu predel Az — 0 bagly dal (kesgitlema géra),
sonun tgin Az = AX bolsun, onda

Uzniksiz 6ndm bar
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f(z+Ax)—f(z):

£(z) = lim
AX—0 AX
lim U(X+AX, Y) +19(X + AX, y) —u(x, y)—id(x,y)
AX—0 AX -
_ lim (u(x+Ax, y)—u(x, y) 9(X+Ax y)— 9(x,y))
AX—0 AX AX ’
yagny
ou .08
f'(z2)=—+1— 3.4
(2) ox  ox 34

Indi Az =1Ay bolsun, onda
f(z+iAy)—f(z)_

f'(2)= :
Ay—>0 |Ay
_ lim Y% y+AY) +i9(% y+Ay) —u(x, y)-i9(x,y) _
Ay—0 iAy
:"LnO(U(x,wAy)—U(x,y)+9(x,y+Ay)—9(x,y)j la o8
y iAy Ay iy o
au
f'(2)=—-1— :
(2) oy ay (3.5)
: ou 09
(3.4) we (3.5) denliklerden alarys: & = a,
08 oau
X oy
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f'(z) funksiyanyi D oblastda (znuksizliginden
u(x,y),3(x,y) funksiyalaryn &hli hususy ontumlerinit
D oblastda Gznuksizligi gelip ¢ykyar.

(3.4), (3.5) we (3.2) denliklerden bolsa (3.3) denlikler
gelip ¢ykyar.

Yeterligi. Goy, Uu(X,Y) we

au ou
3(X, y) funksiyalaryn —, oY a_u hususy

ay OX
ontmleri D oblastda uznuk3|z we (3.2) sertler yerine
yetyan bolsun. Onda (matanaliz dersinden belli bolsy
yaly u(x,y) we 9(X,y) funksiyalaryn doly
artdyrmalary asakdaky yaly kesgitlenyar:

Au=u(x+Ax,y+Ay)—u(x,y)=aj(6):( ) au(a]y)Aerg (%, y, % Ay), (3.6)

AJ=I X+ y+2y) -9, y)=aq@)((’ y)Ax+aqa);’ y)Ay+g2(x, vy, (37)

bu yerde &1, &, funksiyalar

=|Az7 = J(AX) +(AyY — a gord nola galt ymtylyar,
yagny,
im > (x.y. pAX’Ay) ~0 (=12 (38)
(3.6), (3.7) den (3.2) serti g6z 6niine tutup alyarys:

f(z+42)~f(z) _u(x+4xy+Ay) - u(x, y) (x+xAAy) Ixy)
Az AX +iAy AX +iAy -

46




@Ax+@Ay+e @AX-F@Ay-F a—uAXH@Ay
_x Liox Yy _x Yy
AX + 1Ay AX + 1Ay AX + 1Ay
au 09 au : 09 :
Hay +i7 ax = (AX+iAy) (= Ay +iAX
ay OX + & té :aX( y) aX( y ) & 1é&, —
AX + 1Ay AX +iAy AX +iAy AX + 1Ay AX + 1Ay

ou .09 g +g,
— i+
X  OXx Ax+iAy

Bu denlikde Az — 0 bolanda predele gegip, (3.8)
esasynda alarys:

£(2) = lim f(z+Az)—f(z):8u+i&9.
Az—0 Az oX  OX

" ) .. ou 09 .
Teoremanyi sertine gora a—wea— hususy 6nimler D
X X

oblastda tizniiksiz, diymek f'(z) 6nim D oblastda
tzniksiz, yagny f'(z)funksiya D oblastda analitik.

Kébir halatlarda funksiyalaryn analitikligini
barlamak G¢in  Kosi-Riman sertlerini  dekart
koordinatalar sistemasynda dal-de polyar koordinatalar
sistemasynda barlamak amatly bolyar.

Cylsyrymly funksiyadan 6nim almak duzgdnini
ulanyp,

ou l@@ 08 _18_u
o rdp or  rop
Kosi-Riman sertini alarys. Hakykatdan-da,
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(3.9)

u(x,y)=u(rcose,rsing), 9(x,y)=39(rcose,rsing)
tcin
M _uX @Q:@coswqﬁ—usm(p (3.10)
a  oxor oy or  OX oy

we
09_09 08y 8_9( rsin¢)+a—9rcogp=@rsin +@I’COS;0
op ap ddp ox y oy
ya-da

l%:@coswnt@sm(p (3.11)

rop oXx oy
(3.10) we (3.11) denliklerden (3.9)-yn birinji denlemesi
gelip ¢ykyar

09 _09 03¢y a—‘gcogo 8—193IFK0——aJCO$D+@Sim) (3.12)
a xa ya x oy &y X '
ou _ ou Ox au oy oau ou
=—(=rsing) +—rcose
op  ox a(p oy op  oOx oy
ya-da

_la_u=_a—u osgo+a—usmgo (3.13)
r op OX

(3.12) we (3.13) denliklerden (3.9)-yn ikinji denligi gelip
cykyar.

Indi 6nlimi tapalyti (r =X +y* = arctg%) :

(3.3)-den alarys:

Q08 _duar udp (agar &98@) aux,

fl() == 42 LD A
()ax @(&8}(8(p@( 8rr
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_Y Y
oo x 00 T | aux iy (aM 93]
'1 y o r acp y‘ o r dpr2 \ar r dgr2
X X2
au .09 \x (du
(— 0T [ 09 lz (3.14)
o or)r \op Op)r

Bu denlikden (3.9) (Kosi-Riman) sertini ulanyp alarys.

F(2) = (8u 89)__( 69 8_ujlz(8_u 69)__
or or 6r or or or

(6u+|69jy (@Jr 89)_ (au &9)
or or or or or or
: ou 68
f(z
( ) (6r ar]

Bu deiilikden (3.9)-y g0z 6fiiinde tutup,

£ (2)= (ﬁ_ 5_“]

op 0

defiligi alarys.

Mysal 3.1. f(z)=e’ funksiya
differensirlenyarmi ?

Gozulisi. Funksiyany

f(z)=e*cosy+ie*siny.
gérniisde yazyp, Kosi-Riman sertini barlalyn:
au ou 09 09 u 03 au_ 09
——e cosy———e smy——e smy——e CosyY,—=—,_—=—_—
X oy X oy x 'y X
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Kosi-Riman serti yerine yetyar. Diymek, f (Z) =¢’
funksiya differensirlenyar.
f'(z):gj(+ig‘x9:eX cosy+ie* siny =e*(cosy +isiny) =e* - =e?,

diymek (e*) =e°
Mysal 3.2. w=Inzfunksiya Gcin Kosi-Riman
sertlerini barlamaly.
Cézuwi. w=Inz=Inr+ip. Bu yerde
u=Inr, 9 =¢@. Bu deslikler esasynda
u_1ou_ 09 09
o r'dp or 09
Kosi-Riman sertinifi yetyandigine goz yetireris.
Mysal 3.3. Eger analitik W =U + 1.9 funksiyanyi
u(X, y) we S(X, y) hakyky we hyyaly bdleklerinifi
ikinji tertipli Uznuksiz hususy éntmleri bar bolsa, onda
olaryn
0’0 0w
2 + 2
OX oy
denlemani kanagatlandyryandyklaryny gérkezin. (3.15)
denilemé& Laplas denlemesi diyilyar.
Gozulisi. Kosi-Riman sertlerinden alarys:
u_ 09 _d°u_ %9 ou_ 09 __d°u_ %9

=0 (3.15)

— = = : —=—— = = :
X oy ox2  owoy oy  ox gy?  Oxdy

Bu denliklerden bolsa
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0%u_ o°u_0°9 _2°9 0
ox>  oy? Oxoy Oxoy
denlik gelip ¢ykyar. Seyle hem

09 ou 0%9 o4 09 ou  8%9% o
—:—:)—:—’ —_— > = — .
dy Ox oy? oxoy OX 0y ox%  Oyox
denliklerden

2 2

0% 0°9

—2+—2:O.

OX oy

denlik gelip ¢ykyar. Laplas denilemesinin integralyna
garmonik funksiya diyilyér.

Kosi-Riman  sertlerini  kanagatlandyryan  iki
garmoniki  funksiya 6zara catrymlanan garmonik
funksiya diyilyar.

Mysal 3.4.Eger
Re f(z)=x3+6x%y-3xy* —2y>, £(0)=0 bolsa,

onda f (Z)analitik funksiyany tapmaly.

Gozilisi. u=x3+ 6x2y —3xy2 — 2y3
funksiya cin
ou ou

T 3x? +12xy —3y?, = =6X° —6XY —6Y?
™ y -3y o y -6y

(3.2) sertin esasynda alarys:
09 _ 342 1 12y-3y2.
oy Bu denligi Y boyunca
integrirlalin:
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9= _|'(3x2 +12xy —3y? )dy + o(x) = 3x%y + 6xy? — y° +¢(x).
Bu denlik esasynda
99 _ BXy +6Yy% +¢'(x)
OX
Onda (3.2) sertin ikinji denligi esasynda

6x% —6xy —6Yy% = —6xy —6Yy% —0'(X)

yagny go'(x) = —6x° deiilik alynyar. Ondan bolsa
integrirlap, go(x) =-2x3+C defiligi alarys. Seylelikde,

Ixy)=3Cy+6xy —y* —2¢ +C.

f(z) =Ref (z)+ilmf(z) =X’ +6xy—3xy —2y° +i(3x2y+6xy —y 2% +C) _
=X +iBCY—3xy -1y — (X +3¢iy-3xy iy} ) =(x-+iy)’ —2i(x+iy +iC=
=(x+iy)’(1-2i)+iC=(1-2)z* +iC
Alarys:
f(0)=ic=0=c=0
Diymek
f(z)=(1-2i)z".
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§3.2. Oniimin argumentinii we modulynyi
geometrik manysy.
Konform 6zgertmeler barada dusunije.

Goy, bize bahalar oblasty E — (W) bolan, D (2)
oblastda kesgitlenen w = f(z)funksiya berlen bolsun. f(z)
funksiyanyn zy € D nokatda 6niimi bar bolup,

f'(zo) # 0 bolsun we wy = f(zy) e E.

Goy, |y egri ¢yzyk (z) tekizligin zy nokadyndan
gecyan erkin egri bolsun. L, egri bolsa (w) tekizligin W
nokadyndan gegyan |, egrinit obrazy bolsun. ¢ bilen
l,egra z( nokatda gegirilen galtasmanyni OX ok bilen
emele getiryan, @4 bilen bolsa L, egrd W nokatda

gecirilen galtasmanyn Ou ok bilen emele getiryéan
burclaryny belgilalin.

yA
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19 A 0)0 +Aa)
0)0 Ll
L,
Aog BN

8-nji surat

|, egrinini Ustlinde zg + Az nokady alsak, onda ona L4
egride Wy + AW nokat degisli bolar. Eger zy + Az
nokat ljegri boyunca z, nokada ymtylsa Wy + Aw

nokat L, egri boyunca Wg nokada ymtylar. arg Az we
arg Aw degislilikde Az we Aw kesiji génulerin 0x,0u
oklary bilen emele getiryan burclarydygy aydyndyr,
yagny y, = arg Az, ¥, =argAw.

Bu yerden
@1 = lim arg Az, ®, = lim argAw
Az—0 A7—0
denlikler gelip ¢ykyar. Onda
1 Ia - |a - AW
f'(zg) =ke'”, yagny ke’ = lim —
Az—0 AZ

denlikler esasynda alarys:
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Aw Aw
rg lim — = — = _
o =arg lim = Ilgjgg o lim (argAw —argAz) = @, — ¢,

oa=0, -, (3.16)

Bu detlikden gornisi yaly, o ululyk l;egrinii alnysyna
bagly bolmanz, nokada baglydyr. Indi Z; nokatdan
gecyan l,egra garalyn. |, egrinin obrazyny L, bilen

belgilalin.
Yokardaka metizes hasaplamalary gecirip alarys:
o= (DZ — Q9 (317)
(3.16) we (3.17) denliklerden
—p1 =Dy~
denlik gelip ¢ykyar. Onda bolsa
D) -Dy =01 =y (5.3)

denlik alynyar.

Bilsimiz yaly, ¢; —¢@, tapawut Z; nokatdan
gecyan Il we |, egrilere sol nokatdaky galtasmalarynyi
arasyndaky burg, @, — ®,bolsa, L; we L, egrilere wy
nokatdaky galtasmalarynyn arasyndaky bur¢. Bu yerden
asakdaky netije gelip ¢ykyar: Zy nokatdan gegyéan
islendik iki egrinin obrazlary wg = f(zg) nokatdan
gecyan iki egridir, sunlukda berlen egrilerin Z
nokatdaky galtasmalarynyn arasyndaky bur¢ olaryn
obrazlaryna Wy nokatda gecirilen galtasmalarynyn
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arasyndaky burca ululygy we ugry boyunca-da dendir.
Muna burcun saklama hésiyeti ya-da konserwatizm

diyilyér.

Goy, f'(zp) = ke'® bolsun, onda
k=]f(z,) # 0 bolar.

Alarys:
AW
—‘f (Zo)‘ = IIm A Bu yerden takyklygy Az-den
Z
yokary bolan
Aw| . :
k =|— ya-da |Az|=k|Az|denligi alarys. Bu deiilik zg

nokatdan gecyan |-egra bagly daldir. Bu yerden gornisi
yaly f(z) funksiya kici tegelegi menzes tegelege
owaryar, yagny hemiselik siynme hésiyete eyedir.

Seylelikde, zy nokadyn etrabyny Wg nokadyn
etrabyna owiryan Wq = f(z0) (f'(z9) #0) analitik
funksiya burcun saklama we hemiselik stynme
hésiyetlerine eyedir. Munun yaly, dwirma z nokatdaky
konform éwirme diyilyar.

Mysal Ggin (z) kompleks tekizlikde bir depesi Z
nokatda bolan tiikeniksiz kici tcburcluk berlen bolsun.
(w) tekizlikdaki obrazy egricyzykly tcburcluk bolsun.
Zo nokada Wgy nokat degisli bolyanlygy (gin, Wy
egricyzykly Ggburglugyn depesi bolar
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Ya 0

- \ ()

v

0 X 0
9-njy surat

Bu cburclugyn  burglary  dendir.  Degisli
taraplarynyn gatnasygy takmyn sol bir sana dendir.
Bellik Konform Owirmanin kesgitlemesindaki

f'(zg) #0 sert w= f(z) 6wirmanin z, nokatdaky
yakobiyanynyn noldan tapawutlydygyny anladyar.
Hakykatdan-da, w= f(z) =u+19 éwirme

U-UXy), 9= 9(x,y)

owurmelere ekwiwalentdir. Bu 6wirmanin
J -yakobianyny yazalyni:

au ou
oX oy _ouod od9au
0909 ox oy oxaoy
ox oy

J=
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Kosi-Riman sertini ulanyp alarys.

(5 -3

: ou .09
(z) = — +1— deiligi goz o61iline tutup alarys.
ox  oX
I=|f(z)

Onda f'(zg) # O sertiti esasynda J(zg) # O bolar.

Kesgitleme 3.1. Eger f(z) éwirme oblastnyn her

bir nokadynda konform bolsa, ona ol 6wiirma bu oblastda
konform éwirme diyilyar.

Mysal 3.5. W= z* Swirménii Zo =1+1

nokatdaky 6wrilme burcuny we siiynme koeffisiyentini
tapmaly.

Gézilisi: Alarys:
=2z, W(l+1)=2(1+1)=2+2I.
Bu kompleks sany trigonometrik gérnisde yazalyn

W(l+i) = \/_[\/_ \/_) ﬁ(cos%ﬂsin%).

Bu denlik esasynda

a=argw'(z) =27
047 k= |w(z,)| =

Alarys:
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1
W(z) =127 =17 = >
Diymek éwirmaénin stiynme koeffisiyenti merkezi

1
0 nokatda radiusi E-e den téweregin nokatlarynda 1-e

dendir.
Mysal 3.6. Tekizligin haysy nokatlarynda
1+1iz
W= i éwirmanin éwirme burgy nola den? Haysy
-1z

nokatlarda stiynme koeffisiyenti 1-e den?
Gozulisi. Meselénin goylusyna gora, ilki berlen
éwilrmanin haysy nokatlarda konform bolyandygyny

anyklalyn.

Alarys:

,_(1+izj_i(l—iz)+i(1+iz)_ 2 -2
1-iz (1-iz)2 (1-iz)2 (i+2)2

Bu denlikden gérnusi yaly, berlen dwirménin z = —i

nokatdan basga nokatlarda éniimi bar we ahli nokatlarda

w'(z) # 0.

Diymek, berlen éwiirme kompleks tekizliginin z = —i
nokatdyndan basga nokatlarynda konformdyr. Birinji
soraga jogap: Argw'(z) = 0 deiligi kanagatlandyryan
nokatlary tapmaly, yagny Imw’(z) =0 we

Rew’(z) > O aflatmalar yerine yetmeli. Alarys:
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o2 =2 —2i(x=i(y+1)°
(z+0)®  (x+i(y+1)* (< +(y+D?)°
2P - (y+D)? - 2ix(y+D) | —4x(y+D) - 2i(x* - (y+1)?)
(X* +(y+1)*)* (X +(y+1)*)*
—4x(y +1) _i2(><2—(3/+1)2)2
OE+(y+D? (X +(y+D*)?*
Imw'(z) =o}© x2 —(y +1)° =o}© (y+1)2 = x2}<:>
Rew'(z) >0 -x(y+1) >0 x(y+1) <0
< y=-x-1Ux=0)
Diymek, dwirmanisi 6wirme burgy y = —X—1
(z # —1) goni gyzygyn nokatlarynda nola dexn. IKinji
soraga jogap: ‘W'(Z)‘ =1 denligi kanagatlandyryan
nokatlary tapmaly.
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IV Bap. Yonekey funksiyalar we
komform 6zgertmeler.
84.1. Komform 6zgertmanin kesgitlenilisi.
Esasy prinsipleri.

Gecen bapda w= f(z) funksiyanyn Zz, nokatdaky
komformlygynyn kesgitlemesini  beripdik. Indi ol
funksiyanyn oblastda komformlygynyn kesgitlemesini
berelin.

Kesqgitleme 4.1. (z) kompleks tekizligin D
oblastyny 6zéra birbelgili dwiryén éwriime D oblastyii
her bir nokadynda konform bolsa, onda ol 6wtirmé bu
oblastda konform éwiirma diyilyar.

Oniimin argumentinift we modulynyii geometrik
manysyndan, eger W = f (z) funksiya D oblastda
biryaprakly, analitik we f'(z) # 0(Vz € D) bolsa,
onda f(z) éwirme D oblasty (W) tekizligii kébir E
oblastyna konform éwiryar diyilyar. Konform
owurmelerin kabir prinsiplerine garalyn.

Teorema 1.1. Eger D oblasty E oblasta
sohlelendiryan (6wiryan) f(z) funksiya konform bolsa,
onda f(z) funksiya D oblastda biryaprakly we
analitikdir, sunlukda Vz € Dgin f'(z) # 0.

Subudy f (z) funksiya D oblastda konform,
diymek birbelgili funksiya. f (z)funksiyanys D oblastda
birbelgili funksiyalygyndan biryapraklygy gelip ¢ykyar.
Goy Zg € Derkin nokat, z;,z, nokatlar zy nokadyn
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etrabyndaky erkin nokatlar bolsun. zZpnokadyi etraby

tikeniksiz kici radiusly diyip hasap edelin. w= f(2)

funksiya D oblastda komform éwirme bolanlygy ugin:
arg Aw, —arg Aw; =argAz, —arg Az,

(4.1)
Ay _|Aws| _ k=0 (4.2
Azz‘ Azl‘

bu yerde Az; =2, -9 we Az,=2,—-12, we Aw;we
Aw, olaryn obrazlary.

Z;
Az o,
Zy M
QO
AZZ \O a)n
Z, Aw,
O
a)Z
10-njy surat
. AW
Goy, arg A 2 =a bolsun, onda
z

2
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argi\zz—’\é —argw, —argy, =argw —argy, :arg% —a (4.3)

(4.2) we (4.3) den alarys:
AW,  Awg
Az, - Azq
0(max{Az;,Az, }.)

Zy we Z, nokatlar zy nokadyn etrabyndaky islendik

= ke'® tikeniksiz Kici takyklykda, yagny

nokatlar bolanlygy (gin

. Aw
lim — predel bardyr we f'(zq) dendir.
Az—0 AZ

. Aw
yagny lim — = f'(z5)#0
Az—0 AZ

Zo nokat D oblastyn erkin nokady, sonun (gin
f(z)20vVze D gin. Soriky denlikden f(s)
funksiyanyn D oblastda analitikligi gelip c¢ykyar.
(Uzniiksizlik serti  goyman konform  Gwirmanin
kesgitlemesini berip bolyar. Sol sertin goyulyandygynyn
sebabi sonky temalarda gerek bolyar).

Konform Owirme kesgitleme berenimizde burg
saklama hésiyetinde dine burcun ululygy dél-de ugry
hem saklanyardy.

Eger biz w =z o6wrlime seretsek burgcun ululygy
saklanyp, ugry U(ytgeydndigini aydyndyr Diymek, bu
hasiyete analitik funksiyalaryn catyrymlylarynyn ahlisi
eyedir.
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f(z) owirme (f(z)-analitik funksiya) ikinji jynsly
konform éwirme diyilyar

Asakdaky teoremany subutsyz kabul
edelin.(Teoremanyn subudy Ucin wycgyer nazaryyeti
gerek).

Teorema 4.2. (cagin degislilik prinsipi).

Goy, ¥y vyapyk egri bilen cdklenen D oblastda
berlen birbelgili analitik f (z)funksiya D=D+y
oblastda tizniksiz bolup, ¥ egrini (W) tekizlikdaki T
yapyk egrd Ozara birbelgili dwdiryén bolsun. Eger bu
owrime ¥ egrinin aylanma ugruny saklayan bolsa, onda
f(z) funksiya D oblasty I" bilen ¢aklenen E oblasta
konform éwiryar.

Teorema 4.3. (Riman teorema) (z) kompleks
tekizligin birbagly D oblastynyi  cégi birden kop
nokatdan duryan bolsa, onda ony ‘W‘ <1 birlik tegelegin
icine s6hlenendirip bolyar.

1.Konform éwirmanifi kabir hasiyetleri
Tukeniksiz daslykdaky nokady 6zlinde saklamayan
oblastda konform éwirmanif kesgitlemesini beripdik.
Kesqgitleme 4.2 Gifiledilen (z) kompleks
tekizliginiii D oblastyny gifieldilen (w) kompleks
tekizliginifi G oblastyna éwiiryan w = f(z)6wirme:
1) 6zara birbelgili 6wirme, yagny f(z) funksiya D
oblastda biryaprakly;
2) D oblastyf bir nokadyndan, 6zem bu funksiyanyii
birinji tertipli polyusyndan basga nokatlarynda f(z)
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funksiya analitik, sertleri kanagatlandyryan bolsa, onda
owilrme konform diyilyér.
z,nokadyi etrapynda konform we analitik bolan
w = f(z) dwlrmanifi kabir hasiyetlerine seredelif.
Owiirmanifi z,nokatda biryaprakly bolmagy Ugin
f!(z, )= 0 bolmalydyr. Oniimifi geometriki
manysyndan asakdaky iki hésiyet gelip ¢ykyar:
1°. Stiynme hemiseligi. z,nokatdan gecyan ahli
egrilerifi siynmegi | f'(z, | — a defidir;
2°. Burcufi saklanmagy. z,nokatdan gecyan ahli egriler
arg f!(z,) burg dwilyar;
Konform o&wilrméniii  asakdaky hasiyetlerini  bellap
gecelifi:
3°.Konform 6wiirmanifi ters dwiirmeside konformdyr;
4°. Eger f we g owiirmeler konform bolsalar, onda
fog dwirme-de konformdyr.

Bu hasiyetler kesgitleme 4.2-den,
biryapraklylykdan we ters funksiyadan gelip ¢ykyar.
Tikeniksiz daslykdaky nokatda iki egrinifi arasyndaky
burca kesgitleme berelif.

Kesgitleme 4.3. z = nokatdan gecyan y,we
v, egrilerifi arasyndaky burg diyilip, bu egrilerin

& =0nokatdaky & =% owirmeden alnan obrazlarynyi

arasyndaky burca aydylyar.
Bu kesgitlemeden we 2°-nji hasiyetden

é :%bWUrmede gifieldilen kompleks tekizliginifi
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islendik nokadyndan gecgyan egrilerifi arasyndaky burg
saklanyandyr.
Mysal 4.1. Goy, y,,7,s6hleler sol bir tukenikli

z,nokatdan ¢ykyan bolsun. Onda y,,y,s6hlelerif

z = noaktdaky aralaryndaky bur¢ z,nokatdaky

burcunyfi ululygynyﬁ ters alamaty bilen alnanyna defidir.
_Subudy. Yonekeylik Gg¢in z, =0bolsun. Goy, y,-

sohleler. argz=¢,  (j=12). Onda y,,7,s6hlelerifi

z =0nokatdaky arasyndaky bur¢ « = ¢, — ¢, defidir (ugry

y,s0hleden y, sOhle tarap) a = ¢, —¢, (11-nji surat).

A

(2)
Y2

02
Y1

01

v

(@p]

11-nji surat
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© 4

“P2 In

12-nji surat
71,7, egriler gin gzébWUrmani ulanyp, degislilikde

alnan y, y,obrazlaryfi arasyndaky burclar
argé = —¢,(j =12) boljaldygy aydyfidyr.
Hakykatdanda, argz =—-¢,(j=1,2),onda

E= 1 _Lews, argé =—¢,(j=12).
zee; |2

& =0nokatdaky y,,v,egrilerifi arasyndaky burg
(—p,)—(p,)=—a defidir. (12-nji surat).

Kesgitleme 4.3-eg0rd z = « nokatdaky
71,7, egrileriii arasyndaky burg -« defidir.

Kesgitleme 4.3-den we 2%-nji hasiyetden konform
owirmanif askadaky hasiyeti gelip ¢ykyar.

5°. Gifieldilen kompleks tekizliginifi D oblastyny
konform éwiryan bolsa islendik nokatdan gecyan
egrilerifi arasyndaky burc¢ saklanyandyr.

67

Subudy. Kesgitleme 4.2 we 2°-nji hasiyeti ulanyp,

asakdaky tassyklamany gokezelifi:
1.Eger

f(z):C0+%+%+..., 2| >R

funksiya z = - nokatda analitik we C_, = 0bolsa, onda
w = f(z)0wiirmede z =« nokatda egrilerifi arasyndaky
burg saklanyar.

2. Eger z,(tukenikli ya-da tiikeniksiz) nokat f(z)
funksiyanyf birinji tertipli polyusy bolsa, onda
w = f(z)0wiirmede egrilerifi z,nokatdaky burclary
saklanyar.

Birinji tassyklamany subut edelif, ikinjisi birinja
mefizes subut edilyar.

w = f(z) funksiyany w= f(%)(g :%j gOrnisde
yazalyfi. Onda w=C, + C & +C ,&* +... defiligi alarys.

Kesgitleme 4.3-den belli bolgy yaly & :%bWUrme

Z = oo nokatda egrilerifi arasyndaky bur¢ saklanyar.

w = f(£)6wiirmede & = 0nokatda egrilerifi arasyndaky
burg saklanyar, sebabi g'(0)=C_, # 0. Diymek

w = f(c)owirmede z =« nokatda egrilerifi arasyndaky

burg saklanyar.
2. Bitin ¢yzykly funksiya.
W=az+Db (4.4)
funksiya bitin ¢yzykly funksiya diyilyér, bu yerde
a = 0,b —kabir kompleks sanlar. (4.4) 6wurmeler ahli
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Bu integrallar
diffraksiya y
nazaryyetinde dus

B
gelyér. Frenel
intgrallaryny / \
hasaplamak ugin
) 42
F(z) =e" kompleks 4
\_—\/.L_JA

uytgeyanli komekgi 0
funksiya garalyn. R

v

25-nji surat
y -egrini  ¢yzgydaky vyaly alalyn: OA kesim, AB
merkezi koordinatalar baslangyjy radiusy Rden bolan
toweregin  dugasy, BObirinji koordinat  burcun
bissektrisasyndaky AAOB:% (25-nji ~ surat).

Kosi integral teoremasyna gora

jeinzdn:O,

y
ya-da
jeinzdn: jei”2+ jei”Zdn+ jei”Z =0,
y OA AB BO
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1,(R)+1,R)+1,(r)=0
(5.19)
Bu integrallary ayratynlykda hasaplan:

P2 R . 2
1,(R)= [e'dn=[e™ dx (5.20)
OA 0

i 2
Iz(R): Jeln dT]
AB
n=Re'?, dn =Rie'?do, OS(DS%
orunda goymany ulanyp, alarys:

71'/4 .2 2 R 71'/4 .2 .. .
I, (R) = J oiR%e (pRie'(png:Ri J oiR (cosZ(p+|sm2(p)e|(pd¢:
0 0

I8 R200s RZsin2p i T4 R2sin2
=Ri [ e @@ .o MW . el?dp, |1, (R)<R [ e "¥dp,
0 0

sin2¢p > 2. 20, 0<2¢ < %deﬁsizligi
T
ulanyp, alarys:

zl4 LRZZ(/, R R 114 7 s -
||2(R)|SR6[ er dQ)=—Ee 4 é =—ﬁ(e R —1)=—(1—e R )
Diymek
lim 1,(R) =0 (5.21)

R—x
1,(R) = [e"dn,
BO
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T TT

I— |—
n=re4,dnp=e 4dr, r-bolsa R-den 0 —a cenli
Uytgeyar

I3(R) = ?e"ze%eizdr = —[ﬁ+ i\FZJ?e‘rzdr = —Q(1+ i)?e‘rzdr,
R 2 2)p 2 0

Rli_rlwoolg(R)=—\f(1+i)oge‘rzdr=—\f(l+i)\/2;=—\/Z7(1+i),

° _r2 T o ) ] )
(je dr = 7 —matematiki analiz dersinden belli)

0

: A2 :

lim 15(R) = -7 (1+i) (5.22)
R—o0 4

(5.19) derilikde R — o bolanda (5.20), (5.21), (5.22)
denlikleri gbz 6nlinde tutup,

jeixzdx+0—%(l+i)=0,
0

ya-da
Te‘xzdx=@(l+i),
J(cos x2 +isin xz}ix:—viﬂ(lﬂ) =
0
[cos?dx = [sinx“dx = vem,
0 0 4
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2). | e cos(22ax)dx (A >0,a>0)

2
Bu integraly hasaplamak tgin f (z) = e
yA
D(-R;ai) C(R;ai)
1.
LI
A(0:-R) 0 B(O:R)

26-njy surat
funksiyany 26-njy suratda gorkezilen y goni- burglyk
boyunca integrirlalin f (z) funksiya dhli kompleks
tekizliginde differensirlen- yandigi cin
Kosi teoremasyny ulanyp, alarys:

Ie—/lzzdz = je"lzzdz + je_’lzzdz + je_’lzzdz + fe_’lzzdz =0,
y AB BC CD DA

1,(R)+ 1. (R)+ 13(R) + I, (R)=0.  (5.23)

I,(R) = [e ™ dz.
AB

104



7 = x(— R<x< R) we dz = dxulanyp,
R 2
1,(R) = [e™™ dx

integraly alarys.

) L e 1 % /iy T
lim 1, (R)= [e ™ dx=— [eW*) d/ax=_|%. (5.24)
gim L,(R)= | 7 V2

—o0

1,(R) = je"lxzdz,

BC
z=R+iy(0<y<a), z° =R* - y® +2iRy, dz =idy,
Alarys:
|2(R) = ?e_A(RZ_y2+2iRy)idy _ i?e_A(RZ—yz)e—iZARydy
0 0

a

1, (R)| < [e R )ay
0

R > abolanda

1, (R < Je Ry - gor e,
0

R—o0

2
I3(R) — Ie—AZ dZ..
CD
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Z=X+l1a,x Uytgeyan ululyk R-den -R-e cenli
tytgeyar, dz = dx.

-R R R
| ; (R) _ J’e—}u(xﬂa)2 dx=— J’ e—&(xz—a2+2iax)dx _ _eﬂaz J’e—}ux2 e—iZAade _
“r

=™ j e (cos(21ax) + i sin(21ax))dx

(5.26)

2
4(R) — Ie—ﬂz dZ.’
DA
Z = —R +1y, lytgeyan ululyk a—dan o-a ¢enli lytgeyar,

dz =idy,
|4(R)=(j)e Ry gy — |je AR~ VZ—ZiRy)dy:_i?e—ix(Rz—yz)eiuRydy’

a
R > abolanda

“4(RX < ?e‘l(Rz_yz)dy < ?e—l(Rz_az)dy _ ae_A(Rz_az)
0

I|m 1,(R) =0. (5.27)

R—o0
(5.23) denilema R — oo predele gecip we (5.24), (5.25),
(5.26), (5.27) denlikleri g6z 6niine tutup, alarys:
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y
3 B(O;R)

=
7 N\

E(O;r) \

— — .
C(-R0) D(r:0) Fr0) AR
2
27-nji surat
0 2 2
[e™™ (cos(22ax)dx = \/geia .

3). j—dx -Dirihle integraly
0 X

iz

e
Bu integraly hasaplamak tgcin f(z) = —
Z

kdmekei funksiya garalyn. Garalyan funksiya kompleks

tekizli-ginin
differensirlenyandir, hakykatdan-da
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Z = 0 nokadyndan basga nokatlaryna

X

(g =271

yA

y -egrini 27-nji suratdaky yaly edip alalyn y -yapyk
egrinini icinde f(z) funksiya differensirlenyandir, onda

Kosi teoremasyny ulanyp, alarys:
|z |z iz iz

j—d = j—dz+ | € bz + j—dz+ j
y £ FA ‘£ ABC ‘¢ cD DEF

IL(R)+15(R)+ 15(R)+ 14(r) =0.

Alarys:
11(R) = f —dz
FA
z=x(r<x< R)dz=dx
Re'x Rcosx Rsin x
11(R) = f = [—d |j—dx
r
eiz
1L,(R)= [ ~—dz,
ABC
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Z

=0,

(5.28)

(5.29)



z=Re"”(0<p<x,dz=Rie'do) ‘Z‘ =TI < Odensizligi kanagatlandyryan Vz  (gin

oI ReY o i T . T ) . . . .
|2(R)= J'eRe4|?(:)e(pd¢):iJ'elR(COS(p+lsm(p)d¢):iJ'eIRCOS(pe—RSIn(pd(D, ‘eIZ _1‘ — ‘ell’(COS(p—HSIn (0) _1‘ <e densizlik )’/erine
0 0 0
e . wl2 . wl2 _E(p }'/etmell
L,(R)|< Je RIM?dp =2 [ e RNPdp<2 [ e 7 dp= S TR T
0 0 0 ‘|4(I’)—(—i7r)‘ _ iJ-elr(coswﬂsmgo)d(p_(_iJ-d(pj < J- eII’(COSg0+ISIng0) —#dq) <er,
= —z—g(e‘R —1):%(1—e‘R) Gagny 0 0 0
lim 1,(R) =0. (5.30) liml, =—m. (5.32)
R—w r—0
ol (5.28) denillige R — oo, — 0 bolanda predele gecip we
13(R) = | —dz, (5.29), (5.30), (5.31), (5.32) dedlikleri g6z oniine tutup,
ch < alarys:
o ] y
Z = X, x Uytgeyén ululyk —R-den -r —cenli ©00S X ©gin X ©00s X ©sin x

tytgeyar, dz = dx,

[——dx+i[=—dx+0— [——dx+i[—dx—7i =0
R. _ R . X X X X
1,(R) = J.e? X= Icosxdx+iJ.Sl)r:de=—I—COXSde+iI—dSI)r:X x (5.31) ° ° 0 °

& 5 X 2sin X . 7sinXx
i 2|j—dx:m:j—dx=%
e 0 X 0 X
LW(R)= ] . Goy, birbahaly
DEF ?
_ rai® q 0 i ivtged: f (z) funksiya
z=rew, ¢@-m—den O-a cenll Uylgeyar, birbagly D oblastda
dz = rie'?do, analitik bolsun.
0 eir(COS(p+isin (p)riei(p T o Baslangyjy we ahyry
14(R) = | . do = —iJ'e'r(COS‘/’HS'n ¢)d¢_ degislilikde
ip
- re 0 Zo,Z € D nokatlar
e'? funksiya z = Onokatda tizniiksiz V& >0 san Ggin, bolan 1,75, D
seyle bir 0=0()>0 san tapylyp, 28-nji surat
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egriler yapyk egrieri emele getiryar.

[ f(2)dz=0= [ f(z)dz= [ f(z)dz
YitYs ¥y Y2
Diymek analitik funksiyanyn integraly egré bagly dal-de
egrinin baslangy¢ we ahyrky nokatlaryna baglydyr.
Sonun Ugin berlen integraly

z

[ f(n)dn — gorniisde yazalys.

20
Z berlen nokat bolsa, onda seredyan integralymyz z
bagly funksiyadyr:

z
F(z)= | f(ndn.
20
F (z) funksiyanyi D oblastda analitik we F'(z) = f (2)
bolyandygyny gorkezelin.
Z,ZAz € D (gin alarys:

F(z+A2)-F(z) 1[Hfzf(n) jf(n)dn}——ﬁfz

Az
(5.33)
Indi
_F(z+Az)-F(2)
Az
bolanda predelinin nola dendigini gorkezelin.

—f(z) tapawudyn Az —0
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7+AZ 7+Az 7+Az

_ 2 jf(n)dn—— jf(z)dn—— J[f(n)—f(Z)]dn
ya- da

Z+Az

[|f(n)- f(z)dnl. (5.34)

LEpe AZ‘

f (z)funksiya D oblastda tzniksiz: V& > Osan Ggin
seyle bir 0 = 5(3)> 0 san tapylyp, ‘AZ‘ < 0 bolanda
f(n)-f(z)<e.

Bu densizligi gbz 6ntine tutup, (5.30) — dan alarys:

g‘AZ‘—g: Iim7=0=
Az—0

F'(z)= f(2)

Kesgitleme.5.2 D oblastda analitik F(2)
funksiyaVze D dgin  F'(z)= f(z), denligi
kanagatlandyryan bolsa, onda  F(z) funksiya D
oblastda f (z) funksiyanyn asyl funksiyasy diyilyar.

7 <
A7

z
Kesgitlema gora F(Z) = j f (nﬁn funksiya
20
f (z) funksiyanyn asyl funksiyasydyr.
f (z) funksiyanyn islendik asyl funksiyasyny
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F(2)= ] f(nHin+C

20
gornlsde yazyp bolar. Hakykatdan-da
z
F(z)= [ fnHn=u(xy)+id(x,y)=o(z)

2o

Alarys:

¢(2)=F(2)-f(2)=0.
Basgaca
Sonky iki denlikdir 4 x g—la 0.
u_08_08_ _M_4 oop
ox oy ou oy
u(x,y),3(x, y)funksiyalar  differensirlenyan, onda

U(X, y) = C]_; 19(X, y) = CZ
ya-da

, au .08 09 .au
(z2)=—+i—= =

@(Z):Cl +C, =C

z
Diymek F(z)= [ f(n)dn+C deiilik dogry.
20
Goy, Z = Zgbolsun, onda F(zy) = C. Diymek

[ f(m)dn =F(z) - F(zo)

Zy
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V1 Bap. Kosi integral formulasy.
Kosi formulasyndan netijeler.
Analitik funksiyanyn modulynyn
maksimum prinsipi.
86.1. Kosi integral formulasy.
Kosi formulasyndan netijeler.
1. Kosi integral formulasy.

Kosi integral teoremasyndan kompleks tytgeyanli
funksiya ¢in méhim bir formula bolan Kosi
formulasyny alyp bolyar.

Teorema 6.1. Goy, birbahaly f(z) funksiya
birbagly D oblastda analitik bolsun. Onda z nokady
icinde saklayan islendik ¥ < D yapyk egri tgin

1 . f
f2)= - | My, 1)
m,n-1

formula dogrydyr.

Eger mundan basga f (z)funksiya D = D + T
yapyk oblastda tizniiksiz bolsa, onda ¥z € D (igin

1 . f
f2)= | My, 62
M1 =2

formula dogrydyr.
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Subudy. Teoremanys sertine gorda f(#n)funksiya D
oblastda
analitik,
diymek
f(n)

n—-z

ya D
oblastynyii
n=1
nokadyndan

funksi

29-njy surat
basga nokatlarynda analitikdir.
17— 2| < p tegelek 6ziniii C , = n: n—1 = p! cigi
bilen ¥ yapyk egrinin Gginde saklanar yaly
edip p-ny saylap alalyi. Dasyndan y , iginden Cp

yapyk

e f(m)
egriler bilen ¢éklenen D,  kdpbagly oblastda
VP

funksiya analitikdir. Kdpbagly oblast ticin Kosi
teoremasyny ulanyp

[ gy o
y +C n-
ya-da

I%dn den 6.3)
4

p
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defiligi alarys.
Bu denligin sag bdlegindaki integraly hasaplalyn:
I f(77)CI If(n) f@)+1(@), _If(n) f(z )dn+

. n-1 . n-1
o (6.4)

+f(z)jE=|2+f(z)|l.

Mysal 5.10-dan belli bolsy yaly 1y = 27 . Indi

- fo-f@)y,,

n—12

integrala garalyn.Teoremanyn sertine gora  f(n)
funksiya z nokatda Uzniksiz, yagny V& > QOsan dgin
seyle bir & =5(e)>0san tapylyp, |n—2/<S
defisizligi kanagatlandyryan Vz iigin

‘f(n)— f(z)‘<e
densizlik dogrydyr. p <6 (gin alarys:

[f(m) - f(2)
| < [ ——
12| J s

I, 1,-ift bahalaryny (6.4)-de ornunda goyup,

jmdn:Znif (2)

-1z

|dn|<%'[|dn|=£p-27zp=27z8:> I, =0.
c

defiligi alarys. Bu defilikden (6.1) formulanyii gelip
cykyandygy aydyfidyr.

Teoremanyn ikinji bolegini subut etmek (¢in teorema
5.1-in ikinji bolegi ulanmak yeterlikdir.
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'l
Mysal 6. 1. J' ——dn integraly hasaplas.
In—5/=2 n-
Goziilisi e funksiya biitin kompleks tekizliginde
analitik. 77=4 nokat ‘77 — 5‘ =2 toweregin icinde
saklanyar. (6.1) formulany ulanyp alarys:

e’ :
—~dn = 27e’.
n-5=27-4
sin ™1
Mysal 6.2. j 244d77 integraly hasaplan.
‘n—l‘zl n -1
sin 1
4
n+1
analitik {}77—1 <]}Uﬂn—1 =l} oblastda tizniksiz. n =1
nokat ‘77 —ﬂ =1 tegelegin icinde saklanyar (6.2)
formulany ulanyp alarys:

Gozulisi funksiya‘n —]J <1 tegelekde

sinﬂ;7
. 7T . T
SIN — sin =
j 2 4d77 n+1 =dn=2ni- 4:£7ﬂ'
n1an” =1 g 11 1+l 2

Kosi formulasy dine birbagly oblast Gcgin dal-de
kopbagly oblast Gicin hem dogrydyr. Hakykatdan-da, D
117

oblast dasyndan Iy icinden, yonekeylik tgin, I} we I
yapyk egriler bilen ¢éklenen bolsun. Goy, f(z) funksiya

D oblastda analitik, D =D + [p+1I7+1, oblastda
tizniiksiz bolsun. Onda ¥z € D gin

f(2) = 5o [ g, (65)
Tiprn -1

formula dogrydyr, - Io
bu yerde

I = Fo + Fl + Fz .

Teorema 6.1-daki

yaly

‘77 — z‘ < ptegele

k 6z(nin

30-njy surat
C, :[n—12|= p cagibilen D oblast degisli ~ bolar
yaly p-ny saylap alalyn. Kopbagly oblast tigin Kosi
teoremasyny ulanyp alarys:

f f f
I (n)dﬂ ~ 0= I (n)dﬂ _ I (n)dﬂ
r+c, -1 rn—1 c:n-1

118



F(n) funksiya C; toweregin icinde analitik

Sonun Ugin teorema 6.1-in tassyklamasyny ulanyp
(6.5) denligi alarys.
2.Kosi formulasyndan netijeler. Analitik funksiyany
modulynyi maksimum prinsipi
Netije 6.1. (6.5) formulanyn hususy halyna
garalyn. Goy, f(z) funksiya D oblastda analitik

bolsun. ¥, € D vyapyk egri, y, € D yapyk egrinin
icinde saklanyan bolsun.

«—D

44—

Y2
71

31-nji surat
Dy1 oblast yq egri bilen ¢éklenen bolsun. Onda vze D,
nokat gin

f(2) = 1_j f(”)dn-i_j@dn. 6.7)
2my277—z 2my177—z
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Bellik 6.1. Eger Z nokat D oblastnyfi dasynda
f (1)

n—-12
teoremasyna gora

bolsa, onda funksiya bu oblastda analitikdir, Kosi

Diymek
1 I f(n)OI _ [f(2),eger zeD,
27iin—z ' |0, eger z ¢ D.
Teorema 6.2 (orta baha hakynda). Goy, B
f(z)funksiya K :‘Z — Zo‘ < R tegelekde analitik we K

tegelekde Uzniiksiz bolsun. Onda bu funksiyanyn
tegelegin merkezindaki bahasy onun towerekdéaki
bahalarynyn orta arifmetiki bahasyna dendir, yagny

1 2r i
f(20)=5 '[ f(ZO+Re(p}j(D (6.8)
0

Subudy. (6.2) formuladaky I' egrinii ornuna
merkezi Zgradiusy R-e defi bolan tdwerege alalyi. Onda

n=12y+ Re'? 0 < < 27,dn = Rie'’dg bolar.
Alarys:

f(zo):ijmz

27 § R ip ) 27 )
: L7 @R D nidede =L (29 +Re?)do.
2nirn—-2y 21y  Re'? 21

Teorema 6.3. (Analitik funksiyanyn modulynyn
maksimum prinsipi). Goy, f(z) funksiya D oblastda
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analitik we D = D + I oblastda tizniiksiz bolsun. Onda,
eger Vz € D gin f (z) = const
bolmasa f (z) funksiyanyit moduly ditie D oblastyii I’
cagine maksimuma eyedir.

Subudy.
1f(z) = \/uz(x, y)+32(x, y)funksiya D oblastda
Uzniksiz, sonun Ugin matematiki dernew dersinden belli
bolan Weyerstrass teoremasyna gord ol funksiya D
oblastynyii kabir zy nokadynda maksimuma eyedir.
Yagny
M =|f(z0) 2| f(2),Vz e D, zg = Xg +iyy  (6.9)

Goy, zy nokat D oblastyfi icki nokady diyip

guman edelin. Radiusy R merkezi Zy nokat bolan

K_o =Ky +Cr = D tegelege guralyn. Orta baha
hakyndaky teoremany ulanyp alarys:

1% 1
f = =
@)= £|f(zojdz -

ya-da
2

jﬂf(zo +R0e“/’]-\f(z0)\]j¢zo (6.10)
0
Bu densizlikden CRo tOweregin &hli nokatlary tgin

‘f(zo +R0ei"’)z\f(zo){:M

2z
'[ f(z, + Re")dg

0
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l 27 )
SE '([‘f(zo + Roe'“’]d(p,

Bu densizlik dine denlik bolanda dogrydyr, yagny
‘f(zo + Roei‘p) =|f(2),Vzg + Roe'? € Cp,.
Suna menizes denligi islendik, merkezi z; radiusy
R; < Rg bolan CR1 towerek Gcin alyp bolyar.
Diymek,
[f(z0) =|f(z) =M, Vz € K.

32-nji surat
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Goy, z* € Derkin nokat bolsun. z; nokat bilen z*
nokady D oblasta degisli bolan |
egri  birikdirelin. Goy, d = min‘n—l‘ bolsun.
nel’
Eel
‘ f (Z *)( = M bolyandygyny gorkezelit.

| egrinin CRo towerek bilen kesisme nokadyny z; bilen
belgilalin Merkezi z; nokat, radiusy R; < d bolan CR1
tOweregi  guralyn. 74 eK_l bolandygy  (gin
|f(z1) =M. Yokarka menzeslikde Vz e K, gin
‘f(z)( =M ¢in denligi alarys. Suna menzeslikde,
tlikeniksiz adimden sofi Z* nokady 6ziinde saklayan
K—Rn tegelegi alarys we ‘f(z*)(:M z" nokat D
oblastyfi erkin nokady, sonun (cin Vz e D igin
f(z) =M
h42==u2(x,y)4-82(x,y)
Bu denligi ilki X sonra Yy boyunca differensirlalin:

U§E+8Q§=OM§E+8Q§=O
oy 0oy

OX OX
Kosi-Riman sertini ulanyp.
u§9+892:Q8§E—u§§:0
OX OX OX OX

denlikleri alarys.
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Eger u we & sol bir wagtda nola deni bolmasa,
alarys:

u_09_ou_o9

X ox oy oy
yagny
U:C1,19:C2:>f(2):C1+iC2:C.

Eger u we & sol bir wagtda nola den bolsa onda
f(z) =0 bolar.

Teoremanyn sertine gora f(z) hemiselik dal, diymek

‘ f (z)( 6zunin maksimumyny D oblastynyfi ¢dginde eye.

Bellik 6.2. Goy, f(z) funksiya D oblastda
analitik we D = D + T oblastda tzniiksiz bolsun. Onda
eger VzeD Ggin  f(z)=const bolmasa,
f (z) funksiyanyn moduly dine D oblastynyi I

caginde minimuma eyedir.
Bu tassyklama, subut edilen teorema 6.3-in

tassyklamasyny funksiya ulanmak yeterlikdir.

8 6.2. Kosi gornusli integral. Analitik funksiyanyn
tikeniksiz differensirlenmeqi
1.Kosi gornusli inteqgral

Funksiyalar nazaryyetinde esasy orny Kosi
integralynyn umumylasdyrmasy bolan Kosi gornisli
integral eyeleyar.
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F(z):i Mdn (6.11)

integrala Kosi gornusli integral diyilyér. qo(n) funksiya
y egride Uzniksiz bolanda, F(z) funksiyanyn
analitiklik hasiyetlerini derndlin.

Eger ¥ yapyk egri bolup, z nokady 6z iginde
saklayan bolsa, onda F(z) = ¢(z)bolar.

Eger y yapyk egri bolup, Z nokat onun dasynda
bolsa, onda F(z) =0 bolar.

Indi z nokat y egré degisli bolsa, Kosi gornusli
integralyn 6zini alyp barsyna garalyn. Bu yagdayda Kosi
gornisli integral umuman dargayar, Sebébi integral
asagyndaky funksiya 17 =z bolanda tlkeniksizlige den.
Emma go(n) funksiya kabir gosmaca sert goyulanda
(6.11) integralyn doly kesgitli manysy bardyr.

Kesgitleme 6.1. Eger seyle bir M >0 san
tapylyp, ¥ egrinin g nokadyna golay dhli nokatlarynda

() -] <Mp-no[*  (O<u<l)
(6.12)
densizlik yerine yetyan bolsa, onda qo(n) funksiya ¥y
egrinin 179 nokadynda s gorkezijili Gyolber sertini

------

Indi bolsa, yokarky sertde 2z =1, nokatda Kosi
gornlsli integralyn manysynyn bardygyny gorkezelin.
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IIki bilen 1y nokat y egrinin bur¢ nokady dal diyip
guman edeli. n',n" bilen ‘Z —770‘ = I toweregin

y egri  bilen  Kkesisme
nokadyny belgildlin. Goy,

n' we n" nokatlaryi
arasyndaky gyra | bolsun

33-nji surat
Alarys:
— +
o) 4, I on)= (o) +olne)y _

y—1 11— 1o y— m—="o
- d

iy o(n) ¢(”°)dn+<o(no)f n_

y—I N —Mo y—1 11— Mo

(6.13)

Ikinji integraly hasaplalyn:

b

P97 in—aro) )| =Inl=n)~ (e o) + In(o—11p) -

=l
y—I n—"o a ‘77"
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77” _ 770

—o _ 1 =Mo (6.14)

a—T1 n—Mo

~In(n"-ng)=1In

n'=110| =|n" — 10| detiligi giz Giiine tutup alarys:
In Ui ’70_|rj77 ~1h -1 . gu

+iarg—— =ia
R T R S (6.15)
limin-.—® —_iz
0 1j-p

Gyolder sertini ulanyp alarys:

|§0 (770)|_

=m0 | p—ng™
onda (6.13) defiligifi birinji integraly

I o))y, _ I(D(n)—qo(no ),

n—Mo

77_
S =g . -1

¢ J—

j (n) co(no)d77

I M—"1o
gornusi alar.
(2 =0010) 4ol g dn) < omaj G _ 2MAr”
I A/ |- 770| A ot M

\dn\=dsSAdt t=\77—770\
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onda
i [ 20=0ln), _ob)-oln), (.10
0,5 11=To ;M=o

(6.14), (6.15), (6.16) gz O6nline tutup (6.13)-den alarys:

| §0(77) :J(D(ng:;o(ono)dn_i_w(n )In _Hﬂdn )+a(r) (6.17)

7|77 Mo y

bu yerde r — 0= 0(r) — 0.

Sonky denligin sag bdéleginden goérnusi  yaly
r-0 bolanda predeli bardyr, yagny
lim j Md77. Bu predele integralyn esasy bahasy
r—0 }/—l 77 — 770
diyilyar.

(6.17) denlige integralyn ayratyn integraly diyilyar.

Diymek Kosi gornusli integralyn esasy bahasy

1 .fin)-f1

F(77 ) j (D( ) _ j (77) (770)d77+

27 —770 2m .,  n—ng
L olm)y b—770 L 2mo)

2711 a—770 2
Eger ¥ yapyk egri bolsa, onda
1 . fin)-f»
F(no) =L (H)=fno)y, , #lm0)

2m;,  m—1g 2
Eger ng nokat ¥ egrinii burg nokady bolsa,
(33-nji surat)onda
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"

lim 77'—770 = —ia bolar, yagny
1 fp)-fm), @ o), b—1g
F = dn+— In :
(o) 27zi£ e n ol )+ —

Mysal.6.3. j%integrala garalyn. Belli bolsy yaly
-1 X

bu integral yokdyr. Emma ayratyn halda integralyn
manysy bardyr.

fdx tdx] .
lim j—+j }_Ilm{lnr—lnr}:O.
r-0 -1 X r r—0

Indi F(z)funksiyanyn analitikdigini subut edelit.

2.Analitik funksiyanyf tikeniksiz differensirlenmegi.

Teorema 6.4 Eger qo(n) funksiya bolek endigan
y  egride Uznlksiz bolsa, onda (6.11) Kosi gornUsli
integral ¥ egrinifi nokatlaryny 6ziinde saklamayan D
birbagly oblastda analitikdir sunlukda

F'(z)= j o(n) ~dn  (6.18)
27“7/(77_2)

Mundan basgada y egrinin nokatlaryny 0Ozunde
saklamayan D oblastda F(z) funksiyany islendik
onumi bardyr, yagny

1

F(z)= o J(n(/i(rzlg”” dn, n=12... (6.19)
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Subudy. Teoremany subut edilende biz D oblast
diyilende y egrinin nokatlaryny 6zunde saklamayan

oblast diyip dusuneris.
Goy, zZ,Zz+he D erkin nokatlar bolsun. Asakdaky

gatnasyga garalyn.
F(z+h)-F(z2)

h

(6.20)

Z berlen nokat bolup h — O bolanda (6.20) gatnasygyn
tlkenikli predelinin bardygyny gorkezelin.

Alarys:
F(z+h)-F(@2) _ 1 Jdn)dn Jdn)dn
h SN—2— h 2711
1 1.n-z-n+z+h _1 (p(n)dn _
QA e e et e B

Hazir integralyn asagyna génuiden-génii h — O bolanda
predele gecip alarys:
p(n)dn

F'(z) = I
2mi, (n-2)*
Teoremanyn birinji bélegini doly subut etmek Ggin
integralyn asagyna predele gecmegin dogrydygyny
esaslandyrmak yeterlikdir.
Alarys:
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1. dndy Mdfﬁ 1 1 1 _
277ij(77—2—h)(77—) I 2 %i{(nzh)(nﬂ (nz)z}(d%
_ 1] p-z- n+z+h I le(r)dr (6.22)
271, (11— 2— Y — 2)2””(”)0'”‘2ny|n_z_h||n_z|2

Teoremanyn sertine gora go(n) funksiya y egride
Uznulksiz, sonui Ugin ‘gp(n)‘ <M. y egriden z nokada
cenli aralygy 2d(d > O)bilen belgilalin  ( j —egrinii
nokatlary bilen z nokada celi aralyklaryn minimumy).

Alarys: ‘n—z‘>d,‘n—z—h‘>d, eger ‘h‘
yeterlik Kici bolanda (6.22) densizligi asakdaky gorniisde
yazalyn.
‘ 1 J' ( )d77 j dn‘ ‘h‘MI
‘2m n—-z1-hfn-2) 2x (- 2)2‘ 23
yerde | ululyk ¥ egrinii uzynlygy. h — 0 bolanda
sonky densizligin sag bélegi nola ymtylyar. Bu bolsa
teoremanyn birinji bélegini subut edyar.

Indi bolsa, Nn=2 bolanda (6.19) denligin
dogrydygyny subut edelin. Sonun Ugin (6.18) —den
alarys:

bu
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27 27

+h)-F(z)_ 2 (n)dnzl{if eln)dn 1 co(n)dn}_
h 20 -2F h| 28 -z-n} 2701 (g-2)

pln)dn [1_1}2}:
il “){ S s i o

zi n-2m+22-n? -2 —h?+2m+2rh-2zh 2 _

) (){ 2Pl —2) - z>3}d”

- L \3h2n 3h’z—-2h® _h 3m-2)-20
i( h(n-z-h)*(n-2z)° Zﬂ'M "(1—z-h)2(n—2)? 7

SOnky denlikde modula gecip, alarys

PN EE 2 g 0 o v
MM |

(@ -2/ +2hi)m, =

.h—=0

bolanda densizligin sag bélegi nola ymtylyar. Bu bolsa
N =2 bolanda (6.19) denlik subut edyar. Matematika
induksiya usulyny ulanyp islendik natural nsan (gin
(6.19) denligin dogrydygyny subut etmek bolar.

Bu yerde M,

86.3. Analitik funksiyanyn oniimleri ticin formula.
Morer we Liuwill teoremalary

Gecen mowzukda subut edilen teoremada analitik
funksiya (cin esasy bir hasiyeti subut edelin. Biz D
oblastda Gzniksiz 6nimi bar bolan funksiya sol oblastda
analitik funksiya diyilyar diyip kesgitleme beripdik.
Hakyky Oytgeyanli funksiyada funksiyanyn tikenikli
onlmi bar bolanlygyndan, ol 6niimin tzniksizligi
umuman gelip cykmayar. Emma kompleks Gytgeyanli
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funksiyada tiikenikli dnimi bar bolsa, ol 6nimin
Uznuksizdir.

Teorema 6.5. Eger D oblastda birbelgili kompleks
uytgeyanli funksiyanyn birinji éntimi bar bolsa, onda sol
oblastda ol funksiyanyn tlikeniksiz kdp éniimi bardyr.

Bellik 6.2 Dine bir 6énimi bar bolman ol
onumlerin Gznuksizligi hem bu teoremada gelip ¢ykyar.
Diymek, eger f(z) funksiya D oblastda differensirlenyén
bolsa, onda ol sol oblastda analitikdir.

Subudy Goy, z € D erkin nokat bolsun. y < D
bolek endigan yapyk egri Z € D nokady 06z icinde
saklayan bolsun, onda

f(z)= i jwdn Kosi formulasy dogrudyr.
2 4

77 J—
Y
Teorema 6.4.—in netijesini ulanyp
£ :L! o(n) —12 .
(2) ZMJW—D“dm n=12, (6.23)

formulany alarys. Bu formula analitik funksiyanyn
ondmleri Ggin formuladyr.

Mysal 6.4
sinn
[———dn

C(n—’;)“

integraly hasaplamaly, bu yerde C : ‘Z — i‘ =4
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Gozilisi. sinn funksiya ‘Z — i‘ < 4 tegelekde
analitikdir. % nokat ‘Z - i‘ < 4 tegelegin icine

degislidir. Diymek f (17) =sinn, z = % n=3. (6.23)

formulany ulanyp alarys:

J. S|n77 dT]:_(Slnn)m P :_z_mcosz:_z_m.lz—zi_
I | T3 3T 6 2 6
(77—5) 3

Teorema 6.5 (Morer teoremasy). Eger f(z)
funksiya birbagly D oblastda tizniksiz bolup, Vy < D

yapyk egri boyunca integraly nola den bolsa, onda ol
funksiya D oblastda analitikdir.
Subudy. Gecen bt‘)IUmgede alnan netija gora

y”_z

funksiya analitikdir we F (Z) = f(2).
Analitik funksiyanyn tikeniksiz kép 6nimi bar bolanlygy
tcin F"(z) = T'(2).
Bu derilikden teoremadan tassyklamasy gelip ¢ykyar.

Yene-de (6.23) furmula gaydyp gelelin.

Goy, y towerek bolup Z =2Zy bu toweregin
merkezi bolsun. Bu tegelegin radiusyny R bilen
belgildlin. Onda (6.23) —den alarys:
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f
‘f(n) (Z )‘ 2 f(n)n+l d ‘ '[ ‘ (n)jHl‘
2z y( —2p) y\’? ‘
_nM2R _nIM(R)
B ZﬂRn+l - Rn !
10 (29| < nMR) (n=0.12,.)
Rn
buyerde M (R)=max|f ()|
ney

Bu densizlik D oblastnyn islendik z nokady Gcin hem
dogrydyr, yagny
n nM (R
CESr ® (n=012...) (6.24)
Bu yerde radlusy R merkezi z nokat bolan we D oblastda
degisli bolan y towerek.

(6.24) densizlige Kosi densizligi diyilyar.
Teorema 6.6. (Liuwill teoremasy). Eger f(z)
funksiya kompleks

tekizliginde analitik we ¢éklenen bolsa, onda ol funksiya

hemiselikdir.

Subudy. Goy, ‘f(z)‘<M bolsun. Merkezi z

radiusy R bolan towerek guralyn. (12.2) furmulany
n=1 bolanda ulanyp alarys:

R
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dr <

Bu yerde N-san R-e bagly dal. R — oo bolanda, alarys
1f'(z))=0= f'(z)=0= f(z) =C =const.

VIl Bap.Analitik funksiyalaryn
yzvaiderligi we hatarlary.
87.1. Funksional yzyaiderlikler

Agzalary (z)kompleks tekizligifi D oblastynda
kesgitlenen funksiyalar bolan

u(z)u,,..u (2).... (7.1
yzygiderlik berlen bolsun. Beyle yzygiderlige funksiyalar
yzygiderligi ya-da funksional yzygiderlik diyilyér we ol
{u, (2)}gdrnisde belgilenyar.

Kesqgitleme.7.1 Eger z, e Dkompleks san ¢in
{u, (z,)}kompleks san yzygiderliginifi predelli bar bolsa,
onda (7.1) yzygiderlige z = z,nokatda yygnanyan
funksional yzygiderlik diyilyar.

Eger{u_(z,)} kompleks san yzygederligi dargayan
bolsa, onda (7.1) yzygiderlige z,nokatda dargayan
funksional yzygiderlik diyilyar.

Eger (7.1)yzygiderlik D oblastyii her bir
nokadynda yygnanyan bolsa, onda ofia D oblastda

------

Eger (7.1)yzygiderlik D oblastyﬁ yygnanyan bolsa,
onda her bir ze DUgin |jmU.(z)predel bardyr we ol

n—o0

predel, umuman aydylanda, z nokatda baglydyr. Sonufi
tigin ol predel D kopliikde kesgitlenen kabir u(z)
funksiyalardyr:
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limu,(z)=u(z) (7.2)

Kesqgitleme 7.2. Eger Ve >0we her bir zeDUgin
N(e,z) nomer tapylyp, wn>nNigin |u (z)-u(z)<e
defisizlik yerine yetse, onda {u (z)} yzygiderlige D
oblastda u(z)funksiya yygnanyan yzygiderlik diyilyar.

Bu kesgitlemede N = N(e,z)yazylmagynyf sebébi,
ol yazgy Vve>0 we her bir zeDUgcin olara degisli
N belginifi bolmalydygyny afiladyar.

Kesgitleme7.3. Eger ve >00¢in N = N(g)san
taplylyp, vn>Nwe vxeD (gin
u,(z)-u(z)<e (7.3)
defisiz yerine yetse, onda (7.1) yzygiderlige D oblastda
U(z)funksiya defidlcegli yygnanyan yzygiderlik diyilyér.
Teorema 7.1.(Kosinifi Kriterisi).
{u, (2)}yzygiderligii D oblastda defidlgegli yygnanmagy
licin Ve >0 Ggin N = N(g)nomer tapylyp, vn>N vp
natural san we vz e D igin
u,,(z)-u,(z)<e (7.4)
defisizligifi yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.
Subudy.Zerurlyk. Goy, u, (z)=> u(z),z € D bolsun, onda

kesgitleme 7.3-den ve >0 Ucin N nomer tapylyp,
vn>Nwe VvzeDUgin

u,(z)-u(z) <g

137

defsizlik yerine yetyér. Sofia gora, eger n> N we
p —natural san bolsa, onda vz lgin

U2~ (2) 0, (2) U2 +UD) -0 (2] S, (2 U] +uz) -y (2] <s,

yagny (7.4) defisizlik yerine yetyandir.

Yeterlik. Eger (7.4) sert yerine yetyan bolsa, onda
her bir bellenen z e Diigin {u_(z)} san yzygiderligi Kosi
Kriterisi esasynda predeli bardyr. Ol yzygiderligiii D
oblastdaky predelini u(z)bilen belgilalifi we
u (z)=u(z),z € D bolyandygyny gorkezelif. (7.4) sertifi
esasynda Ve >0U0c¢in N, nomer tapylyp, vn > N we
vp natural san we vz e D Ugin
&

ump(z)—un(zj<5 (7.5)

defisizlik yerine yetyar. lim u,.,(z)=u(z)bolyandygy

Ucin (7.5) defisizlikde p — « bolanda predele gecip,
vn> N we vz e D Ugin

u(z)—-u,(z) s§< £

defisizligi alarys. Bu bolsa u_(z)=u(z),ze D
bolyandygyny afiladyar.

Funksional yzygiderligifi defidlgegli
yygnanmaklygynyf kesgitlemesini ulanyp, asakdaky
hasiyetleri afisat gorkezmek bolar.

1° Eger {u_(z)}we {3 (z)}yzygiderlikler D
oblastda degislilikde u(z)we 9(z)funksiyalara defi6lgegli
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yygnanyan bolsalar, onda va, g kompleks sanlar tigin
{aU (z)+ B3, (z)} yzygiderlik sol oblastda
au(z)+ BI9(z)funksiya defivlcegli yygnanyandyr;

2°. Eger {u, (z)}yzygiderlik D oblastdau(z)
funksiya defidlcegli yygnanyan bolup, (z)sol oblastda
¢ékli funksiya bolsa, onda {9(z)u(z)}funksiya defidlgegli
yygnanyandyr.

87.2 Funksional hatar. Yygnanmagyi gornisleri.
1.Funksional hatar

Agzalary (z) kompleks tekizliginifi kabir D
oblastynda kesgitlenen funksiyalar bolan {u_(z)}

yzygiderlik berlen bolsun, onda z — e bagly funksiyalar
bolan

ul(z)+u2(z)+...+un(x)+...:iun(z) (7.6)

afilatma funksional hatar diyilyar.

Eger > U, (Zp) san hatary yygnanyan bolsa, (7.6)
n=1
funksional hatara z nokatda yygnanyar diyilyar.

D oblastyii islendik z nokadynda (7.6) hatar
yygnanyan bolsa, onda bu hatara D oblastda yygnanyar
diyilyar.

Basgaca, goy

bolsun. {s, (z)}yzygiderlige (7.6) hataryfi ilkinji n-
agzalarynyfi bolekleyin jeminifi yzygiderligi diyilyar.

Eger (7.6) hataryfi bolekleyin jeminifi {S_(z)}
yzygiderliginif her bir z e D nokatda predeli bar bolsa,
onda (7.6) hatara D oblastda yygnanyan hatar diyilyar.
Sunlukda f(z)= lim S, (z)predel funksiya (7.6) hataryfi
jemi diyilyar,yagny

D oblastyii islendik z nokadynda (7.6) hatar
yygnanyan bolsa, onda ol hatara D oblastda yygnanyar
diyilyar.Yygnanyan hatarysi jemini f(z) bilen belgililin,
yagny

)= 2, (9

Kesgitleme 7.4. Eger Ve > 0 san tcin seyle bir
N = N (&) nomer tapylyp, vn>N we vzeD 0gin

f(2)- Yuy(2)
k=1

<é&

densizlik yerine yetyén bolsa, onda (7.6) hatara D
oblastda den6lcegli yygnanyar diyilyér.

r,(z) = Y ug(z) belgilemani girizip, (7.6) hataryn
k=n+1
dendlcegli yygnalmagyny gysgaca asakdaky gorniisde

kesgitlap bolyar: ¥n> N bolanda ‘rn (Z)‘ < & yerine
yetse (7.6) hatara dendlcegli yygnanyar diyilyar.
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Teorema 7.2. (Kosi kriteriyesi). (7.6) hataryn D
oblastda dendlgegli yygnanmagy lcin Ve > 0 san (gin
seyle bir N =N(g) nomer tapylyp, YNn>N we
islendik p natural sanlar tgin
Sp.p(2)—S,(2)|<&,2€D, (7.7)
densizligin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir.

Subudy: 1) Zerurlyk Goy, (7.6) hatar D oblastda
dendlcegli yygnanyan bolsun, yagny V& > D san (gcin
seyle bir N = N (&) nomer tapylyp, Vze D we
vn> N, m natural sanlar tgin

& £
f@-Sa@ <7 [1@=Snm(@) <3

densizlikler yerine yetyar. Vh>N we m natural, san
ucin alarys:

Snim(2) = Sn (@) £[Snim (@) = 1(2) +]T () - Sy (2) <&

2\Veterlik (7.7) defisizlikden {Sh(2)}

yzygiderligin yygnanyandygy gelip ¢ykyar, yagny
vz e D igin

lim S, (z) = f(2)
N—o0
(7.7) sertifi esasynda Ve >0 U¢in N nomer tapylyp,

Vh, ¥p—natural san we 2 €Diiin |s,,, (z)- s, (2) < %

Sofiky defisizlige p — « bolanda predele gecip alarys:

im|s,.,(2) = $,(2)|=|f (@)~ S,(2) < <.
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Teorema 7.3. (Weyerstrassyn nysany) Eger D
oblastda (7.6) hataryn agzalary Ggin
u,(z) <la,
densizlik yerine yetip
2.

n=1

(7.8)

a

n

(7.9)

san hatary yygnanyan bolsa, onda D oblastda (7.6) hatar
dendlcegli yygnanyandyr.

Subudy. (7.9) hataryn yygnanyandygyndan alarys:
Ve >0 san Ugin, seyle bir N = N(g) nomer tapylyp
vn> N, p=1,23,... icin

n+p

> a <c¢

k=n+1
densizlik dogrudyr (san hatary tcin Kosi kriteriyesi).
(7.8) densizligi ulanyp alarys:

n+m n+m n+m
>u(2) < Ylu(z) < Yac<e, vn=N
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Bu defisizlikden Kosi kpiteriyesine gora (7.6) hatar
defidlcegli yygnanyar.
Weyerstrasyii nysany dine yeterlik sertdir.

2. Denodlceqli yyagnalyan hatarlaryn hasiyetleri

Teorema 7.4. U,(z) funksiyalar D oblastda
Uzniksiz bolup, (7.6) hatar f(z) funksiya D oblastda
dendlcegli yygnalyan bolsa, onda f(z) funksiya D
oblastda Uznuksizdir.
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Subudy. Goy, z,Z+ Az € D bolsun. (7.6) hatar
D oblastda dendlcegli yygnanyandygy tcin, V& > 0 san
tigin seyle bir N = N (&) nomer tapylyp, n > N bolanda

‘f(z+Az)—iuk(z+Az)

c N

<3 f@2)-2 u (2
k=1

(7.10)

densizlikler yerine yetyandirler.

Uy (2) funksiyalaryn D oblastda tzniiksizligi tgin,

Ve >0 sanigin § = &(¢) > 0 san tapylyp, |Az| < &

bolanda

g
< —
3

< i\uk(z +AZ)-U, (2) <§ (7.6)

densizlik dogrydyr.
(7.10), (7.11) densizlikleri ulanyp alarys:

|f(z+02)— T (2) =|f (z+20)- %uk(z+Az)+ %uk(z+Az)+
k=l k2

f(z+A2)— %uk (z +Az){ +
k=

N N
+2 () - 1(2)— 21k (Z){ <
k=1 k=1

N N N c £ ¢
+f@)-2u @+ DU (z+22)- DU (2+2) <= +-+-=¢
k2 k2 k2 333
Teorema7.5.  U,(z) funksiyalar D oblastda
Uzniksiz bolup (7.6) hatar f(z) funksiya D oblastda
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dendlcegli yygnanyan bolsa, onda islendik bdlek endigan
y < D egri Ggin

jf(z)dz = Z [up(z)dz
n=ly
denlik dogrydyr. (7.6) hatary agzama-agza integrirlap
bolyar).
Subudy. Teoremanyn sertine gora (7.6) hatar D
oblastda dendgegli yygnanyar, yagny Ve > 0 san igin
seyle bir N = N (&) nomer tapylyp

vnxN we Vze D igin|r, (2) <%

densizlik yerine yetydr, bu yerde f-san y egrinii

uzynlygy.

Alarys:

jf(z)dz— Zjuk(z)dz = jr (z)dz| < ﬂrn(z)Hdz\ <&
_17/

Teorema7.6 _ (Weyerstrass teoremasy) Goy ,
U, (2) funksiyalar D oblastda analitik bolsun, (7.6) hatar

islendik yapyk D' =D oblastda f(z) funksiya dendlgegli
yygnalyan bolsa, onda:
1) f(z) funksiya D oblastda analitikdir;

2) f¥(@z)= iurﬁk’(z),w e D;
n=1
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3) Sul¥(z) hatar islendik D' <D oblastda
n=1
dendcegli yygnalyandyr.

Subudy. 1) Goy, y < D erkin yapyk kontur. Onun

bilen ¢éklenen G,

oblast D, = D bolsun. Teorema 7.5-ifi netijesini ulanyp,
alarys:

[f(2)dz= 3 [u,(2)dz
y k=0y
Teoremanyi sertine gora U, (z) funksiyalar D oblastda
analitik, sonun Ggin
[f(2)dz=0 (Ju,(z2)dz=0,n=012,.)
Y Y
ycD erkin yapyk egri. Sonun Uc¢in  Morer
teoremasyndan f(z) funksiyanyn D oblastda analitikdigi

gelip ¢ykyar.
2) Goy, y < D erkin yapyk kontur bolsun.
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34-nji surat

2, D, D erkin nokat. d = min|z — z|,
Zey

1
o(z) = 2 €y funksiya caklenendir,
(z—-12p)
hakykatdan-da

0(2)| = =

‘k+1 - d k+1

=M,,Vzey
z-1,
f(2) _i u, (z)

(Z _ Zo)k+1 - - (Z _ Zo)k+1

(7.12)

hatar ¥ egride dendcegli yygnalyandyr. 7.5-nji
teoremany ulanyp alarys:

f(2) dz < un(2) -
i(z—zo)k+1 ‘ ngoi(z—zo)k+1 yeuda
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'j f@ _ 5 K. W@
kal o ok
;/(Z Zp)"" n:0277l7,(z— )
Z nokat D oblastyii erkin nokady bolanlygy l¢in vz e D
Ugin
¥(z)=3"u%(z)deiilik V natural k san iigin dogrydyr.

2 dz=f®(z9) = SuY (z)
n=0

3) Goy y-yapyk kontur D, <D oblastyfi ¢agi
bolsun. d =minjn-2z| ¥1 yapyk egri y -yapyk egrini 0z
icinde saklasyn. Onda

min

neG

—z\<d§ r (z)— D oblastda analitikdir. Sonun

ucin (6.23) formulany ulanyp Vze D_y =D, +y Ucin
alarys:

(k)(z)_ Z u(k)(z) I'[ I’n(n)
27} (- )

m=n+1 (713)

I, (2)- (7.6) hataryii galyndysy. (7.6) hatar y, egride
dendlcegli yygnalyar, yagny Ve >0 san gin seyle bir
N(¢) san tapylyp Vney, we Vn>N  gin

‘I’n (Z)\ < &. 7.13)-den alarys:
r(k’(z)| < 77)‘ el

.y k+1 — 272_ (d ijrl
2
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kl
213,

=g,/ —y, egrinif

uzynlygy

vn>N(g)VzeG,. Diymek, S'u%(z) hatar D, oblastda
n=0

defdlcegli yygnalyar, seylelikde Hy— D oblastyfi erkin
bolek oblasty.

0

Bellik_7.1. ZZ—Z hatar |z|<ltegelekde defidlcegli
n=1
n-1

0

yygnalyar, emma onufi oniimi Y

dargayar. Sonufi (cin teoremanyfi 3) tassyklamasy
D, < D Ggin dogrydyr.

Teorema 7.7. (Weyerstrassyfi ikinji teoremasy) Goy,
u,(z) funksiyalar D oblastda analitik we D oblastda
Uzniksiz bolup, (7.6) hatar bu oblastyfi ¢agine defidlcegli
yygnalyan bolsa, onda (7.6) hatar D oblastda defi6lcegli
yygnalyandyr.

Subudy.S . (n)-S,(17)-tapawut  tikenikli D
oblastda analitik we D oblastda (izniiksiz funksiyalardan
duryar. (7.6) hataryfi I"egride defidlcegli yygnalyandygy
cin  Ve>O0san igin  N(g) san  tapylyp
Vnel,¥n> N we erkin natural p lgin

Sn+p(rl)_ Sn(rl)i = un+p(rl)+ et un+1(77)| <é
Analitik funksiyanyi modulynyfi maksimum prinsipini
ulanyp ¥n> N, natural p

we VzeD cin [S,..(2)-S,(z)<e defisizligi alarys.

z=1 bolanda

Kosi kriteriyasinde (7.6) hataryii D oblastda deficlcegli
yygnalyandygyny alarys.
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87.3 Derjeli hatarlar
1.Derejeli hataryn kesqgitlenisi we yygnanmaqy
Funksional hatarlaryii igcinde dwrenmekde has
yonekeyi we sonufi bilen birlikde amalyyetde has kdp
ulanylyany

2,Chle=20) (7.14)

gornusili hatardyr. Bu hatara derejeli hatar diyilyar, C,

sanlara ol hataryfi koeffisiyentleri diyilyéar. (7.14)
hatardan & =z -z, bolanda alynyan

S C,e (7.15)
hatara hem derejeli hatar diyilyar. Bu derejeli hatarlary
derfiemeklik birmefizesdir.

Teorema 7.8 (Abel). Goy, (7.14) hatar zq # Z
nokatda yygnalyan bolsun.
Onda ol hatar ‘z - zo‘ < ‘zl - zo‘ densizligi
kanagatlandyryan Yz nokat (gcin obsolyut yygnanyar we
‘Z — Zo‘ <r< ‘Zl — Zo‘ tegelekde dendlcegli yygnalyar.

Eger (7.14) hatar Z; # Zy nokatda dargayan
bolsa, ‘Z - Zo‘ > ‘Zl - Zo‘ densizligi kanagatlandyryan
Yz nokatda ol hatar dargayar.

Subudy. Teoremanyn sertine gora

> C, (2, —2y)" hatar yygnanyar, sonuii iigin
n=0
149

lim C,, (21 — )" = 0. Diymek, {C (21 — 20)" |
N—o0
yzygiderlik ¢éklenendir, yagny seyle bir M sany taplylyp,
vn Ugin

Co(z,-12,)"| <M, (7.16)
Goy, z san |z —z,|<|z, - z,| defisziligi kanagatlandyryan
erkin nokat bolsun. Onda

] L I-174 .\, 7-1
S S R e B S ke

Cn(Z_ZO) <Mq1’ (717)

bu Verde q,=|-—2%|<1 (7.17) defisziligifi sag bolegi

tlkeniksiz kemelyan geometriki progessiyanyii umumy
agzasydyr. Diymek (7.14) hatar |z-2z,|<|z, -z,
tegelekde absolyut yygnanayandyr.

Eger z nokat |z-z,|<r<|z, -z, tegelege degisli
bolsa, onda
z-12,

Cn(Z_ZO)n z, -2,

<M

< Mg},

bu yerde q2:ﬁ<l afilatma z-e bagly dal.Sonufi
1 0

ucin funksional hatar Ucin Weyerstras teoremasyndan

(7.14) hataryii defidlgegliyygnanyandygy gelip ¢ykyar.
Indi teoremanyn ikinji bolegini subut edelin. Goy

(7.14) hatar Zz; nokatda dargap ‘Z—Zo‘ >‘Zl —Zo‘
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densizligi kanagatlandyryan Z, nokatda yygnanyan
bolsun. Onda teoremanyi birinji boleginden z; noklatda
(7.14) hataryn yygnanyandygy gelip ¢ykyar. Bu garsylyk
teoremanyn ikinji bélegini subut edyar.
2.Derejeli hataryfi yygnanama radiusy we tegelegi.
Abel teoremasyndan derejeli hataryfi yygnanma
oblasty barada netije ¢ykarmak bolar. z =z nokat (7.14)

derejeli hataryfi yygnanma oblastyna elmydama degisli
boljagy aydynidyr.

Eger|z=z,|<R tegelekde (7.14) hatar yygnanayp,
lz—1z,|> R oblastda dargayan bolsa, onda R sana derejeli
hataryfi yygnanma radiusy diyilyar. |z=z,|<R tegelege

(7.14) hataryii yygnanama tegelegi diyilyar.
Her bir berlen z sana degisli bolan

i C.(z-z,)

n=0

(7.18)

hatara garalyf.
Matematiki analiz dersinden belli bolan Dalamber
nysanyny (7.18) hatara ulanyp, alarys:

Cn+1(z B Zo)n+l
C(z-z,) i

Eger |z-z,|L <1bolsa (7.18) hatar yygnanyar, eger

|z—z,|L >1 bolsa dargayar.

Diymek

n+1

lim

n—oo

lim

n—oo

=|z-z,

=z-z,|-L
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sert yerine yetse (7.18) hatar yygnanyar, seyleleikde
(7.14) hatar absolyut yygnanyar, eger

bolsa (7.14) hatar (7.18) hatar yaly dargayar.
Seylelikde (7.14) hataryfi yygnanma radiusy

C,

R =lim (7.19)

formuladan kesgitlenyar.
(7.18) hatara Kosi nysanyny ulanyp alarys:

limy/C.(z-2,)|=|z-2, lima/[C.| | =|z-1z,]|-I.
Eger |z-z,|l <1 bolsa (7.18) hatar yygnanyar, (7.14) hatar
absolyut yygnanyar, eger |z—z|l >1 bolsa (7.18) hatar

dargayar.
Seyleleikde (7.14) hataryfi yygnanma radiusy

~limg/lC,
formuladan kesgitlenyar, bu formula Kosi-Adamar
formulasy diyilyér.

(7.20)
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> Nl
—2"@@>1)
Mysal 7.1. n~ta
oblastyny tapmaly.
Cozulisi: (7.19) formulany peydalanyp, alarys:

n! §+1)2 a2m!
R=Ilim— = 0,

hataryfi yygnanama

diymek berlen derejeli hatar ahli (z) kompleks
tekizliginde yygnanyar.

Mysal 7.2 i(lqtij z" hataryfi yygnanma
n=1 n

oblastyny tapmaly .
Cozilisi: (7.20) formulany peydalanyp, alarys:

1 1 1

e

i @Jj m(ul]
n—oo n n— n

yagny berlen hatar || <% tegelekde yygnanyar.

3.Derejeli hataryi kébir hdsiyetleri
Derejeli hataryiiu_(z)=C, (z - z,)" agzalary &hli (z)
kompleks tekizliginde analitikdir. Mundan basga Abel
teoremasyna gora berlen derejeli hataryii yygnanma
tegeleginde saklanyan islendik yapyk tegelekde berlen
hatar defidlgegli yygnanyandyr. Sonufi Ggin 7.6-njy
we 7.5-nji teoremelary ulanyp, asakdaky teoremalary
alarys:
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Teorema7.9. Eger (7.14) hatar |z - z,| < R tegelekde
f(z) funksiya yygnanyan bolsa, onda: 1) f(z) funksiya
|z-1z,| <R tegelekde analitikdir;2) (7.14) hatary
tlkeniksiz gezek agzama agza differensirlap bolyar,
sunlukda yygnanma radiusy Uytgemeyar.

Bu teoremany doly subut etmek Ggin,
differensirlanimizde alnan hataryfi yygnanma
radiusynyf R-e defidegini gorkezmek yeterlikdir:
nC, | n | C,

=lim -lim = lim
n—>o N +1 n—>oo|Cn+l n—w

1,
Galanlary matematiki induksiya usuly bilen
gorkezilyar.

Teorema7.10. Eger (7.14) hatar |z-z,| <R tegelekde
yygnanyan bolsa, onda ony agzama agza integrirlap
bolyar, sunlukda yygnanma radiusy tytgemeyar.

Subudy. Bu teoremany doly subut etmek Ugin,
integrirlemekde alnan hataryfi yygnanma radiusynyf
Uytgemeyandigini subut etmek yeterlikdir:

1 lim&/n+1 1 .
Tim: C1 limg/C,|  Timylc,|
ey n+

Galanlary matematiki induksiya usuly bilen subut
edilyar.
Goy,
(@)=YC,-z) (z-z/<R) (7.21)

bolsun. Differensirlap alarys:
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£*(2)=3n(n -1k +1)C (22, )™,
n=k
Bu defiliklerden z =z, bolanda alarys:
f(zo):Co’ fI(ZO):]_.CP f ”(ZO): 2:1.C,,.., f Ck(ZO)Z k(k —:l.)...:l.-Ck
Alarys:

/ I (k)
ST A A P S
Alnan defilikleri g6z 6fitnde tutup, (7.21) defiligi
asakdaky gornlsde yazalyf:
o (n)
f(z)=sz(Z°)(z—zo)” (7.22)

n=0

Bu hatara Teylor hatary diyilyér.

& 1(0)
f(z)= z"
-3
Makleron hatary diyilyar.
Indi ké&bir funksiyalaryii derejeli hatara

dagydylysyny yatlap gecelifi:
_2_’ in— Z( 1nZZn+1 S:i(_l)’lzm

@n+1)!" ~  (@2n)f
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Bu hatarar ahli (z) kompleks tekizlikde yygnanyar.

(+2f =1+ 3% ala-1).la-n+1),,

n!

z",|7| <1

In(+z)= Z( 1)" 1— 7] <1.

4.Analitik funksiyalaryf dere|eI| hatara dargadylysy,
dagytmagyi yeke-takligi

Tegelekde analitik bolan funksiyany derejeli hatara
dargadyp bolyandygy hakynda Teylor teoremasyny subut
edelif.

Teorema 7.11 |z—z,|> R tegelekde analitik bolan
islendik analitik funksiyany bu tegelegifi icinde yeke-tadk
usul bilen (7.14) gorniisdéki derejeli hatara dargadyp
bolyar.

Subudy. Goy, z nokat |z - z,| > R tegelegifi isindaki
nokat bolsun. z nokady 6z icinde saklar yaly

lz—z,|]=r (r <R) téweregi guralyfi. (35-nji surat).

Bu téweregi » bilen belgilalii. f(z) funksiya |z—z,|<r
tegelekde analitikligini peydalanyp, Kosi formulasyny
ulanalyf:

L L= e =
n—1

bu yerde integral y egrinifi poloZzitel ugry boyunca
alynyar.
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z-2z,| |z- zo|:\z—zo\
m-2| In-z| T

bolandygy (gin

n
1 3 z—zOJ
1_2_20 o\ — Z,

n-—1,

35-nji surat
afilatma tiikeniksiz kemelyan geometriki progresiyadyr.
Alarys:

f(z)—ijn 7> Z( j mldn}z z,) Zc 2-7,)',

bu yerde

_ 1 fl)
Cn_sz.(T] Z)n+1d771n 0112 (723)

Dagytmagyf yeke takligini gérkezmek tgin, goy f(z)

funksiya yene-de
f(2)=3b,(z-2,)

gornlsde dagydylypdyr diyip guman edelifi. (7.23) we
analitik funksiyanyf 6ntmleri tgin formulany peydalany
f"(z,)

n

C, = =bn
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defiligi alarys.
Mysal 7. % i 2"(7 <1) dagytmany

peydalanyp
ﬁzg( 1) (n+1)n+2)2"(2 <1

formulany subut etmeli.
Cozilisi. Berlen dagytmada z-ifi ornuna —z goyup,

alarys:
LS (<)
1+z =

Bu defilikden iki gezek 6nim alalyfi:

1 0

e

n=1

2 -1z =S 1) (h+2n+ D (7<)

(1 + Z)3 n=2 pary

Mysal 7.4. f(z):ZZZT5
1" -2+
nokatda Teylor hataryna dagytmaly.
Cozilisi. Berlen funksiya ahli kompleks
tekizliginiii z, =2 we z, =3 nokatlaryndan basga
nokatlarynda analitikdir. Teylor teoremasyna goréa berlen

funksiyany |z| < 2tegelekde derejeli hatara dagydyp
bolyar. Funksiyany yonekey droblara dagydyp, alarys:

=(22—5)(i— ! J
z2-3 71-2
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funksiyany z=0




L _ 11 :_lw(ij, <3
3

zl 11 :_Ew(ij, 7] <2.

|z| < 2tegelekde berlen funksiynayf dagytmasy asakdaky
gornusde bolar:

f(2)=@2 =515 5= ' =2 g

pary 3n+1 pry 3n+1

1 1), Y1 2}, J11)
o i f T o P Y5
=\2m™ 3 2" 3 2 3)
o1 1), 5_

_Z(2n+l 3n+1] - Z]_(_ 2n+1 - 3ﬂ+l]z 6
= Z(znﬁl. 3n+1j

Yygnanma radiusyny tapalyf:

n+l
1,1 3n+1[1+(2J J
Al T A n+l n+l 3
R:nmiznmuzmim —2.
n—»o 1 1 Nes o0 3n+2 +2n+2 oo 9 ne2
2n+2 + 3n+2 3”*2 1+ J
3
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V11l Bap. Loran hatary
88.1. Loran hatary, onufl yygnanma oblasty.
Loran hatary, onun yygnanma oblasty.
Loran koeffisiyentleri ticin formula.

>, (2-2,) (18.1)
hatara Loran hatary diyilyar, bu yerde c_, z, berlen

kompleks sanlar.
Loran hataryny

0 0 -1
deC.(z-2,)"=>c(z-2)" + D¢, (z-12)" =
n=—ow0 n=0 n=—ow
=>c(z-2)"+>c (z—2,)"
n=0 n=1

iki hataryn jemi goérniisinde yazalyn.

> C,(z-12y)" —adaty derejeli hatar, ofia Loran
n=0
hatarynyn dogry boélegi diyilyar.

00

Z(ZC—) — Loran hatarynyn esasy bélegi diyilyar.

Teorema 8.1. Eger Loran hatarynyin {c, }
koeffisiyentleri tcin

L@F—F<R—Ilm\/7 (18.2)

n—o0

densizlik yerine yetyan bolsa, onda ol hataryn yygnanma
oblasty
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r<|z-zo|<R (17.3)
halka bolup, onuii f(z) jemi bu halkada analitikdir,
sunlukda {c, } koeffisiyentler f(z) jemin tsti bilen

1 f(n)
= dn, n=0+1+2,... (184
Cn 2 - },J; (T] i ZO )n+1 77 n ( )

formula bilen anladylyar, bu yerde
Yy = {Z :‘Z - Zo‘ = ro} (r <y < R) towerek.

Subudy. (8.1) hataryn

Sc(z-2,)" (18.5)
g(z f; I (18.6)

hatarlaryn jemine dendigini biz agzap gecipdik. Derejeli
hatarlar diyen mowzukdan belli bolsy yaly (8.5) hataryn
yygnanma oblasty

1
2-z,|<R=—"— (18.7)
lims/|C,

tegelekdir. Bu tegelekde onui f;(z) jemi analitikdir.

(8.6) hatarda =9 belgilemani girizip

Z—1g

> C_,9" hatary alarys.
n=1
Bu hataryn yygnanma oblasty

161

9] < tegelekdir.

1
limsC,|

Belgilemani ulanyp, (8.6), hataryn
\z—zo\:ﬁﬂimqlcn =r (17.8)

yygnanma oblastyny alarys. Bu oblastda garalyan
hataryi f,(z)jemi analitikdir.

(20.7) we (20.8) gornisi yaly (20.1) hataryn yygnanma
oblasty (8.3) halkadyr. Bu halkada (8.1) hataryn

f(z) = f(z) + f5(2) jemi analitikdir:

f(z2)= icn(z—zo)”, r<l|z—z,|<R. ("18.9)

Bu denligi (z— ZO)_m_l(m =0,%1,...) kopeldip we
Vip = {Z : \Z — Zo‘ = ro} (r <Ip< R) towerek boyunca
integrirlap alarys:

n-m-1

[f)n—1z,)""dn= ZC [(n-2,) dn (18.10)

4

temada belli bolsy yaly
|- 27, egern =-1,
" | 0,egerns=-1.

Bu denligi g0z 6niine tutup, (8.10)-dan alarys:

_ 1 f(n) o os
_2m£(n_zo)mﬂdn( 0,+1,...

m
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0 n
Mysal 8.1. hataryin  yygnanma
N=—o0 3n +1
oblastyny tapyn.
Gozulisi. (8.2)-den alarys:
1 . 3y
R:W:“mcn :Ilm n :3,
im0 N—>o0 1| now 3" 41
oo ‘ n‘ n+
. . |C__ . 1341
r=limyC_,| = lim—"% = lim| =~ =1.
N—c0 N—00 C_n N—o0 3_n_1 +1
Diymek berlen hataryn yygnanma oblasty 1<‘Z‘ <3
halkadyr.
Mysal 2.
1 1 1 z z"
F—+ =+ —+...+ + ...
Zn 7 2 22 2n+1

hataryn yygnanma oblastyny we jemini tapyn.
GOzUsi. Berlen hataryn dogry boélegi

1z z"
2 22 2n+1

+...geometriki pogressiyadyr. Bu

YA
geometriki progressiyanyn maydalawjysy E dendir. Eger

‘ Z
2

geometriki progressiyadyr, onun jemi

<l= ‘ Z‘ < 2 bolsa, onda ol tiikeniksiz kemelyan

163

f1(z) =

1
5 1

= (]z\ <2)

Z 2-1

1-°

2

1
Berlen hataryn hem esasy bélegi maydalawjysy — den
Z

1

1 1
bolan —+—+...+ —+...

Zz2 Z

geometriki progressiyadyr. Eger

n

<l=|z>1

bolanda ol tiikeniksiz kemelyan geometriki
progressiyadyr, onun jemi

fr(z

Berlen hatar 1 < ‘X‘ <

1
y=—ZLo-
1.1 z-1
yA
2 halkada yygnanyar, onun jemi
1 1 z-1+2-7 1

+

f@=H0+ L=

7 z-1 (2-2)(@-) (2-2)(z-D).

Bellik. Eger r >R bolsa, onda oblast emele
gelmeyar, diymek ahli kompleks tekizliginde Loran

hatary dargadylyar.
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2.Analitik funksivanyn Loran hataryna dagytmasy.
Dagytmanyn koeffisientleri tcin formulasy.

Indi halkada analitik funksiyany Loran hataryna
dargadyp bolyarmy diyen soraga jogap berelin.

Teorema 8.2. (Loran). r<|z-z|<R halkada
analitik f(z) funksiyany yeke-tak usul bilen

f(z)= Y.C,(z-2y)" Loran hataryna

N=—0o0
dargadyp bolyar, bu yerde
¢ =L [ H0) _gp, n-o0s1+2...  (8.11)
27 Ve (77 - Zo)

formulanyn komegi bilen kesgitlenyér, bu yerde vy, -
erkin |z z,|=r1, (r <7 <R) towerek.
Subudy. Goy, Z nokat r<|z-z]<R halkanyii

erkin nokady bolsun. z nokady icinde saklayan
r,<|z—z|<R(r<r,R <R) halkany guralyf, bu halka

onki halkada saklayandygy Ugin, alnan halkada f(z)
funksiya analitikdir.
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36-njy surat

Kosi formulasyny ulanyp

f(z):zfdcj;(_”zdmzzcj;@dn:fl(z)+fz(z) 8.12)

denligi alarys, bu yerde C, = {z |z -2z, = r'},
C. ={z:[z-2,|=R,}

Alarys:
1 f 1 f
f(z2)=— J—d(n) n+-—| 1) dn=
2m & —1 2mén—-2,—(2-12,)

_ 1 J fop) , 1
2 | n-2, {_27%




<1 bolandygy (cin %tﬂkeniksiz
1_ 0
n-=1
kemelyan geometriki progressiyanyii jemidir, yagny:

‘z—zo
n—12o

f2(2)=%[f(n)i(z_—z°)nldn=

_1 f(n) _
¢ =0 j ) dn(n=012,...) (8.13)

Sonky alnan hatar ‘Z - Zo‘ < R tegelekde

yygnanyar.
Alarys:

f(2)= 1 - f(n) 1 [ f(n)

=— —d = d =
27Z'icr—iT]—Z T zmcan_zo_(z_ZO) !
B 1I flr) 1 ’
= m
2711(:;1, _(Z_Zo) 1_LZO
Z-1,
—Z
1~ %0 < 1 gbz 6nine tutup, alarys:
Z—1
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1 f)(n-
f =
(2) chj;zzono(z

n=1 27Z1 c
i 1 .[ f(T]) dT] (Z Z)n:i c—n
S\ 27 (np—z,)"™ Y H(z-g)
bu yerde

c—n= 1_j f(n)mdn, n=12,..
2711(:;1(7’]—20)

ya-da

_ 1 [ f(”)m dn, n=-1-2...  (18.14)
27 Cf-(n - Zo)
(8.13) we (8.14)-den
C,= 1_ j f(n)m dn, n=0,t1,...
27Z1 1o (n - ZO)
defilikleri alarys.
Indi dargatmanyfi  yeke-tdkligini  gorkezelif.
Tersine guman edelifi

f(2)= 2 C,(2-2) = X.C,(2-2)"

n
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Bu defiligi (z—2q) ™ (m = 0,+1,...) kopeldip we 7,
tdwerek boyunca integrirlap, alarys.

ScC, [(z—z,) " dz= S'C [(z=z,)"""ds.

(*) peydalanyp
C, 21 =C, 2n = C,, =C,, defiligi alarys

1
Mysal 2.3. f (z) = 5 funksiyany
2°—32+2

2 < ‘Z +]J < 3 halkada Loran hataryna dargatmaly.
Cozlusi z; =1, z, =2 berlen funksiyanyfi

maydalawjysynyii nollarydyr. Bu nokatlar halkanyi
caginde degislidir. Loran teoremasynyii hemme sertleri

yerine yetyar, sonufi (cin bu funksiyany icn(z +1)'

N=—o0

gornusli hatara dargadyp bolyar.

Berlen funksiyany asakdaky gorniisde yazalyfi:
1 1 1

f(z)_(z—l)(z—Z)z z-2 7-1
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yA
a3 241 d h X
37-nji surat

Birinji funksiya ‘Z +ﬂ < 3 tegelekde analitikdir. Sonuf
ucin derejeli hatara dargadalyn :

11 1 1
z-2 (z+1)-3 3, z+I’
3
L. 1z+1
serte gora |——| <1
118 gl
z-2 3p5 3" - 3"t
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1
—2 funksiya ‘Z +ﬂ > 2 yaylada analitikdir, sonufi
Z —

ucin ony (z+1)—iﬁ derejesi gornlsinde dargadyp

bolyar.
L 1 _ 1 1 erte ora
z-1 (z+1)-2 z+1, 2 7 |
z+1
i<1
z+1
1 1 = 2 » 2" = M
syt oyt v 2
z-2  z+1pS(z+D)"  noo (z4D) n=1(z +1)
o0 n o0 n-1 - n
f(z)=—z%=—22—n=—2%—
n=0 3 na(z+1)" 20 3"
2 (z+1)"
- - ,2<|z+1 <3
N=—c0
Mysal 8.4. Vk e R (¢in
sin k(z +9: iCnZ”(VZ:O<‘Z‘<oo) denligin

dogrydygyny subut etmeli, bu yerde
C, :2i [sin(2kcos@)cosnedg,n =0,+1,...
T o
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Gozlusi. Berlen funksiya O<‘X‘<oo halkada

analitik, yagny Loran teoremasynyn sertleri yerine
yetyar, diymek Loran hataryna dargadyp bolyar. (21.1)
formulany ulanyp, alarys:

: 1
L S|nk(n+]
c = I n dn,n=0,#1,...,

-1},

bu yerde y, ={z:|z
n= e'? (O <0< 27r) orunda goymany ulanyp, alarys:

27 a1 1 -i0 2% 1 -0
¢ - 1_13'”k<?’( oe )iewde:ijsink 2.2 8 bmdg=
2y e 21 % 2

2r
- zi [sin(2kcosg e ™do,
T o

27
C, = zi [sin(2kcos @)e™d6 (n=0,+1,...)
T o
Bu denlikden gornusi yaly ¢, =c_ (n=012,...).
1
c,+C., :zij'sin(ZK cosf)e™ +e™ )do =
To

2
C, = 1 [sin(2k cos@)cosnedo.
21 %
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3.Loran hatarlarynyi koeffisiyentleri
ucin Kosi defsizligi.
Teorema 8.3. Goy, f(z)funksiya
r <|z - z,| < Rhalkada analitik bolsun. Onda

f (z)funksiyanyfi

f(2)= >, (z-2,)
Loran hatarynyfi koeffisiyentleri Gigin

SMn,n:O,il,iZ,...,
rb

defisizlik dogrudyr, bu yerde M = maxf (z),

2€Yrg

Cn

Vo 2= 2|=0 r<r <R
Subudy. (8.11) formuladan alarys:
1 J‘ f(z)

n+1
Z —

M M
dz| < P— [|dz] =

<
27T |2-20|=ry

C

n

0 |z-20|=1y

IX Bap.Yeke-téklik teoremasy
we maksimum prinsipi.
§89.1. Analitik funksivanyn
nollary, nollaryn tertibi

Kompleks (ytgeyanli funksiyalar nazaryyetinde,
eger f(z) analitik funksiyanyn bahalaryny oblastnyn
ahli nokatlarynda berilménde-de kesgitlap bolyar. Mysal
ugin: f(z) analitik funksiyanyn bahalary berlen
oblastnyn ¢dginde berlen bolsa, onun oblastnyn icindaki
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bahalaryny Kosi integral formulasynyn kdmegi bilen
kesgitlap bolyandygy bize énki mowzuklardan bellidir.

Analitik funksiyany &hli oblastda kesgitlemek Ggin,
funksiya barada “in az” maglumat gerek diyen soragyn
yuze ¢ykmagy tebigydir.

Eger f(zy)=0 bolsa, onda z = z, nokada f(z)
funksiyanyn noly diyilyér.

1). Goy, Zy # o nokat f(z) funksiyanyn noly
bolsun. f(z) funksiyany Z =z nokadyn etrabynda
Teylor hataryna dargydalyn, yagny

f(z)= ZOCn (z-2z5)". (9
n=

Eger Z = Zy nokat f(z) funksiyanym noly bolsa,
onda Cy = f(z5)=0

bolar.
Goy, (8.1) formulada
Cyp=C; =...=C,4 =0,C, # 0 bolsa, yagny
f(z)=C,(z-2,)"+C,,(z—2,)"" +..., 9.2)

onda m san Z = Zy nokadyn f(z) funksiyanyn nolynyn
(k)
tertibini anladyar. c, :fT(lzo) formuladan gornilsi yaly

funksiyanyn zZ = z nokatdaky noldan tapawutly in Kigi
onlmi, Z =12y nokadyi f(z) funksiyanyn nolynyn

tertibini anladyar.
(9.2) denligi
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f(2)=(z-29)"[Cp, +Crua(z—20)+... | (9.3)
gérnisde yazalyn, bu yerde h(z)=C,+C, ,(z—2,)+...
hataryn yygnanma radiusy (9.1) hataryn yygnanma
radiusyna dendigi aydyndyr, sunlukda h(zo) =C, #0.
Diymek Z = Z; nokat f(z) funksiyanyn m tertipli
noly bolsa, onda

f(z)=(z-29)"(z2),h(z5) =0 (9.4)

formula dogrydyr, bu yerde h(z) funksiya z = z,
nokatda analitikdir.

Tersine, eger f(z) funksiyany 9.4) gdrniisde
yazyp bolsa, bu yerde h(z) funksiya z =z nokatda
analitik, onda (9.3), (9.2) formulalar hem dogrydyr,
yagny Z = Zy nokat f(z) funksiyanyn m tertipli
nolydyr.

2). Goy, 7= nokatf(z) funksiyanyn noly
bolsun. f(z) funksiyanyi z=oo nokatda analitik
bolanlygy Ugin

f(z)=Cy+ fC—Z” (9.5)
=1

deflik dogrydyr. Serte gora Cp = f (oo) =0.
Goy, (9.5) hataryn  koeffisiyentleri  {gin
Cp=C;=...=C,41 =0,C, #0 sert yerine yetsin,
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yagny Z = oo nokat f(z) funksiyanyn m- tertipli noly
bolsun. Onda

* C 1 C
f(z)= Y N = —(C 4 —m+l +j (9.6)
( ) ngm 2" ™ " VA
bu denlikden alarys:
f(z)=z2""y(z),w(w)=C, %0, 9.7)

bu yerde l//(Z) funksiya z =oo nokatda analitikdir.

(v(2)=C, +Cn;+1+...).

Tersine, eger f(z) funksiyany (9.7) gornlsde
yazyp bolsa, bu yerde l//(Z) funksiya Z = oo nokatda
analitik, onda (9.6) formula hem dogrydyr, yagny Z = oo
nokat f (Z) funksiyanyn m tertipli nolydyr.

Bu yerden asakdaky tassyklamalar gelip ¢ykyar.

Teorema 9.1. zZ=2y# nokadyn f(z)
funksiyanyn m tertipli noly bolmagy tcin, ol funksiyanyn
(9.4) gorniisde yazyp bolmagy zerur we yeterlikdir, bu
yerde h(z) funksiya Zg nokatda analitik we
h(zg) # 0.

Teorema 9.2. Z = oo nokadyn f(z) funksiyanyn
m tertipli noly bolmagy gin, ol funksiyanyn (9.7)
gorniisde yazyp bolmagy zerur we yeterlikdir, bu yerde
w(2) funksiya z = oo nokatda analitik we (o) # 0.
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Netije 9.1. Eger Z = Z; nokat f(z) funksiyanyn
m tertipli noly bolsa, onda g(z) = [f (Z)]p
(p =1—bhitin san) funksiyanyn nolynysi tertibi pm
bolar.

Mysal9.1. z = kz(k = 0,£1,%2,...)sin z
funksiyanyn birinji tertipli noly-dygyny gorkezin.

3 5
ozuwi. SInt=t —g + E +... dagytmany

ulanyp, alarys:

3
sinz = (-1)* sin@ —kr) = (—1)k{(z—kn)—%+...+

(z- k7r)2n_1
(2n—1)

2k (2K
=(z-w{(-1)k£1 : +. DM e j)!+..ﬂ:(z—kﬂ)}‘(z),

bu yerde

o nklq Z-km _ n_l(z—kﬁ)zn_2
h(z) =(-1) (1 3 +...+(-1 (2n-1) +J

h(kz)=(-1)X 20,  diymek  z =k —berlen
funksiyanyn birinji tertipli nolydyr.

Mysal 9.2. z =0nokadyn 1—c0Sz funksiyanyn
ikinji tertipli nolydygyny gorkezelin.

+(-)"?
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Gozulisi.Hakykatdan-da,
2 L4

cost=1- 51 + - ...dagytmany ulanyp, alarys:

2 A 2 A 2
e S T A I I, W
27472 4 2 4

1 z° 1
bu yerde h(z) = —l—] ..,h(0)= P # 0, diymek
Z = 0 —berlen funksiyanyn ikinji tertipli nolydyr.
Teorema 9.3. Goy, f(z)funksiya z = z; nokatda
analitik bolsun. Onda ya z=z,nokadyn kabir etrabynda

f(z)=0, ya-da z=2y nokadyn kébir etraby bar

bolup, ol etrapda Z=12Z; nokatdan basga
f (z) funksiyanyn noly yokdyr.

Subudy. Iki halyn bolmagy mimkin: 1) (9.1)
hataryn ahli koeffisiyentleri nola den bolmagy, onda

Z = Z nokadyii kabir etrabynda f (z) =0, 2) seyle bir
m =1 san tapylyp, Cy =C; =...=C,,,; =0,C, #0.
Ikinji yagdayda z =z nokat f(z)funksiyanyn
m tertipli noly bolar, yagny f(z) =(z—24)™h(z), bu
yerde h(z)funksiya z =12y nokatda analitik we
h(zg) #0. h(z) funksiyanysi Uzniksizliginden we
h(zg) # O.sertden, z =2z nokadyn kabir etrabynda
h(z) 0. Diymek Z = Zpnokadyn kabir etraby tapylyp,
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sol etrapda f(z)funksiyanyii Z = Zpnokatdan basga () =6sinz® + 2°(2° —6) =6 NSNS S I R
noly yokdyr. 3 5
2 22 Z15 Z21 1 Z6

Mysal 9.3. z=0 nokat f(z)=z°(e® -1 —+...:215-[ - +J

N 20 840 20 42
funksiyanyn nécinji tertipli noly. 5

Gozulisi. Berlen funksiyany z = 0 nokatda Teylor 15 1 Z
hataryna dargadalysi. Sonuit (icin f(2) =27¢(2), bu Yerde ¢(z)= 2_0 1 R

2 3
et =1+t+_|+§+___ dargatmany ulanalyii. funksiya Z =0 nokat berlen funksiyanyn 15 tertipli
: nolydyr.

o 2 oA, 2. 2" 7 f 2 2" 2 .

f(2)=z (e —1)=Z 1+z 7+§+--71 =77 45+§+ o= 89.2.Yeke-téklik teoremasy we onuii netijeleri.

. 2 A . , 2 . Teorema 9.4. (Yeke-tiklik teoremasy). Goy f (2)
Z 1+E+§+--- =gz, f(@=2°€" -D=7"9(2) funksiya D oblastda analitik bolsun. Eger D oblastyfi
dirli nokatlaryndan ybarat bolan, z =235 € D nokada

2 4

YA Z Y Y i ik Uci =
bu  Jerde (0() 1+§+§+ funksija  z =0 yygnanyan, {Zn}yzyglderllk Ucin f(z)=0 bolsa, onda

Vze Dugin f(z,)=0.
Subudy. f(z)funksiyany z, nokadys etrabynda
Teylor hataryna dagydyp,

nokatda analitik we qo(O) 1+ 0. Diymek n=4, yagny

Z = 0 nokat berlen funksiyanyn 4-tertipli noludyr.
Mysal9.4. z =0 nokat f(z)=6sinz>+2°(z°—6) o i

funksiyanyi nécinji tertipli noly. f(z) = gocn (z-25)". (96

Cozulisi. Berlen funksiyany z = 0 nokatda Teylor . . . e .
hataryna dargadalyi. Sonun Ggin ahli koeffisiyentlerinin nola dendigini gorkezelin. Eger

3,5 7 tersine guman etsek, onda Zy nokadyn, kabir etraby

sinz=1z- 2 + T + ... dargatmany ulanalys. tapylyp, f(z)# 0(z # zg)bolar. Bu bolsa teoremanyi
' ' ' sertine garsy bolar. Diymek (9.6) hataryn ahli C,
koeffisiyentleri nola dendir. (9.6) hataryn
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K, = {z Hz—2z| < po| tegelekde yygnanyandygy
aydyndyr, bu yerde pg—2Zy nokatdan D oblastnyn
cagine cenli uzaklyk. Diymek Kp0 tegelekde f(z)=0.

|w)

NN
&

38-nji surat
Goy, z* nokat D oblastnysi erkin nokady bolsun.
f(z") = Obolyandygyny gorkezeliii. Z, nokat bilen z*

nokady D oblast degisli bolan legri bilen birikdirelin.
D oblastnyn I

cagi bilen legrinin arasyndaky uzaklygy o bilen
belgilalin.

p > 0 boljakdygy aydyndyr. Merkezleri | egré degisli
we ‘Zi — Zi—l‘ < g(l = ﬁ) serti kanagatlandyryan
degislilikde Zg,2y,...,Z, = 2" nokatlar bolan
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Ko, Ki,...K,, tegelekleri guralyi. Ahli K; (i = 0,n)
tegeleklerin D oblast degisli boljagy dusnuklidir. Kj_4
tegelegin z,4 merkezi K; tegelege degislidir. pg = p
bolanlygy tcin K tegelek Kp0 tegelege degislidir we
Vz e Ky tcin f(z)=0. f(z)funksiyany z;nokatda
Teylor hataryna dargadalyn:

f(2) = io(f(z—zl)”.

K, tegelegiii D oblastda degisli bolandygy ug¢in bu hatar
K, tegelekde yygnanyandyr. K, tegelegiii z; merkezi
Ko degisli bolandygy Ugcin Z; nokadyn etrabynda
f(z) =0 den, seylelikde onki usul bilen Vz e K gin
f (z) = 0alarys. Bu pikirlenméani dowam edip &hli
K;(i = O,_n) tegeleklerde f(z) =0 bolyandygyny
alarys, seylelikde z* e K, bolandygy iicin f(z*) =0.

Teorema subut edildi.
Netije 9.2. Goy, f(z) funksiya D oblastda

analitik bolsun. Eger predel nokady zy e D bolan
G < D kopliukde f(z)=0 bolsa, onda Vz € D (gin
f(z) =0 bolar.

Subudy. Predel nokadyn kesgitlemesine gora,

Z, €G we lim z, =z sertler yerine yeter yaly dirli
N—00
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nokatlardan bolan {Zn }, n=12,... nokatlar tapylyar.
Diymek, z,e€D(n=212,...) vyzygiderlik ugin
f(z,) =0. Yeke — taklik teoremasyna gora Vz e D
tgin f(z) =0bolar.

Netije 9.3. Goy, f(z), g(z) funksiyalar D
oblastda analitik bolsunlar. Eger predel nokady zy € D
bolan G — D koplikde f(z)=g(z) bolsa, onda
Vz e D Ggin f(z) = g(z)bolar.

Subudy. h(z)= f(z)—g(z)funksiyada D
oblastda tzniksiz we ¥z € G tgin h(z) = 0. Netije 1
esasynda Vze D gin h(z)=0 bolar. Diymek,
Vz € D Ggin f(z) = g(z)bolar.

.1
Bellik9.1. f(z)=sin— funksiya
YA
garalyn lim z, = Oderiligi kanagatlandyryan
N—o0
1
z, =—(n==x142..)) yzygiderlik t¢in f(z,)=0
Nz

bolyandygy aydyndyr, yone f(z) #0. Bu alnan netije
subut edilen yeke-téklik teoremasyna garsy déldir. Sebabi
Zo = 0 nokatda berlen funksiya analitik déldir.

Bellik 9.2. Yeke — taklik teoremasynyii we Netije
1, 2-in tassyklamalary D oblastnyii ornuna gineldilen
kompleks tekizligini alanynda-da dogrydyr.

183

Kop halatlarda yeke - taklik teoremasyny
asakdaky gornlisde ulanmak amatlydyr:
Netije 9.4. Goy, f(z) funksiya D oblastda

analitik bolsun. Eger f(z) funksiya D oblast degisli

bolan kabir legride ya-da K tegelekde nola den bolsa,
onda Vz € Diigin f(z) =0 bolar.

Mysal 9.5 |z| <1 tegelekde

1 1 egern =1
n
0 eger n=1,
serti kanagatlandyryan analitik funksiya barmy?
Gozilisi. ‘Z‘ <1 tegelekde analitik bolan w = 7°

funksiya garalyn Gozleyan f(z) funksiyamyz bar diyip
1

guman edelin Bu iki funksiyalaryn z,, =—(n=2,3,...)
n

nokatlardaky bahalaryny denesdirelinn Bu iki funksiyanyn

1
Z,, nokardaky bahasy —Zdeﬁdir.
n

lim z, =0. Diymek yeke-taklikteoremasyna
N—00

gora ‘Z‘ <1 tegelekde funksiyamyz f(z)= 22 bolar.
Berlisine gora f (1) = 0.Yoéne alan funksiyamyz icin:

fW=22_,-1
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Alnan garsylyk goézleydn analitik funksiyamyzyn
yokdygyny gorkezyar.

1 1
Mysal9.6. f[—) = serti
o Nrxr
N+ COS 7

kanagatlandyryan, z =0 nokatda analitik funksiya
barmy,

Gozulisi. Goy, seyle f(z) funksiya bar bolsun.
Bu funksiya z = 0 nokatda analitik bolanlygy tcin kébir
K:|zZl<r tegelekde-de analitikdir. Bu tegelekde

analitik bolan W=12 funksiya garalyn

N—c0

. 1

lim z, =O[Zn =—) bolanlygy tgin, kabir N
n

nomerden baslap z,, nokatlar K tegelege degisli bolar. n-

1
tdk sanlar bolanda — nokatlaryn koplugini D bilen
n

belgilalin. w = f (z) we w = z funksiyalar.

89.3.Swarsyii lemmasy
Analitiki funksiyanyfi modulynyfi maksimum
prinsipinden
birndce wajyp netijeler gelip ¢ykyar.
Lemma 9.1. (Swars). Eger f(z) funksiya birlik
tegelekde birbahaly we analitik bolup, f(0)=0,
|f(2) <17 <1) sertleri kanagatlandyryan bolsa, onda ol

[f/0)<1  |f(z)<]d  (Z<1) sertleri hem
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kanagatlandyryandyr. Sunlukda |f'(0)] =1 ya-da
| f(z,) =|z,| (ift bolmanda |z| < 1tegelegifi bir
z,(z, # 0)nokadynda) defilik difie f(z)=ez bolanda
yerine yetyar (« —hakyky san).

Subudy. Goy, f(z)=C,z+C,z? +..(7 <1)bolsun.
Alarys:

go(z):@ =C,+C,z+....

Bu funksiya ¢(0)=C, = f'(0) serti kanagatlandyryan |z <1
tegelekde analitik funksiyadygy aydyfdyr.

Birlik tegelegifi haysyda bolsa bir z' nokadynda ¢(z)
funksiynyfi bahasyna seredelifi: eger r san |2/| <r <1 serti
kanagatlandyryan bolsa onda

‘go(z’)s max |o (z)

|z|=r
defisizlik yerine yetyér, yone teoremanyfi |f(z) <1 sertini
g0z ofilnde tutup

maxp(z) = max@ =
|2]=r 2=r| z r
defisziligi alarys. Diymek |o(z' | <1 ¢ 1 bolanda

-
sofiky defisizliklerden alarys: ‘(p(z’} <1.
Hususy halda, 2z’ =0bolanda |p(0) =|f’(0) <1we

2 =z, = 0bolanda |¢(z, ) :‘ f(z)

Zy

<1 yagny |f(z,) <z,

defsizlikleri alarys.
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f'(0)=1 ya-da |f(z, ) =|z,|defilik birlik tegelegifi kabir
nokadynda yerine yetse, onda analitik ¢(z)funksiyanyfi
moduly 6zunifi maksimumyna birlik tegelegifi ¢dginde
eyedir, ol hem bire defidir. Bu yagday difie
¢(z)=const = e'*bolanda, yagny f(z)=e“z.

) X Bap. Birbahaly izie ayratyn nokatlar
1. Uzne birbahaly ayratyn nokatlaryn gorniisleri.

Kesgitleme10.1. Eger f (z) funksiya
0< ‘Z - ZO‘ < R halkada analitik bolup, z,(z, # )
nokatda analitik bolmasa, onda z, nokatda f (z)

------

Kesgitleme10.2. Eger f(z)funksiya

R < ‘Z‘ < o0 oblastda analitik bolsa, onda tikeniksiz
daslasan nokada bu funksiyanyn birbahaly iziie ayratyn
nokady diyilyar.

Z, nokadyii etrabynda f(z) funksiyanysi 6zini
alyp barsyny éwrenelin. Gegcen temadan belli bolsy yaly
bu funksiyany 0 <|z — ZO‘ < R halkada Loran dargadyp
bolyar. U¢ yagdayyn bolmagy miimkin:

a) (Z — ZO) tapawudyn otrisatel derejeli agzalary

saklamayan;

b) (Z — ZO) tapawudyn otresatel derejeli tukenikli

agzalary 6zunde saklayan;
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w) (z—zo) tapawudyn  otrisatel derejeli

tlkeniksiz kop agzalary 6ziinde saklayan.

Bu yagdaylaryn her birine ayratyn seredelin.

a) bu yagdayda Loran hatary adaty derejeli hatar
bolyar, yagny

f(z)=§cn(z—zo)”.

Z — Z bolanda f(z) funksiyanyn predeli bar bolup,
onun c, den boljakdygy aydyndyr.

Eger f(z) funksiya Zq nokatda kesgitlenmedik
bolsa, onda bu nokada f(z) funksiyanyn dizeldip
bolyan ayratyn nokady diyilyar.

Eger f(zy)=C, diysek onda f(z) funksiya z
nokatda analitik bolar. Seylelikde f(z) funksia
‘Z - Zo‘ < R tegelekde analitik bolar.

Bu aydylanlardan asakdaky tassyklama gelip
cykyar:

Teorema 10.1. Eger Zy nokat f(z) analitik

funksiyanyn dizeldip bolyan lzne ayratyn nokady bolsa,
onda lim f(z) =c,, sunlukda [c,| <.

f(z) funksiya oziniii diizeldip bolyan (Uziie
ayratyn nokadynyn etrabynda ¢éklenendir we
f(z)=(z2-20)"(2) (10.1)
gorniusde yazyp bolmagy mimkin, bu yerde m >0,
¢(z9)# 0. Eger m>0
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bolsa, onda lim f(z)=0, sonuii Ggin m san z,
Z—>1

nokadyn f (Z) funksiyanyn nolunyn tertibidir.
Teoremal0.2. Eger f (Z) funksiya
0<|z—2p| <R halkada analitik we caklenen bolsa

onda Zy nokat f(z) funksiyanyn duzeldip bolyan (zne
ayratyn nokadydyr.

Subudy. f(z) funksiyany z, nokadyn etrabynda
Loran hataryna dargadalyn:

=z n 1 f(n

:ngxz—%),anzmgor_i;ﬂdn,n:QiLm,
bu yerde y, = {z:2-2|=1,}(0<r, <R)

Alarys:

C < 1 ‘f(ﬂ M 2zp M

‘ ‘ n+1‘ ‘ 27[. n4l  n
m -1 PP

bu yerde ‘f <M ‘ Bu densizligin ¢ep bdlegi o bagly

dal, sonud t¢in N < 0 bolsa ¢, =0.bolar.

Sln Z
Mysal10.1. z=0 nokat f (z) =
Z
funksiyanyn dlzeldip bolyan ayratyn nokadydygyny
gorkezin.
Goziilisi f(z) funksiya z=0 nokatdan basga
nokatlarda analitikdir we
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Z3
lim——=Ilim—————=1lim/1-—+... | =1
>0 Z z—0 yA z—0 3

b) buyagdayda Loran hatary
f(z)= 3C,(z-25)" (102
N=-—m

gbrnusi alar Bu yagdayda Z nokada f(z) funksiyanyn

------

Teorema 10.3. Eger Zo nokat f(z) funksiyanyi

polyusy bolsa, onda lim|f (z) = oo bolar.
17

Subudy (10.2)-den alaryS'

CJ‘“*l 2 1 SC (2
O gy o -

et oo sl ol
(- Z)"

f(z)= ﬂJr 3> Ch(z—124)",buyerde  (10.3)
(z—25)" no0

9(2)=C_ oy +C_puy(z—-20)+...+C4(z—27¢)™ ™.
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lim (p(z) =C_,, # 0 bolandygy tgin

Z—>1

i

(10.3) deiligi

1= 12 e+ e a0 @0
0
gornlsde yazalyn.

Teorema 10.4. Eger f(z) funksiya Ozlnin Uzrie

ayratyn Zy nokadynyn etrabynda analitik bolup, onun

moduly Z —in Zy —a ymtylys usulyna bagly bolmazdan
tukeniksiz 6syan bolsa, onda z; nokat f(z) funksiyanyi

polyasydyr.
Subudy. Teoremanyi sertine gora islendik A >0

san Uc¢in Zy nokadyn seyle bir & etraby tapylyp

()

funksiya garalyn. Zy nokadyn & etrabynda g()

funksiya analitikdir we lim g(z) =0. Teorema 10.3
Z—>1

tassyklamasyna gora  Zy nokat g(z) funksiyanyn

dizeldip bolyan Uzne ayratyn nokadydyr. (19.1) denligi
ulanyp, alarys:

[f(z)>A defsizlik yerine yetyar. g(z)=

_ L L Z9)# 0.
= 0 a7
191

ya-da
f(z :M7 vz =L
(z) G2y (z) o)
Bu denilikden zy nokadyn f(z) funksiyanyn m-

tertipli nolydygy gelip cykyar.
1
Mysal 10.2. Z = —1 nokadymn f(z) _ _1
Z+
funksiyanyn polyusydygyny

gorkezin .
Gozilisi. Berlen funksiya z = —1 nokatdan

— analitik funksiya.

1
basga nokatlarda analitikdir we lim —— =0
z>-172+1

w) bu yagdayda Loran hatary

N=co
f(z)= XCnl(z-2)"

N=—o0
gornlsi alar. Bu yagdayda z nokada f(z) funksiyanyn

tlys ayratyn nokady diyilyar.
Teorema 10.5. (Sohoskiy). Goy Z, nokat f(z)
funksiyanyn tllys ayratyn nokady bolsun. Onda VA
kompleks san (gin, Zy nokada yygnanyan {Zn}

yzygiderlik tapylyp, lim f(zn)zA defilik yerine

Nn—oo
yetyandir.
Subudy. Goy, A=oco holsun. lim f(z,)=

N—c0

denligi kanagatlandyryan zy nokada yygnanyan {Zn}
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yzygiderlik tapylmayar diyip guman edelin Bu diyildigi
Zo nokadyn etrabynda f(z) funksiya caklenen, yagny
n<1 bolanda C, =0. Bu diyildigi 2z, nokat f(z)
funksiyanyn dulzeldip bolyan Uzne ayratyn nokady
diyildigidir, bu bolsa teoremanyn sertine garsy gelyér.
Indi, goy, A=#o bolan. Eger kabir {Zn}
(zn # zo) yzygiderlik tgin f(z,,) = A bolsa, onda
teorema subut edildigi bolardy. Sonun Ugin Zy nokadyn
kabir etrabynyn vz=z, nokatlary dcin f(z)= A

bolsun. Bu yagdayda g¢(z) = funksiya zg

1
f(z)-A
nokadyn kabir etrabynda analitikdir. zg nokadyn ¢(z)
funksiyanyn tiys ayratyn nokadydygyny gorkezelin.
Zo nokat g(z) funksiyanyn polyusy ya-da duzeldip
bolyan ayratyn nokady diyip guman edelin.

1
0(2) = = .

H2)-A (z2-29)"0(2)
m >0 we ¢(zq) # 0.
ya-da

, bu yerde

f(2)-A=(z2-20)"p(2).
Bu bolsa, z( nokadyi f(z) funksiyanyn diizeldip

bolan ayratyn
nokadydygyny anladyar, teoremanyn sertine garsy

gelyar. Seylelikde z nokat g(z)funksiyanyn tuys
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ayratyn nokadydyr. Teoremanyn subudynyn birinji
bolegine gora seyle bir {zn}{zn ;tzo} yzygiderlik

tapylyp lim g(zn ) = o0. Sol yzygiderlik tgin

N—c0
lim - — = lim f(z,)=A
10 £ (2,) = A oo

Teorema 10.6. Zg nokadyn f(z) funksiyanyi

tiys ayratyn nokady bolmagy dcin lim f(z) predelin
Z—»0
yok bolmagy zerur we yeterlikdir
Bu teoremanys subudy teorema 1 we teorema 3-
den gelip ¢ykyar.
1

Mysal 10.3. z=0 nokadyn f(z)= ez’
funksiyanyn tiys ayratyn nokadydygyny gorkezin.
Gozulisi, Goy, Z = X bolsun. Onda
1

. : 2
lim f(z) = limeX = oo,
-0 x—0
eger Z =1y bolsa, onda

1 1
: . BE . T2
limf(z)=lime"” =lime ¥ =0.
z—0 y—0 y—0

1
Mysal 10.4. Z =2z, nokat f(z)=eZ? funksiyanyn
tlys ayratyn noka-dydygyny gorkezelin
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1
Gozulisi. f(z) =e? funksiyany z =z, nokatda
Loran hataryna dargadalyn:
_ o0 l
f(z)=ez =Y .
n—on!z"
Bu denlikden gornisi yaly Loran hatarynyn esasy
bolegi tiikeniksiz kép agzany saklayar.
Mysal 105. z=o nokat f(z)=cosz
funksiyanyn tiys ayratyn nokadydygyny gorkezelin
Gozulisi. Alarys
2n

X Z
f(z)=cosz= 3 (-1)" .
n=0 (2n)!
Diymek zZ = oo nokatda Loran hatarynyn esasy
bolegi tiikeniksiz kdp agzalary saklayar.

.1

Mysal 10.6. Zg nokadyn f(z)=sin—

yA

funksiyanyn tlys ayratyn nokadydygyny we islendik A
nokat Gcin teorema yaly {Zn} yzygiderligin bardygyny

gorkezelin.

i
Gozulisi. Goy, A=#oo bolsun, onda z, =—
n
yzygiderlik t¢in alarys:

. o1 .
limz, =0, lim sin— =— lim shn =00 = A
Nn—o0 n—o0 Zn N—o0
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Goy, indi A # 0 bolsun. {Zn} yzygiderligi tapmak

.1
tcin sin— = A denleméni ¢ozmeklige synalysalyx.

YA

Alarys:
1 Arcsin A= } Ln(iA+ Ny AZ)
YA |

i ) i
Ln(iA+ J1- A2 )_ |n(iA+ J1- A2 )+ omzi
1

" In(iA+ V1-A? )+ 2n7i

yzygiderligi alalyn, bu yerde V1-— A2 haysynda bolsa
bir bahasy alynyar. Guran {Zn }yzygiderligimiz asakdaky
teoremanyn

lim z, =0, f(z,)=A n=12,..

N—co

Diymek

1= m=0,t1,....

z (n=12,.)

lim f(z,)=A
N—00
1

Mysal 107. z=0 nokadyn f(z)=e?
funksiyanyn tiys ayratyn nokadydygyny mysal 10.3-de
gorkezipdik.  Sohoskiy  teoremanyn  sertini  we
tassyklamasyny barlamaly.
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1
GOziwi. A = oo bolanda z,, = — diyip alarys:
n

. 1 . .
limz, = lim==0, lim f(z,)=lime" =0
N—»o0 n—o N N—o0 N—o0

1
Goy, A=0 bolsun, onda z, =—. Alarys:
n

limz, =0, lim f(z,)= lime" =0.
N—o0 N—00 N—o0

Goy, A=oowe A= 0 bolsun. {Zn }yzygiderligi tapmak
ugin

1
ez =A
denlemani ¢ozelin. Alarys:
1
— = LnA,
YA
1 1

m=0,%,...

z INA+2ma’

1

7= .(n=1,2,...)diyip, alarys:
InA+2n7ri( )digip Y
limz, =0, Ilim f(z,)=A
N—o0 N—00

Teorema 10.7 (Pikar). Eger zy nokat f(z)
funksiyanyn tlys ayratyn nokady bolsa, onda her bir
A#o Ugin, A=Ay baha Ugin, kadadan cykma
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bolmagy mimkin, Zy nokada yygnanyan durli
nokatlardan bolan yzygiderlik f(z) = A desilemanin
¢cozuwidir.

Bu teoremanyn subudyna asakdaky mysallarda
gOzyetirelin

Mysal 10.7 z = oo nokat f(z) = e’ funksiyanyii
tlys ayratyn nokadydyr.

e’ = A(A=0)
denleméni ¢ozelin.
Zn =LnA=InA+i(arg A+2mz),m=0,£1,...

Bu denlikden gornisi yaly Z =00 nokadyn
etrapynyn tukeniksiz kop nokadynda e’ funksiya A
dendir. e’ funksiya A=0 baha eye déldir

X1 Bap. Wycetler. Argument prinsipi.
8 11.1. Wycetin Kesqgitlenisi.

Wycetleri hasaplamaklyk icin formulalar.
1. Wycetin kesqgitlenisi

Goy, f(z) funksiya 0< ‘Z — Zo‘ < R halkada
analitik bolsun. Bu funksiyany

(2)= ¥Calz-2o)"

Loran hataryna dargadalyn.
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Kesgitleme 11.1. ij' f(n)dn kompleks sana
2m

f(z) analitik funksiyanyn uziie ayratyn Zy nokadyna
gOréd wyceti diyilyar we res[f (Z), Zo] bilen belgilenyér,
bu yerde y egri z,nokady 0z icinde saklayan we
funksiyanyn analitik oblastsyna degisli bolan yapyk egri.

f(z) funksiyany zy nokadyii etrabynda Loran
hataryna dagytmasynyf koeffisiyentleri tcin formulany
ulanyp

reg f(z), zo]zi_j f(n)dn=c, (11.1)

27
/4

denligi alarys.
1

Mysal 11.1. f(z)=eZ funksiyanyii z=0
nokada goré wycetini tapyn.

Gozulisi. Berlen funksiyany z =0 nokatda
Loran hataryna dargadalyn:
1
. 1 1 1
ez =1+—+ + + ey
z 27° 37°
1

bu defilikde ¢, =1, diymek res| e2,0 | =1.
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sin z
Mysal 11.2.  f(z)= —¢ funksiyanys z=0
Z

nokada goré wycetini tapyn.
Gozilisi.

= + S
25 3!23 51z 71

6 ol

sinz 1
c. =L diymek res[—,o} ==
51 .

1
f(z)=2zcos—— funksiyanyi

Mysal 11.3.
z+1

Z =1 nokada gora wycetini tapya.

Gozulisi.
1 1 1
zcos——=|lz+1)-1)| 1- + —...
z+1 (241 { 20z+1)%  A(z+1)* J
=(z+1)- 1 + 1 T

20z+1) 2(z+1)

¢, =—1, diymek res[z cosi,—l} __1
2 z+1 2

2. Wycetleri hasaplamak tcin formulalar
Wycetin zo(zo * oo) nokada gora basga birnéace
hasaplanys usullaryna garalyn:
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a). Goy, Z; nokat f(z) funksiyanyn birinji tertipli
polyusy bolsun, yagny

f(z)= = +icn(z—zo)”.

Z— Zo n=0
Bu denligi (z — zo) tapawuda képeldip, soira Z — Z
predele gecip, alarys:

f(2Nz-20)=C_y + 3.Cplz—20)"™!

n=0
lim f(z)(z-2z9)=C_,
Z—>1
res[f(z),zo]= lim f(z)z-z,) (11.2)
Z—>1
22 +7-1 ., N
Mysal 11.4. f(z) =3 funksiyanyi Uzfie
" -7
ayratyn nokatlaryna goréd wycetlerini hasaplan.
GoOzilisi. Ilki bilen berlen funksiyanyn (zie
ayratyn nokatlaryny tapalyn:

22 7=0> z(z2 —1)=O:> 21 =0,2, =123 =-1.

Bu nokatlar berlen funksiyanyn birinji  tertipli
polyuslardyr.
(11.2) formulany ulanyp, alarys:
2 2
. z°+z2-1 Z°+z7-1
res[f(2),0]= I|m£ .z S

z—0

= lim

1
22 -1 >0 72 -1

. 22 +z2-1 P+ z-1 1
reS[f(Z),l]lelm(m'(Z—l) :zlﬂlll Z(z+l) :E,
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22+z—1_ 1

. 2% +2-1 :
res[f(z)-1]= ZILrgl(m-(z +1)] =lim T

b) Goy, f(z)= M bolsun, bu yerde ¢(zq) # 0,
v (2)
w(20)=0,p'(z9)# 0.
Onda (11.2) formulany ulanyp,

res) 22 5 | jim [22) (5 = fim —2(2) _ 9(z)

esb(z)’ } szO(w<z>( °’j v -v(ze)  y(zo)
@ }: (o) 113
resL//(Z)’ZO v'(2o) -

formulany alarys.

Mysal 115, z= kﬂ'(k = O,il,...)nokatlarda
COS z ., ..
f(z) = Clg z = —— funksiyanyn wycetlerini tapmaly.
Sin z
Gozulisi. (11.3) formulany ulanyp, alarys:

COS Z COS Z coskrm
res| —— ,kz |=| — = =1.
sin z (sinz) |, . coskrx

w) Zy nokat f(z) funksiyanyn m > 2 tertipli
polyusy bolsun, yagny

f(z)=c (z2-2,) " +..+cy(z-2,) + > c,(z—-2,)".

n=0

202



Bu deiligiii iki bolegini hem (z —z, )™ kopeldip, soira
(m—l) gezek differensirlégp, z — zy predele gegip,

alarys:
Cd™Mz=z.)"f(z
(m _1)!0_1 :zILT (( dngl) ( ));
ya-da
IUPATRE YL = LTC R
0 _(m—l)!z—>zo dz™t :
Mysal 116. Z = i nokada gora f(z):#m
(1+ 22)

Funksiyanyn wycetlerini tapyn.
Gozilisi. z=1 nokat berlen funksiyanyn m
tertipli polyusydyr.(11.4) formulany ulanyp, alarys:

dml((Z—i)m. ml ; mj
1 . 1 . (z=-D"(z+1)

res = lim =
{(1+z2)m } (m—1p 22 dz™*

1 i d rT"1((2 +l)’m)

_ 1 lim(-m(-m-1).(-m-m+

(m-1y>%  dz™ (m—1) =
(g ai) ) (_1)m71 m(m +1),__(2m - 2) em (Zm - 2)!
2)(z+i) ) (m-1) (2) 22" (m 1))

Kesgitleme 11.2. i [ f(7)dn kompleks sana f(z)

2my

funksiyanyn z = oconokada géra wyceti diyilydr, bu
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yerde ¥ yapyk egri 6zinin dasynda f(z) funksiyanyn
Z = oconokatdan basga ayratyn nokatlaryny saklamayar,
yagny

1 1
ref[f(Z),OO]=£ilf(n)dn=—ayf+f(n)dn=ﬂl (11.5)
Goy, z=wnokat f(z)funksiyanyii m tertipli noly bolsun.

Onda tlkeniksiz dasglasan nokadyn etrabynda Loran
hatary

f(z)=c;mm+ L
z

n+1
z

gornusi alar, bu yerde C_, #0. Zz—> o bolanda
asimptotik formulasy

f(z)—rzim(A:cn +0)

gornusi alar. Eger m=1 bolsa, onda
res[f(z),0]=—c, = —A, eger m > 2bolsa, onda
res|f(z),o0]=0.
Seylelikde
F2)~ 22 > o) = res[F () 0] =—A  (106)
z

(2o (2 > 0,m > 2) = res[(z),00] = 0 (11.7)

z
! 1 1
Mysal 11 .7. eZ =1+ —+——+... funksiya

z 2z°
tgin ¢, =1, diymek res[f (z), oo] =-1.
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1 1
Mysal 11.8. z=oo nokat f(z)=———cos-
Z2+2 1

1
funksiyanyn birinji tertipli nolydyr: f(z):-—(z - oo).
yA

(20.6) formuladan res[f (z), oo] = —1 deiiligi alarys.

z .1
Mysal 11.9. z=o0 nokat f(z)= 3 Sin—

z2°+1 Z

funksiyanyn ginji tertipli noludyr:
1
f(z)vz—s(z — o). (20.7) formuladan

res| f (z),c0] = O desligi alarys.

8 11.2. Wycetler baradaky teoremalar
Kesqgitli integrallary hasaplamaklykda
wycetlerin ulanylysy.
1.Wycetler baradaky teoremalar.

Teorema 11.1. (Wygcetlerin esasy teoremasy).
Goy, f(z) funksiya birbagly D oblastyfi z;,Z,,...Zy
nokatlaryndan basga nokatlarynda analitik bolsun. Onda
Z1,29,...ZN nokatlary 0z iginde saklayan islendik
vy < D yapyk egri tgin

[ f(z)dz = 2 %res[f (2).z,] @18)
y k=1

denlik dogrydyr.
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Subudy. Goy, ¥1,72,....¥ N degislilikde merkezi
Z1,29,...,ZN We radiuslary yeterlik Ki¢i r,,r,,...r, bolan
D oblasta degisli towerekler bolsun. Towereklerin ugry
sagat dilinin aylanyan ugruna garsy edip alalyn.

Goy, y < D egri y1,75,....,yN tOwerekleri 6z
cinde saklayan erkin yapyk egri bolsun.

Seyleikde dasyndan y icinden y,,y,,...,y, egriler
bilen céklenen kopbagly oblastda f(z) funksiya
analitikdir. Kopbagly oblast (¢in Kosi teoremasyny

ulanaly.
[f(z)dz =0

}’+z Tk

K=1

ya-da

[ f(z)dz+ %jf(z)dz:o [ f(z)dz+ [ f(z)dz=0,k =L N |,
r+ T Ik I

[ f(z)dz= % [ f(z)dz= nglres[f(z),zk].

y k=lyy

z+1

Mysal 11.10. dz integraly hasaplan.

2|=2 (Z —1)sin yA

GOzilisi. Integral asagyndaky funksiyanyn ayratyn
nokatlary z=1,z = kﬂ'(k = O,irl,...) aydyndyr. ‘Z‘ =2
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tOweregin  icinde  dine z=12=0 nokatlar
saklanyandyr. Sonun ¢in (21.1) furmuladan alarys:

| Z;l_dz=27ri res Z;l_,o +res Z;l_,l =
42 (2-1)sinz (z-1)sinz (z-1)sinz
z+1 z+1 z+1 z+1
= 27| res| Z=1 0|+ res| SINZ 1 || = 07 221 jsinzp |
sin z z-1 coszl,—g 1 |,

=2 —1+_i] ~ 8,65I.
sinl

Teorema 11.2. Eger f(Z)funksi;’/a ahli kompleks
tekizligin
Z1,29,...,ZN-1,ZNn =90 nokatlaryndan basga ahli
nokatlarynda analitik bolsa, onda

N
Sres[f(z),z,]=0 (11.9)
k=1

dnlik dogrydyr.

Subudy. y yapyk egrini  Z1,Z9,...,2ZN
nokatlary icinde saklar yaly edip saylap alyp, teorema
11.1. ulanyp

[ f(z)dz = 2 :éllres[f (2),2, ]

denligi alarys. Bu denlikden alarys:
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_ j_f (2)dz = 2n :gllres[f (z) ¢ ]

ya-da
N-1
2rires|f (2),00] = 27 ¥ res[f(z),z, ] = (11.9)
k=1
Mysal 11.11.
221

dz integraly hasaplan
2 1P(2.4 , )
Z=1(22 +1) (32 +1)
GOzulisi. Integral asagyndaky funksiyanyn ayratyn
nokatlaryny tapalyn:

(222 +1f (az* +1)' =0= (222 +1 =0,(8z* +1) =0=

. :_}’24 1 :}ei(mk)ﬂ’
2 3 2
1 1 iﬂ 1 i%ﬂ
z* =§e'(1+2k)” =7, =\Ee 2 (k=01), 24,4 =\ge 4

(k =0123)
Bu nokatlaryn hemmesi ‘Z‘<1 tegelege degislidir.
Diymek

Il ez 1+ " _;re{(zf +1 (32* +1)° ’Zk}

21
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Teoremanyn 2-in tassyklamasy ulanyp,
Bu denligi g6z 6nune tutup, (11.10)-den alarys:

;21 o
res 00 4 .1 7
3 4’ dz=2n-—=—
(222+1) (324+1) j 3 4
z2|=1 (222 +1) (324 +1) 648 324
6 Z21
= > res YA » Zk (11.10) 2. Kesgitli integraly hasaplamaklykda
k=0 (22 +1) (32 +1) wycetlerifi ulanylysy
denligi alarys. 27 _
Bu deflikden gérnisi yaly bize integral | = jR(COS(D,Sm p)de  (11.11)
asagyndaky funksiyanyn oo nokada gord wycetini N 0
tapmak yeterlikdir gornusli integrala garquﬁ.
Alarys: Berlen integralaz:e'(p ornunda goymany ulanalyn.
741 ~ 741 _ Alarys:
3 4 4 .
(222 +1) (324 +1) 2326(1+12j3 .34,26(“14) dz =ie“dg, d¢=—i%, COS<0=%[Z+%} sinw=%[l—%) (11.12)
22 ???z . Eger ¢ argument 0-dan 27 —e cenli tiytgese Z —ululyk
21 - -
= z N T ‘z‘ =1 towerekde Uytgeyar (6zem polozitel ugur
133 1\ 648z 22 3z* v
648222(1+j (1+j boyunca).
222 324 (11.11) integral
_ 1 (1+__3'i+“'j(1+__4'i+“'j: | = [Ry(z)dz gomisi alar, bu yerde
648z 1 972 1 374 ‘Z‘Zl
I |1 1)1 1
Ri(z)=—R|—=|z2+—|,—| z—— | | —rasional
:L( _i+_jzi_i.i+,_ 1(2) z {2( z) 2|( zﬂ

C —i:>re z 0 -1
toe48 | (22 +1f3t 1) | 648
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Teorema 11.1. ulanyp, alarys

n
| =27 3 res[Ry(2), z, ], bu yerde z;,25,..., 2, —
k=1

nokatlar Rl(z) rasional funksiyanyn

Z‘ <1 tegelekdaki

polyuslary
2r d
Mysal 11.12. | = | _? integraly
o 2+C0s@
hasaplan.

Gozulisi. Z = e'? orunda goymany ulanalyn.
(11.12) peydalanyp, alarys:

| =i f dz _ _o; dz

[ —
Z‘lz£2+l(z+ln 2% +42+41
2 Z

Integral asagyndaky funksiyanyn polyuslaryny tapalyn.
22 +4741=0= 7, =—2++/3,2, =—2-/3.
Bulardan dinie z; nokat ‘Z‘ <1 tegelege degislidir. (11.1)

formulany ulanyp, alarys:

1

| =-2i-24d re{zl,zl}:_z]_m' - 4 1 2
2°+4z+1 22+4

2:21_7.—2\/§+2_\/§
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3. Kabir kesqgitsiz integrallary
hasaplamaklykda wycetlerin ulanylysy.

1. Bu bélimcede

| = [ f(x)dx
gornisli integrala garalyn.
Iki bilen asakdaky lemmany subut edelin
Lemma 11.1. Eger f(z) funksiya Imz >0

yarym tekizligin Zq,Z,,...,Zy nokatlaryndan basga

nokatlarynda analitik bolup, V‘Z‘>R nokatlar (Ggin

[f(z) <M /|2 (M,5 > Ohemiselikler) deisizlik

yerine yetyan bolsa, onda lim jf(nﬁn 0, bu yerde
R—x
Cr

Cr—Imz>0 yarym tekizlikdaki ‘Z‘ =R yarym
tOwerek.
Subudy. [ f(n)dn —integrala 7 =Re'?

belgileméni girizip alarys:
| f(n)% [#(Ré’Ri é¢d4< i (Re'(p)Rlé(pdgo< M-
Cr 0

Bu densizlikden, lemma 1-in tassyklamasyny alarys.
Teorema 11.3. Eger f(x) funksiya Imz >0
yarym tekizlige analitik dowam etdirilen bolup, analitik
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dowam etdirilen f(z) funksiya lemma 1-ifi sertlerini
kanagatlandyryan bolsa, onda

o0 N
[ f(x)dx =27 Y res[f(z),z, ] (11.13)
—00 k=1

denlik dogrydyr.

Subudy.

Cp +[-R,R]
yarym bdlek endigan
egri 0z icinde ‘/

L1,29,..., L\ Uzne Z.

; " N
ayratyn nokatlary 6z

icinde saklar yaly —

R — i yeterlik uly — >
edip saylap alalyn. -R 0 R
Teorema 1-in
tassyklamasyny
ulanyp,

39-njy surat

N
J f(n)dn=27 Y redf(z), 2]
Gi-RR 1
denligi alarys. Bu denligi asakdaky gérnusde yazalyn:

j+f (n)dn +?Rf (x)dx = 27i éres[f (2), 2, ]

R — oo bolanda lemma 1-ini tassyklamasyny ulanyp,
(21.6) formulany alarys.
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T 1

Mysal 11.13. | = J' ———dx integraly hasaplan.
X8 +1

GoOzilisi: Integral asagyndaky funksiya drob

rasional funksiya bolup, teorema 1-in hemme sertleri
yerine yetyér, sonun Ucgin (21.6) formulany ulanyp
bolyar. Integral asagyndaky funksiyanyn Imz >0
yarym tekizlige analitik dowam etdirilen

1
f (Z) = —funksiyanyn  ayratyn  nokatlaryny

2% +1
tapalyn:
in’+2k7r -
2°+1=0= z, =%-1=e © (k:O,S.)
Bu yerden gornlsi yaly

a i isi
zo=e5%, z1=e2,z,=e 6% nokatlar Imz>0
yarym tekizlige degisli.

(21.6) formulany ulanyp, alarys;

©dx . 2 1 [ 1 1 1

| e—=2n % res[ 5 ,zk}:2n|[—5+—+—5J:

“o X" +1 k=0 2" +1 62, 6215 Z5

57
27| 29 7, 1 i | gF o gE e
_ 4 —2+—2+—Z =—(zg+2;+2,)="|e'" +e'2 +e 6
6 lzg ¢ z3) 3 3

o

3

V3. .1 . A3 1) 2z
—+i=+0+i——Fi= [=—.
2 2 2 2 3

Bellik 11.1. Eger f(x) jubit funksiya bolsa, onda
(11.3) formula
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I f(x)dx = 7i kZN;; res[f(z) z,]

gornlsi alar.
Bellik 11.2. Teorema 11.3-e menzeslikde

Tf(x)dx:—zmgres[f(z),zk] (zk elmz<0,k:1,_N)

—0

formulany subut edip bolyar.
2. Indi

Ojoeiax f (x)dx

gornisli integrala garalyn.

Lemma_11.2. (Zordan). Goy, o >0 bolup,

asakdaky sertler yerine yetyén bolsun:

1) f(z) funksiya Imz >0, ‘Z‘ >Ry >0,

oblastda Uzniksiz;

2) R — o bolanda M (R) = mgx‘ Z)( — 0,
zelpr

bu yerde Cg —‘Z‘ =R, Imz > 0 yarym téwerek.
Onda

lim [e'*f(z)dz=0 (11.14)
R—w CR

Subudy. Goy, zeCpgr, R>Ry. Onda

7 =Re'?
0<gp<r,dz=iRe' do,

‘eiaz i (Rcosp+iRsing)| _ a—aRsing
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sin ¢ —funksiyanyn ¢ =% sOhl& gora simmetrikligini we

: 2
SIn = — ¢ densizligi ulanyp, alarys;

T
Ieiaz f (Z)dz _ ][‘eioz(Rcos @ +iR sin (p)f (Re ip )Rle i(pd(D <
Cq 0
< Te-“RS‘“‘P f(Re' JRdp < 2RM (R)”jlze-ZRS‘”fﬂdgo <
0 0

7 l2

<2RM (R) [e™®dp = ”R (e® —1)=
0
- MPT (e )< T M (R).
(04 o

Bu densizlikden (11.14) denlik gelip ¢ykyar.
(11 13) denlikden

je'“xf()dx 2m2res[e'“zf zk] (11.16)

denllk gelip cykyar, bu yerde Zy,Z5,...,Z\ nokatlar
Imz >0 yarym tekizlikdaki f(z) funksiyanyn ayratyn
nokatlary.

Bellik 113. Eger a <0 bolsa Cg yarym

towerege hakyky oka gord simmetrik bolan yarym
tOwerek bilen calsyryp

je'“x f (x)dx = —27i Z res[e'o‘Z f(z zk]

—o0
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defligi alarys, bu yerde z;,25,...,Z) nokatlar Imz >0
yarym tekizlikdaki
f (Z) funksiyanyn ayratyn nokatlary.

Bellik 11.4. Hakyky Uytgeyan argumentli hakyky
f(z) funksiya we o >0 bolanda (21.8) formuladan
alarys:

o0 N .

[ f(x)cosoxdx=—21m Zres[e"ﬂf(z), zkl (11.17)
—0 k=1

o0 N .

[ f(x)sinaxdx=2zRe Y res[e'o‘Z f(z), zkl
—00 k=1
© (x —1)cos5x

Mysal11.4. | =
o XT—=2X+5

dx integraly

hasaplan.

Gozilisi. f(z)= funksiyanyn Uzne

22 -27+5
ayratyn nokatlaryny tapalyn.

22 -27+45=0= 2y, =1+ 2i.
z; =1+ 2i nokat Imz >0 yarym tekizlige degislidir.
(21.9) formulany ulanyp, alarys:
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: @ﬂdxrmlm{re{em#’hﬂz
o X5 —=2%X+5 ¢

=21 Im{ (21 } =21 |m(—ei52(z_l)}

22 -27+5 271-2
21+2i-1)

=7 Im(e‘lo(c035 +i sin5)) = e sin5.

z=14-2i z=142i

—10+5i

=-2rIm =—rlme =

8 11.3 Logarifmik wycet. Argument prinsipi.
Ruse teoremasy
1. Logarifmik wycet

Lt (]-+ 0

f(z)
logarifmik ontmi diyilyar. Logarifmik onimin Z = z
nokatdaky wycetine f(z) funksiyanyn bu nokatdaky
logorifmik wyceti diyilyar. Eger f(z) funksiya z =z
nokatda analitik bolsa, onda bu nokatda f'(z)-
analitikdir; eger Z = Zy nokat f(z) funksiyanyn noly
bolmasa, onda bu funksiyanyn logarifmik 6numi bu
f'(2)
f(z)

funksiyanyn polyuslarydyr. Hakykatdan-da, goy z =z

N—"

anlatma  f(z)  funksiyanyn

nokatda analitikdir. f(z) funksiyanyn nollary
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nokat f(z) funksiyanyn n tertipli noly bolsun, yagny
f(z)=(z-2q)" 9(z),bu yerde ¢(z) funksiya z = z,
nokatda analitik we (p(zo) # 0. Alarys:

fiz)_nz-z)"d2)+(z-2,)¢'(2)__n ¢z
- 0 0 - , , 0(11.18)
W ard)  rn )

Bu deiilikden goérnusi yaly Z = Z nokat
logarifmik éntimin birinji tertipli polyusydyr.

Eger Z = z; nokat f(z) funksiyanyn m tertipli

polyusy bolsa, yagny z = v(2) w(z, )y #0, onda

(Z_Zl)m
v(2hz-z)"—nlz-2)""wl2)
A = SR, W 4
fz) W2 = Z_A'MZ)M )20, (11.19)

(Z_Zl)m

f'(z)
f(2)

birinji tertipli polyusydyr. (11.18), (11.19) denliklerden
gornusi yaly:

Diymek f (Z) funksiyanyn polyusy funksiyanyn

1) eger Z = Z nokat f(z) funksiyanyn n tertipli

noly bolsa, onda
res{ ]; (Z) zo} =n; (11.20)

2) eger Z = Z, nokat f(z) funksiyanyn m tertipli
polyusy bolsa, onda

res{ ff((zz)) zl} =-m. (11.21)

Teorema 11.4 Eger f(z) funksiya D oblastyfi
tikenikli sany nokatlaryndan basga nokatlarynda analitik
bolsa, onda bu nokatlary 6z icinde saklayan islendik
yapyk ¥ < D egri Ugin

1, f'(2)

27, f(2)

formula dogrydyr, bu yerde N we P degislilikde D
oblastdaky f(z) funksiyanyn nollarynyn, polyuslarynyn
sany.

Subudy.  Goy, 41,85 ..., aSD nokatlar
degislilikde f(z) funksiyanynn Ny, N,,...Ng tertipli noly
bolsunlar. by,b,,.., € D nokatlar degislilikde f(z)
funksiyanyii P, P,,...H; tertipli polyuslary bolsunlar.

Onda wygetin esasy teoremasyny we (11.20), (11.21)
formulalary ulanyp, alarys:
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el - )

n n2 +...+nk—P1—P2 —...—P| :N—P.
Netije 11.1.  Eger f(z) funksija D—D+T

oblastda analitik we I egrinin hi¢ bir nokadyndan—da
den dal bolsa, onda bu funksiyanyn D oblastdaky
nollarynyn sany.

'(2)
> 1[ﬁdz dendir.

Hakykatdan—-da P = 0 bolanda (11.22) —den

1_ | f'(Z)clz =N (11.23)
27 1 f(2)

denligi alarys (¥ —ornuna I" —goylusy aydyndyr).

2. Argument prinsipi. Kusy teormasy

Netijede 11.2. Teorema 11.4-in &hli sertleri yerine
yetende (11.22) denligi

iAy arg f(z)=N-P (11.24)
2n

gornlsde yazyp bolyar.
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Subudy. Serte gora f z) funksiya ¥ egrinin
z nokadynyn kabir etrapynda f (Z) = 0.

bu yerde A, Lnf (z)-Lnf (z) funksiyanym z nokadyn
y egrinin polozitel ugry boyunca aylanmagyndaky
artdyrmasy.

A, In‘ f (S)( = 0 g6z 6nune tutup,
A, Lnf (z)=AyIn|f(z)+iA, arg f(z)

denlikden
A, Lnf(z)=iAarg f(z)

denligi alarys. Bu denligi g6z Onine tutup (11.25)
denlikden

2]7-ri-[ ff((zz))dz = 21 A arg f(z)

denligi alarys. (22.5) denligi g6z 6ninde tutup, sonky
denlikden (11.24) formulany alarys.

(11.24) formula argument prinsipi diyilyar.
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Teorema 115. (Ruse). Goy, f(z),9(z)
funksiyalar caklenen birbagly D oblastda analitik bolup,
ol oblastnyn y c¢éginin &hli nokatlarynda

1f(z) >]9(z). (11.25)

densizlik yerine yetyan bolsun. Onda D oblastda f(z)
we F(Z): f(z)+ g(z) funksiyalaryn nollarynyn sany
Ozara dendir.

Subudy. (11.25) sertden, Yz € ¥ (gin f(z);t 0
gelip ¢cykyar. Mundan basga

F(z) =|f(z)+9(z) 2|f(z)-|9(z) > 0= F(z) =0,

Vzey.

Ne we Ny bilen degislilikde F(z), f(z)

funksiyalaryn D oblastdaky nollarynyn sanyny belgil&lin.
P = 0 bolanda (11.24) formulany ulanyp

1
Ng =—A, argF(z) (11.26)
2r
denligi alarys. Vz ey (gin f(z) # 0 serti ulanyp
alarys:

F(2)= 1(2)+ g(2)= f(z)(l+%}
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Onda

f(z)

Bu denligin sag bdlegindaki ikinji gosulyjynyn nola
dendigini  gorkezelin.  Hakykatdan-da, w:1+M

t(2)

funksiyanyn grafigi z nokat y egri boyunca hereket

A, argF(z)=A, arg f(z)+A, arg(l+Mj. (11.27)

edende ‘W—ﬂ <1 tegelegede degisli bolan yapyk
yegrini emele getirer Bu egri Z = Onokadyn dasyndan
aylanmayar. Sonun Ug¢in

A, arg 1+@ =0 bolar. Bu denligi g6z oniine
f(2)

tutup (11.27)-den alarys:

N, :iAy argF(z):z—iargf(z): N,.

Mysal 11. 5. ‘z‘ < 1 tegelekde

29 -6z +32-1=0
denleménin koklerinin sanyny tapyn.

Gozillisi. f(z)=-6z%, g(z)=2z"+3z-1
belgilemeleri girizelin. Bu yerde y : ‘Z‘ =1, onda
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(2] =67" =6,J0(z) =|2° +32-1<[7° +37 +1=5

vz ey ugin|f(z) >|g(z)

Ruse teoremasyna gora berlen denlemanin
2| < ltegelekdéki kokleriniii sany f(z)=—6§=0

denlemdnin koklerinin sanyna dendir, yagny 4 sany koki
bardyr. Teorema 11.6. (Algebranyn esaslary
teoremasy). Kompleks koeffisiyentli n derejeli
kdpagzanyn nollarynyn sany n-e dendir.

Subudy. Goy,

1

P,(z)=a9z" +a,2" " +...+a,42+a,(ay #0)

bolsun.

1

f(z)=a9z",0(z)=ayz2" " +..+a, 42 +a,

belgilemeli
girizelin. Onda

P,(z)= f(z)+ g(z) = F bolar.
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_ An_ a
2" l(a1+...+ L= ”j

g(z) _ lim zn-2 -l 0o

n

i
zl—>r?o ff (Z) Z—0 agZ

bolyandygy tigin seyle bir R > 0 tapylyp [z| > R
defisizligi kanagatlandyryan Vz igin
9(z)

f(2)

densizlik yerine yetyéndir. y egrinifi ornuna ‘Z‘ =R

<1

toweregi alsak, onda f(z)=ayz" funksiyanyn
‘Z‘ < Rtegelekde n sany noly bardyr. Diymek

Pn

XI1 Bap. Analitik dowam etdirme
812.1. G6s-gdni analitik dowam.
Derejeli hatarlaryn kémeqi bilen dowam.
Riman Usti barada diustnje.

I1ki bilen asakdaky mysala garalyn:

f1(z) = izn’ fa(z) =1 io[i(z -1- i)]n
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funksijalar  degislilikde Ky ={z:[7 <1}  we
Ky = {Z z—-(1+ i)‘ < 1} tegelekde  analitikdir. Bu
tegeleklerin umumy Ki, = K;() K, bdleginde

1 [ 1
W@)=17 L@= i(z-1-1) 1-7

bolar. Sonun Ggin K;[JK, oblastda kesgitlenen bir

analitik ~ funksiya
hakynda gurrin
ederis. Ol funksiya

i—dir.
1-z

Funksiyanyn analitik dowamyny basgaca

40-njy surat

Kesqgitleme 12.1. Eger :

1) f(z)funksiya D oblastda kesgitlenen;

2) F(z)funksiya D oblasty o6zinde saklayan G
oblastda analitik;

3) Vz e D wgin f(2) =F(2),

sertler yerine yetse, onda F funksiya f funksiyanyn D

oblastdan G oblastda analitik dowamy diyilyar.
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v

a;ar\daky yaly dustndirelin.

Goy, f1(z), f,(z)funksiyalar degislilikde D; we D,
oblastlarda analitik bolsunlar. Goy,
Dy, = Dy D, (Dy, —kabir oblast ya-da egri) bolsun.
Eger fi(z) we f,(z) funksiyalar Dy, oblastda gabat
gelseler, onda

) :{fl(z), eger z e Dl
f5(z), eger z € D,,
funksiya D = D, D, oblastda analitikdir. Bu oblastda
F(z) funksiya f;(z) (fz(z)) funksiyanyii D oblast
analitik dowamy diyilyar.
Basgaca, f,(2) (fl(z)) funksiya f,(z) (f 5 (2))
funksiyanyn D, (Dl) oblast analitik dowamy diyilyar.
f (z) (f 2(Z)) funksiyanyn D oblast analitik
F(z) dowamy yeketakdir. Hakykatdan-da, goy Dj

oblastda f;(z) den bolan iki analitik dowamy bar bolsun

diyelin. Bu bolsa gecen mowzukdaky analitik
funksiyanyn yeke-tdklik teoremasyna garsy gelyar.
Seylelikde analitik dowam yeke-takdir.

e’,sinz,cosz,Inz funksiyalar hakyky okda

kesgitlenen, degislilikde e*,sin x,cosx, In x(x > 0)
funksiyalaryn kompleks tekizligine analitik dowamydyr.
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Eger f;(z) we f,(z) funksiyalar degislilikde
D, D, oblastlarda kesgitlenen bolup,
D;, = D;[\D, oblastnys  ahli nokatlarynda gabat
gelman, olaryn boéleginde gabat gelsinler. Bu oblastda
analitik dowam durli bolar. Mysal Ggin, goy f;(z) we
f,(z) funksiyalaryn D'j, oblastda gabat gelip, D"»
oblastda dirli bahalary eye bolsunlar.

D=(D,UD,)/D,,D,, =D, /D,belgilemeleri

girizelin. Onden belli bolsy yaly D oblastda D1/D£2
oblastda kesgitlenen f;(z)funksiyanyin F(z) analitik
dowamy bardyr, sunlukda VzeD;/D', ugin
F(z)=f,(z) we VZe D, /D', F(z)=f,(2)
F(z)funksiya asakdaky iki usul bilen D oblast analitik
dowam etdirilyar

F()= F(z), egerzeD,
f.(2), egerzeD;

121

ya-da
F()= F(z), egerze Dl..l’
f,(2), egerzeD,

41-nji surat
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D oblastda kodpbahaly analitik F(z) funksiya seretmeklik
zerurlygy yiize ¢ykyar, yagny Dilz < D oblastnyn sol
bir nokadynda dirli bahalara eye bolyan funksiya. Bu
yagdayda sol bir zy € Dy, nokatda fy(z) we f, (zo)
bahalara eye bolyan ikibahaly F(z)funksiya seretmeli.
sonuii dgin D; we D, oblastlaryn umumy D',
oblastsyny yelimldlin. Seylelikde biz Dilzoblast biri-

birinin Ostlinde yerlesen adaty dal oblast alarys. Alnan
oblastda F(z) funksiya birbahaly funksiyadyr. Bular

yaly oblast Riman usti diyilyar. Seylelikde F(z) analitik
funksiya fy(z) (f,(z)) funksiyanynn analitik dowamy
bolar.

Goy, fi(z) funksiya D; oblastda analitik bolsun.

Bu funksiyany z; € D; nokatda

GRS 3 HCRFAUES A UG PR

=0

derejeli hatara dargadalyn. Bu hatar ucin iki yagdayyn
bolmagy mimkin. Birinji yagdayda Ry yygnanma
radiusy Zy nokatdan D oblastnyii ¢égine cenli

uzaklykdan Kici, yygnanma tegelegi D oblastnyn bolek
oblastsy.
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42-nji surat

Ikinji yagday Rq yygnanma radiusy radiusy z, nokatdan
D oblastyfi ¢cagine cenli uzaklykdan uly. Bu yagdayda
Ko =1{z:|z—2o| <Ry} oblastda D oblastnysi bolek
oblastsy bolmaz K|, tegelekde (1) hatar yygnanyp, onui

fo(z) jemi  bu tegelekde analitikdir  we
VZ e Dlo = Dlﬂ KO ugln f2 (Z) = fl(Z).
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43-nji surat
Bu yagdayda f,(z)funksiya fi(z) funksiyanyn Dy
oblastdan K, oblasta  analitik  dowamydyr.

D = D;|JK|, oblastda asakdaky funksiyany kesgitlalii:

F(2) = f(z), eger z € Dy,
f>(2), eger z € Ky,
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Sotira f, (z) funksiyany z; € K nokatda derejeli
hatara yokarky usuly ulansak K tegelegi alarys.
Bu usuly dowam etdirip, Ko, Ky,..., K, ... zynjyr

44-nji surat

oblastlarda f;(z)funksiyanyi analitik dowamyny
alarys. Eger F(z) analitik dowam képbahaly

bolsa, ony Riman ustuini gurup, birbahaly edip
bolyandygy bize aydyndyr.
Mysala garalyn:
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v

fi(z)=>z" ‘z‘ <1 tegelekde yygnanyar we
n=0

f,(z) = 1i (12.2)

hatar boljakdygy aydyndyr.
‘Z‘ < 1 tegelegin dasynda (16.2) hatar dargayar, diymek

f1(z) funksizyanyn

z| <1 tegelegin dasynda
kesgitlenmedik. Goy, Z; nokat ‘Z‘ <1 tekizligin kabir
nokady bolsun we ol nokady etrabynda f;(2)
funksiyany > C, (z—2,)" hatara dargadalyn bu yerde
n=0

C. = 1:l(n) (ZO) _ 1

" n! (1-2p)
bolmasa |z — zo| <[L— z¢| tegelekden cykyar.
Diymek

den. Eger Zj hakyky okda

n
X \Z—-1Z
fo(z) = 2, (—Or)1+1 funksiya f;(z) funksiyanyn
n=0 (1—z,

‘Z - Zo‘ < ‘1— Zo‘ oblasta dowamydyr. Alarys:
n
1 2(z-z 1 1 1
1-24 no\ 12, 1-z, 1. 27% 1-z
1-z,
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f5 (z) funksiyany ‘ tegelegin

Z,nokadynyi etrabynda dargadalyn. Seylelikde

£ (z2-17)
0 (1_ Zl)n+1
oblast |z - 74| <[1- 7z deii  holup
2 (z-17)"
f3(z)= 22— 7
n=0 (1—2;)
f3(2), f5(2), f1(2) funksiyalar
7| <1, |z - zo| <L-2¢|, |2 — 24| <[1- 2]
tegeleklerin ~ umumy nokatlarynda gabat gelyér.
Seylelikde f3(z) funksiyanyn  |z—2z5| <[1- 2
tegelekde analitik dowamydyr. Tdze oblasta z=1
nokatdan gegyar. Bu usuly dowam etdirip f;(2)

funksiyany &hli kompleks tekizligine dowam etdirip
bolyar. Ol tegeleklerin ¢dgi z=1 nokatdan gegyar. Ol
tekizliklerin ¢&gi z=1 nokatdan gecydr. Diymek

hatary alarys we yygnalma

1
F(Z)=1— funksiya f(z) funksiya z=1 nokatdan

basga ahli nokatlarda kesgitlenen analitik dowamydyr.
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X111 Bap. Bitin we meromorf funksiyalar
813.1. Bitin we meromerf funksiyalar.

Kesgileme 13.1. Ahli kompleks tekizliginde
birbahaly we analitik bolan funksiya bdtin funksiya
diyilyar.

Sonufi Ugin bitin funksiyany kompleks tekizliginde
derejeli hatara dargadyp bolyar, yagny

f(z)=c, +cz+... (1),
bu yerden Kosi-Adamar  formulasyny ulanyp,

lim Vlc.| = 0 defiligi alarys.

Kdpagza, e’ funksiyalar bitin funksiyalara mysal
bolup biler.
Teoremal3.l. Goy, f(z),g(z)bitin funksiyalar

bolsunlar.Onda f(z2)x9(z2), T(2)g9(2), f(g(2))

funksiyalar hem bitin funksiyalardyr.

Bu teoremanyn subudy bitin funksiyanyn
kesgitlemesinden analitik funksiyalaryfi hésiyetlerinden
gelip ¢ykyar.

sin z,cos z,shz, chz funksiyalary derejeli hataryn jemi
gornisinde yazalyn:

o (_1\N-,2n+l n 2n
sinz=z(l)Z : osz—z(l) ,
n=0 (2n +1)! n=0 (2”)'
0 2n+1 0 2n
shz = >’ , =
n=o(2n+1) n=o (2n)!
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Bu hatarlar islendik z (c¢in yygnanyar, onda
sinz,cos z,shz,chz funksiyalar bitin funksiyalardyr.
Mundan basga Sinz,cosz,shz,chz  funksiyalar
degislilikde sin X, cos X, shx, chx funksiyalaryn hakyky
okdan kompleks tekizligine analitik dowamyadyr.

Teorema 13.2. (Liuwill). Goy, bitin

f(z)= ickzk
k=0
unksiya, |Z| > R, oblastda
[f(z)<M|z" (N = 0-bitin san) (13.1)

densizligi kanagatlandyryan bolsun. Onda f(2)

funksiya tertibi n—den yokary bolmadyk képagzadyr.
Subudy. ¢, koeffisiyent tgin formulany ulanyp,

alarys:

Mz" R
1 ffi)d%sl ‘i =R or-Mr* k=12.. (13.2)
27Z|‘Z‘ZR YA 271"4:R M 2R

bu yerde R > R;. R yeterlik uly bolmanda, k > n
bolsa (13.2)-den ¢, = 0boljakdygy gelip ¢ykyar.
Seylelikde ¢, =c,., =..=...=0, yagny f(z) funksiya
derejeli n-den uly bolmadyk kbépagza

Netije 13.1. Eger bitin f(z) funksiya ahli
kompleks tekizliginde c¢é&klenen bolsa, onda ol
hemiselikdir.

Hakykatdan-da (13.1) densizlikde f(z)
funksiyanyn ¢aklenen bolmagy tgin N = 0 bolmaly.
R > 0 bolanda c, =0 bolar, Cy #0

&
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Bu hatar tikeniksiz daslasan nokatda Loran
dargatmasyny emele getiryar. Eger z = oo nokat f(2z)
funksiyanyn dogry nokady bolsa, onda
C,=C,=..=C, =..=0 we f(z)=C; bolar.

Diymek f(z) funksiya butin kompleks tekizliginde
caklenen, Liuwill teoremasyna gora ahli kompleks
tekizliginde f (z) = const.

Eger Z = nokat f(z) funksiyanyn m tertipli
polyusy bolsa, onda

Chn#0, C,1=Cpino=...=0
bolar. Diymek
f(z2)=Cy+Ciz+ C222 +..+C,z™ bolar, yagny
f(z) —m tertipli kopagza.

Eger Z = o nokat f(z) funksiyanya tiys ayratyn
nokady bolsa, onda hataryn noldan tapawutly tiikeniksiz
kop koeffisiyentli bolar. Bu yagdayda f(z) funksiya
bltin transsendent funksiya diyilyér. Bular yaly funksiya
mysal edip €,sinz,cosz,... funksiyalary gérkezmek

bolar.
Teorema 13.3. (algebranyi esasy teoremasy).

Islendik
P.(z)=Cy +Ciz+Cyz% +..+C,2"(C, # 0,n>1)
kdpagzanyn in bolmanda bir noly bardyr.
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Subudy.  Tersine guman edelis, goy, P,(2)

kopagzanyi noly yok bolsun. Onda ¢(z) = PL bitin
n
funksiyadyr. lim g(z) =0,diymek g(z) funksiya &hli
Z—>0
kompleks tekizliginde céklenendir. Netijede 13.1-den
g(z) = const bolyandygy gelip ¢ykyar. Bu bolsa g(z)
funksiyanyn kesgitlemesinde ters gelyar. Seylelikde
P, (2) képagzanys if bolmanda bir noly bardyr.
Butin funksiyanyn umumy haly bolan meromorf
funksiyany kesgitlélin
Kesgitleme 13.2. Eger f(z) funksiyanyn her bir
caklenen kompleks tekizliginifi boleginde analitik bolsa,
tikenikli sany polyusy bolmagy mimkin, onda ol
funksiya meromorf funksiya diyilyar.
Ahli kompleks tekizliginde meromorf funksiyanyn
polyuslarynyn sany
tikeniksiz sany bolmagy mamkin. Muna

ctgz, _1 : 1 funksiyalar mysal bolup biler. Her bir
sinz e —1
rasional funksiya memort funksiya bolup onun &hli
kompleks tekizliginde tikenikli sany polyusy bardyr.
Muna ters tassyklama-da dargydyp, yagny:
Teoremal3.4  Ahli gineldilen kompleks

tekizliginde tukenikli sany 74,2,,...,Zg (Z = conokat

polyus bolup bilyd) polyusy bolan  meromorf f(z)
funksiya rasional funksiyalardyr we
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f(z)= A+ fo(z)+kz; f(z) (13.3)

gornusde atladyp bolyar, bu yerde  fy(z), fi (2)
funksiyalar degislilikde f(z) funksiyanyn z =00 we
Z,, nokatlaryn etrabynda Loran hataryna dargatmasynyi
esasy bolegidir,

A= lim[f(2) - fy(2)]

Z—>0

Subudy. Goy
fk(z)zi szkz );/ we f(z)=Az+..+A 7" -
Tk

=

degislilikde z, we Z = oo nokatlarda f(z)funksiyanyn
Loran hataryna dargatmasynyn esasy bolekleri bolsun.

0(z) = f(2)- fo(z)—g f(2) (13.4)

funksiya &hli gineldilen kompleks tekizliginde analitikdir.
ILrQ f.(z) = 0denligi g6z 6nune tutup (13.4)-den alarys:
lim[ (z)- f,(2)]= A

Bu denlikden ¢(z) = A =const gelip ¢ykyar.
g(z) = Awe (23.4) deiilik gelip ¢ykyar.

Bellik 13.1. (13.3) formula matematiki dernew
dersinde rasional droblary yénekey droblara dargatmany
yatlatyar (A+ f,(z)— f (z) rasional bélegii bitin bélegi).

Bellik 13.2. Islendik meromorf funksiyanyn
gatnasygy gornlsinde yazyp bolyar.
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813.2. Wevyerstrass teoremasy

Algebranyn wajyp meselelerinin biri bitin rasional
funksiyalary c¢yzykly kopelijilere dagytmakdyr. Erkin
bitin funksiyany ¢yzykly kopeldijilere dargytsak, onda ol
funksiyanyn nullary anyklanar. Bu soragyn hususy
halyna ilki Kosi seredipdir, yone ol soraga doly jogaby
Weyerstrass beryar.

Goy,
a1,89,...,8p,-- (13.5)

berlen takeniksiz yzygiderlik bolsun. Berlen yzygiderlik
moduly boyunca artyan tertipde yerlesdirilen bolsun,

lim > —0 (13.6)

n—>oo‘an‘

Eger (13.1) yzygiderligin kabir agzalarynyn moduly den
bolsalar, olar erkin tertipde yerlesdirilen bolup biler.
(13.2)-den gornasi yaly yeterlik uly R san &cin (13.5)
yzygiderligin tikenikli a, agzalarynyn moduly R-den
Kici bolup bilyandir. Indi biz moduly R-den Kigi bolan
a, -ler seyle bir funksiyanyn nullary bolar yaly (dine
a,-ler) G(z) bitin funksiyany tapyp bolyandygyny
gorkezelin.

Eger a,-lerin kabiri 6zara deni bolsalar onda ol
kratnyy kok bolar. Yokarky tassyklamany subut etmek
ucin hazir biz a, -lerin hi¢ biri nola den dal diyip hasap
ederis.
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i“’l(i)z‘h..“’i z -
u, :(1—i]ea" 2 V’l[a"] (13.7)

a

v

anlatma garalyn
‘Z‘ < \av\ ucin alarys:

Inu, :|n(1—i)+i+l(i)2+...+—1 (L)V‘l,
2 a,

y y v-1a,

aV
z=0 bolanda nola dendir.
Sonky denlikden alarys:

In[l—iJ funksiya ‘Z‘ <\av\ tegelekde analitik, we

z 1,2, 1,23 1 7.4
Inu, =—-=(—)"-—=(—)"—..-——(—) " —..+
Y4, Z(a ) B(a ) v—l(av)
+i+1(i)2 +___+L(L)V—1 _ _E(L)V _
a, y v-1a, v a,
1 z v+l
-— =) - (13.8)
v+la

bu yerden alarys:

i(i)vi(i)vﬂ_m
va, vila,

u =e (13.9)
Indi
u -u,---u, - (13.10)
kopeltmek hasylyny dhli kompleks tekizliginin z = a,,
nokatlaryndan basga nokatlarynda yygnalyp, nollary
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a1,85,...,ap,...—ler bolan G(z) funksiyany emele
getiryéndigini gorkezelin. 1lki bilen islendik v cin
C :\z\<\ai\ tegelekde (13.5) kopeltmek hasyly kabir
analitik funksiyany emele getiryandigini gorkezelin
(13.5) yzygiderlige goyan sertimize

‘av—l‘g‘aV‘
Nullary C,, tegelekde bolan Uq,U,,...,U,_; kopeltmek
hasylyny taslap, U, -U,,q--- kopeltmek hasylyna
seredelin

Sy e, Ly

u-u  --=e’"> e =

,i }(i)” %(i)”+1+___
:e n:v|:nan nlan :|, ‘Z‘<av
lIki bilen |Z| < |a, | tegelekde
=11,z 1 ,z
D= +——=()" +..+ (13.12)
| n-a, n+1-a,

hataryn k&bir garmoniki funksiya yygnanyandygyny
gorkezelin.

n a, n+1 a, n+k a,
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(1310

1 2 yn+k4l n

_[n+k+1 an) : k(E+1) z z

Jim Pt = fim <L fel<lan)
el k(L= gl [
n+k a, k

Diymek (13.7) hataryn her bir gosulyjysy CV tegelekde
analitik.

Z/<(l-¢)la,| tegelekde ol  gosulyjylar
dentcegli  yygnalyandyr, vyagny (13.12) hataryn
gosulyjylarynyn jemi ‘Z‘ < (l—g)‘av‘ tegelekde analiyik

jemii  |z/<(l-¢)a,|  tegelekde  denogegli
yygnalyandygyny goérkezelin
n n+l
Yz, b Zym, Lzh, Lz
n a, n+1a, na, n+la,

<1(1—g)” +i(1—g)”+1 +...<1(1—g)”(1+(1—g)+(1—g)2 +..)=
n n+1 n

=1(1_8)n 1 — (1_g)n
n 1-1+¢ ne
(L-¢)"

Umumy agzasy san hatary yygnalyar.

ne
Weyerstrassynn  teoremasyna  gora ‘Z‘ < (l—e)‘av‘
tegelekde (13.7) hatar dendlcegli yygnalyar, jemi sol
tegelekde analitikdir. Seylelikde (13.5) kdpeltmek hasyly
CV tegelegin icinde analitikdir we z =a;,4a,,...,a,4
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nokatlar nollarydyr we basga nollary yokdyr. Su wagta,
cenli biz (24.1) agzalary biri-birine den dal diyipdik. Eger
z=0 -laryn A -sanysy gabat gelse, onda (13.5) kopeldijini
27 kopeltmek Veterlik. Seylelikde alarys

z 1,12 z

L2y (o

G(z)=27" HU —7 H(l——) a2, Ak,

Weyerstrass formulasy.

X1V Bap. Garmoniki funksiyalar
814.1. Garmoniki funksiyalar we olaryi analitik
funksiyalar bilen baglansyagy.

Goy, f(z)=u(xy)+i9(x y) funksiya D oblastda
analitik bolsun. Analitik funksiyanyfi tilkeniksiz kop
onuminifi barlygy bize malimdir. Bu yerden analitik
funksiyanyf hakyky we hyyaly béleklerinifi D oblastda
tikeniksiz kép éntminifi bardygy gelip ¢ykyar.

Seyle sorag yiize ¢ykyar: islendik tlikeniksiz
differensirlenyan hakyky iki tytgeyanli hakyky funksiya
analitik funksiyanyfi hakyky (hyyaly) bdlegi bolup
bilermi? Umuman bolup bilmeyar.

Eger f(z)=u+i9funksiya D oblastda analitik bolsa

onda

ou_o0d ou__ 99 (14.1)

X oy oy X
Kosi-Riman serti yerine yetyar. Yokarda aydylysy yaly
uwe 9 funksiyalaryfi D oblastda tukeniksiz kép 6nimi
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bardyr. Ikinji tertipli Gzniiksiz 6ntimi bar bolanlygy we
o’u _ d%u
X0y  OyoX

0’9 0°9

o
defiligi alarys.

Fo Po_,

&(2 o

ikinji tertipli hususy onumli differensial defilemedir. Bu
defileme Lampas defilemesi diyilyar.

Eger funksiyanyfi ikinji tertipli Gznlksiz hususy
ondmleri bar bolup, Lampas defilemesini
kanagatlandyryan bolsa, onda ol funksiya garmoniki
funksiya diyilyar.

Analitik funksiyanyf hakyky we hyyaly bolekleri
ayratynlykda garmoniki funksiyalardyr.

Eger o(x,y) we w(x,y) hakyky funksiyalar
garmoniki bolsalar, onda F(z)=¢(x, y)+iy(x, y)funksiya
umuman analitik daldir. Hakykyatdanda, Kosi-Riman
sertleri analitik funksiyanyfi hakyky we hyyaly
boleklerini berk baglanysdyryar. Kébir analitik
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funksiyanyfi hakyky we hyyaly bélekleri bolan garmoniki
funksiyalara catrymlasan garmoniki funksiyalar diyilyér.

D oblastda garmoniki ¢(x,y)catrymly bolan
analitik o(x, y)+ iy (x, y)funksiyanyf y(x,y) bolegini
tapmaklyk barada sorag yuze ¢ykyar.

Teoremal4.l. Birbagly oblastda garmoniki bolan
islendik funksiya bu oblastda analitik bolan kébir
funksiyanyf hakyky (hyyaly) bolegidir.

Subudy. Goy, ¢(x,y) funksiya birbagly D oblastda
garmoniki bolsun. Eger analitik f(z)=u(x,y)+i9(x,y)
funksiynyfi hakyky bdlegi ¢(x,y)bolsa, bu funksiya nahili
tapylyandygyna seredelifi. f(z) funksiyanyfi hyyaly
boélegini tapmak c¢in Kosi-Riman sertleri ulanylyar:

08 ou

== —P(x,y),
T (x.y)
09 ou
o "o = Q(x,y)

P(x,y) we Q(x,y)funksiyalar D oblastda tizniiksiz we bu
oblastda tznuksiz birinji tertipli 6nimleri bar. Bu Kosi-
Riman sertlerinden alarys:

8P o%u 8 u 8Q

oy oy X x|
bu defilikden we matematiki analiz dersinden belli bolsy
yaly
(xy)
j Pdx + Qdy

(%0.¥0)
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egricyzykly integral egrinifi yolyna délde baslangy¢
nokadyna (x,, yO)We ahyrky (x,y) nokadyna baglydyr.

Goy, w(x,y)= dex+Qdy bolsun.
(%Yo)
Alarys:
W _p_ 99 __ 09
ox ox oy oy
Bu yerden gorniisi yaly 9(x,y) funksiya y(x,y)

funksiyadan hemislik bilen tapawutlanyar,

(x.y)
I(x,y)=w(x,y)+C= dex +Qdy + C (bu yerde C-hakyky

(%0:¥o)
san).
Bu formuladan $(x,y) kesgitlap, iki sany D oblastda
differensirlenyan funksiya alarys:

u=o(x,y).9=w(x y)+C.

Bu funksiyalar Kosi-Riman sertleri bilen baglansyklydyr.
Bu yerden D oblastda analitik bolan
f(z)=U(x,y)+i9(x,y)= ¢ +ig+iCfunksiyany alarys.

XV Bap. Analitik funksiyalaryn
gidromehaniki dusundirilisi.

Biz gysylmayan ideal tekiz suwuklygyn potensial
durnuklasan hereketine serederis. Gesmeden erkin bolan

%
potensial hereketii oblastynda V (X,Yy) wektor tizlik
ugin
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rotV =0, (15.2)

divv =0 (15.2)
denlemanin yerine yetyandigi matematiki fizikanyn
defillemeleri dersinden bellidir.

Hereketin potensial bolanlygy Ugcin, potensial tizlik diyip

%
atlandyrylyan u(x,y) skalyar funksiya tapalyn, V (X,Y)
wektor tizligi Ugin

= gradu(x,y), (15.3)

denligi kanagatlandyr)’/ar (15.3)-den alarys:

ou> ou-
V V|+V radu(x,y) =—i+— |,
7 gradu(x, y) ™ 8yJ

v _w v, _a (15.4)

x oy
(15.4)-di (15.2)-de ornuna goyup alarys:
YA oV, 0%u 0‘’u

divV = o+ = + =0,
OX oy ox* oy°
ou, 90U _y, (15 .5)
OX oy

diymek u(x,y)-potensial tizlik garmoniki funksiyadyr.
u(x,y) analitik funksiyanyn hakyky bélegi bolanda
f(2) =u(x,y) +19(x, y) analitik funksiyany guralyx.
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Eger u(X, y) = const, 8(X, y) = const bolsa, onda

ou> ou=.,08> 09~
gradu-grad 9= (—| —j)(—H——j):
oy oy

_ou 89 ou 89 ou ou au ou

OX OX ay ay axay ayax
diymek  u,9funksiyalaryfi  gradiyentleri  ortogonal

cyzyklar, bu yerden u(X,y) = const,3(x,y) = const-
ortogonallyklary gelip ¢ykyar.

%
C egri boyunca akym tizligi V (X,y) wektor
bolsun
N, = [(V-n)ds (15.6)
Egricyzykly integrala C egri boyunga tizligin normaly
diyilyar. Bu integral C egriden birlik wagtda gegyan

suwuklygyn mukdaryny kesgitleyar. (25.6) integraly
asakdaky gornisde yazalyﬁ'

N, —'[Vdn—'[(IV +jV)(Idy—jdX) J'de =V, dx =

_J'—d ——d —J'—dx —dy (15.7)

C-egri boyunga aylanma tizligi asakdaky
denlemeden kesgitlenyar

r=[Vds (15.8)
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>’/a da
au 09

F _des_jV dx+V,dy = j—dx+ad j—dx—a—dy (25.9)

Asakdaky mtegrala garalyn

If(z)dz dex -V, dy = jgzdx—%dyﬂj—dx—%zdy (15.10)

(25.7), (25.8) g6z 6nunde tutup (25.10)-dan alarys:

[f'(z)dz =T, +iN, (15.11)

Bu furmula, aylanma we akym wektor tizligini kompleks
potensialyn ontminin 0sti bilen anlatmakdyr, sunlukda
bu formula gidrodinamikada kop ulanylyar. Seredyén
hereketin G oblasty birbagly bolsa, onda, ol oblastdaky
islendik C vyapyk egri boyunca integraly Kosi
teoremasyndan nola dendigi gelip c¢ykyar. Mundan

N
akymyn her bir nokadynyn V  wektop tizligi
3(Xx,y) =const egrinin sol nokatdaky galtasyanyny
ugry boyunca ugrukdyrylandyr. (X, Y)-funksiya f(z)
analitik funksiyanyn akymy  diyilyér, f(z)-funksiya
akymyn potensiyaly diyilyér.
Akymy oblasty iki akym 3(X, y) = ¢4,
S(X y) = C, ¢yzygy bilen céklenen bolsa, ofia akym

Suwuklygyn her bir nokadynyn tizligi yakym
¢cyzygynyn galtasmasy bilen gabat gelmegi, onun
gysylmayan we mukdarynyn stasionar bolmagy
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turbagynyn islendik iki S; we S, kese kesiginde birlik
wagtda gecyan suwuklygyn mukdary dendir. Sonun Ugin
C,; we C, tapawudy turbajykdaky suwuklygyn sarp
edilydn akymydyr.
(15.4) denlige Kosi-Piman sertini ulanyp alarys:
_ou_ 09 v - ou 09

Vi,=—=—, ,=—=—-—(15.12)
ox oy oy OX
Alarys:
0=V, +1V, :@H@:@—Ia—g—f '(2) (15.12)
X &y K X

Gidrodinamikada yayramak we akym wektorynyn tizligi
esasy rol oynayar.

Goy, C bolek — endigan (yapyk ya-da yapyk dal) egri
bilen bolsun, onda

ds=1idx+ jdy -duganyn differensialy (15.13)
- - -
dn=1dy— jdx - normaly differensialy ~ (15.14)
Mundan alarys:
— - -
nds=d n, n-birlik normal.

Eger G oblast képbagly bolup, C egri 6z icinde G
degisli dal G’ oblastda (15.1), (15.2) detlikler yerine
yetmez. Hususy yagdayda G’ oblast f(z) funksiyanyn
dine Uzne ayratyn nokatlary duryandyr.

Asakdaky mysallara garalyi.
a) Goy, f(z)=az - kompleks potensiyal akym (15.15)
bolsun, bu yerde a=a, +ia, berlen kompleks san.
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Onda
f(z) =(a +ia,)(x+ly) =ax—-ay+i(ax+ay),
u(x,y)=ax-a,y,8(x,y) =a,x+a,y.
3(X,y) =cC - akym ¢yzygy goni ¢yzyk emele getirip,
onun burg koeffisiyenti
a

tga =——=
a,
(15.7)-den alarys:
0=V +iV,=f'(z)=a -ia,=a
bu yerden gornusi yaly akymyn tizligi hemiselikdir we
wektor tizligin ugry
S(X, y) = C goni bilen gabat gelyar.
Diymek (15.15) funksiya tekiz parallel akymy

kesgitleyar.

b) Goy, f(z)=alnz (15.16)
Kompleks potensiyal akym bolsun, bu yerde a-hakyky
san. Derejeli gorniise gegip alarys:

f(z)=alnre” =alnr +iaep,
u(r,p)=alnr,9(r,p)=ae
Bu yerden gornisi yaly akym cyzygy 9(r,p)=ae
koordinata baslangyjyndan cykyan sohlelerdir. Tizligin
obsolyut ululygyny tapalyn:

a
f'lz)=—
z

=@, (15.17)

o] =
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Emma tizligin ugry ¢ = const sohle bilen gabat gelyar.
(15.17)-den gornisi yaly koordinata baslangyjynda tizlik
tlkeniksizlige den bolar.

z=0 nokat f(z) funksiyanyn ayratyn nokadydyr we
akymyn cesmesidir (polozitel akym eger a>0 ugry
koordinata baslangyjyndan ¢ykyar, otrisatel akym. Eger
a<0 koordinata baslangyjyna tarap ). Goy, C z=0
nokady 6zinde saklayan erkin yapyk egri, onda (15.14)
formuladan alarys:

jf (z)dz—j dz=i2ma=T, +iN,

bu yerde N, =27a. Seredyan yagdayymyz (gin, islendik

c yapyk egri boyunca subuklygy akymynyn mukdary
hemiselik we 27a den.
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