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Giri  
 

 Beýik galkyny lar zamanasynda milli bilim 
ulgamynda aýratyn üns berilýär. 

Döwür  kämil ahlagy, añ dü ünjeligi talap edýär. 
ol esasda hormatly Prezidentimiz Gurbanguly 

Berdimuhamedowyñ ba yny ba lan milli bilim 
özgertmelerine mynasyp go ant go mak üçin ýokary 
okuw mekdepleri üçin okuw kitaplaryny ýazmaklyk 
wajyp meseleleriñ biri bolup durýar. 
 Bu okuw kitaby on bä  bapdan ybarat bolup, 
kompleks san, hatar, kompleks funksiýalar, kompleks 
yzygiderlikleri, hatarlary, wyçetler barada dü ünje 
berilýär. Her bir bap birnäçe paragraflardan ybaratdyr. 
 Her bapda nazaryýeti berkitmek maksady bilen, 
bölümde beýan edilen dü ünjeleriñ ulanyly yny 
görkezýän mysallar getirilýär. 
 Kitapda her bapdaky teoremalar, kesgitlemeler we 
formulalar yzygiderli belgilenendir. 
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I. Bap. Kopmleks sanlar we san hatarlary  
§1.1. Kompleks sanlar, kompleks tekizlik, 

kompleks sany  moduly we argumenti 
1.Kompleks sanyñ kesgitleni i. Kompleks tekizlik. 

 
Herbir hakyky sandan  kök alyp bolmaýandygy 

bize mälimdir. onu  üçin hem sanlar  nazaryýetini 
umumyla dyryp, hususy haly adaty hakyky sanlar bolan 
täze sanlary girizmek zerurlygy ýüze çykýar. Bu täze 
sanlar üçin hem hakyky sanlar bilen geçirilýän amallar 
saklanmalydyr. Täze sanlary girizmek üçin  012x   
de lemäni  köki bolan “hyýaly” i birlik girizilýär, ýa-da 

nüburçly koordinatalar tekizliginde ekili ulanylýar. 
Hakyky sanlar bilen koordinata ba langyjy bar 

bolan ox okuny  nokatlaryny  arasynda birbelgili 
degi liligi  bardygy  bize mälimdir. ox oku  ornuna oxy 
tekizlige seredeli . Tekizligi  her bir (x,y) nokadyna 
käbir z sany degi li edeli . Bu z sana kompleks san diýip, 
xoy tekizlige kompleks (z) tekizligi diýip atlandyrylýar.  

Diýmek, z tertiple dirilen hakyky sanlary  (x,y) 
jübütidir, ýagny yxz , . 

 x-e z sany  hakyky bölegi, y-e hyýaly bölegi 
diýilýär we degi lilikde x=Rez, y=Imz bilen belgilenýär. 
ox oka hakyky ok, oy oka hyýaly ok diýilýär. 0 san diýip, 
koordinata ba langyjy kabul edilýär, ýagny (0,0)=0. 

.1,0,0, ixx diýip kabul edilýär.  
akdaky kesgitlemeleri girizeli :  
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       1. 222111 ,, yxzweyxz   sanlara de  

diýilýär onda diñe 2121 , yyxx , bolanda, gysgaça 
eýle ýazmak bolýar 212121 , yyxxzz . 

2. 1z  we   2z  kompleks sanlary  jemi diýilip, 
),( 212121 yyxxzz          

kompleks sana aýdylýar  
3. 1z  we  2z  kompleks sanlary  köpelmek hasyly 

diýlip,  
),( 1221212121 yxyxyyxxzz                  (1.1) 

kompleks sana aýdylýar. 
       Bu kesgitlemeleri ulanyp, 

1)0,1()1,0()1,0(
),()0,1(),(1

,0)0,0()0,0(),(0
,),()0,0(),(0

2iii
zyxyxz

yxz
zyxyxz

 

de likleri alarys. eýle hem 
.)0,()1,0(),0( iyyy  

Bu de ligi peýdalanyp, kompleks sany  algebraik 
ýazyly yny alarys: 

.),0()0,(),( iyxyxyxz  
 x-iy kompleks sana z=x+iy kompleks sany  çatrymlysy 
diýilýär we z  bilen belgilenýär, ýagny 

iyxz (kompleks san we onu  çatrymlysy hakyky oka 
görä simmetrik ýerle endir). 

 10

1z we 2z  kompleks sanlary  1z - 2z   tapawudy diýlip   

132 zzz  de ligi kanagatlandyrýan 3z  kompleks sana 
aýdylýar. unlukda,  113322 )( iyxiyxiyx  
de ligi  esasynda 213 zzz  tapawut   

)( 2121333 yyixxiyxz  de lik bilen 
kesgitlenýär.   

Tekizlikdäki her bir nokat bilen bu nokadyñ radius 
wektorynyñ arasynda birbelgili degi liligiñ bardygy bize 
analitik geometriýadan bellidir. Diýmek her bir kompleks 
san bilen bu sanyñ radius wektorynyñ arasynda birbelgili 
degi lilik bardyr. 
     1z we 2z   sanlary  jemini  we tapawudyny  
geometrik manysy 1-nji suratda g rkezilendir.        
  

                                                                                                                            
   
                                          

 
 
                                     

 
1-nji surat 

  1z  we 02z  kompleks sanlary
2

1

z
z  paýy diýlip, 

 132 zzz  de ligi kanagatlandyrýan 3z  kompleks 
sana aýdylýar we ol eýle kesgitlenýär: 

 x 0 

z2 

 
y  

z1-z2 
 

z1 z1+z2 
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2
2

2
2

2112
2

2
2

2

2121

22

21

2

1
3

yx
yxyxi

yx
yyxx

zz
zz

z
zz  

 
2. Kompleks  sanlary   moduly  we  argumenti 

 
iyxz  kompleks san kompleks tekizlikde birbelgili 

di e dekart koordinatalarynda kesgitlenmän, ,r  polýar 
koordinatalarynda-da kesgitlenýändir, bu ýerde zr  
koordinatalar ba langyjy bilen z nokady  arasyndaky 
uzaklyk,   bolsa  oz   wektor bilen  hakyky oku  
položitel ugruny  arasyndaky burç.  Ol sagat dilini  
aýlanýan ugruny  gar ysyna položitel, ugruna – otrisatel 
hasaplanylýar.  sana z  kompleks sany  argumentini 
diýilýär we  Argz    bilen belgilenýär. 
 
        

                      
 

                                                                       
                                                                   

 
 
 

2-nji surat 

 

  
 0 

 r 

 y 

 x 

z 
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               2-nji suratdan: 

 

,

sin
cos

222 zzyxr

ry
rx

      (   1.2) 

 
 

 
bu ýerde 

 

.
x
yarctg,

yx
ysin,

yx
xcos

2222

 
 z kompleks sany  r  moduly birbelgili,  

argumenti bolsa ,...)10(2 kk  go ulyjyly 
takyklygy bilen kesgitlenýär. z=0 sany  argumenti 
kesgitlenmeýär.  
   argumenti ,  

 
  ýa-da  20  

 
de sizligi kanagatlandyrýan bahasyna onu   ba  bahasy  
diýilýär we zarg  bilen belgilenýär. 
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 eýlelikde, ZkkzArgz ,2arg  de ligi 
ýazmak bolar. 

.0,0,
2

,0,0,
2

,0,0,

,0,0,

,0,

arg

bolandayx

bolandayx

bolandayx
x
yarctg

bolandayx
x
yarctg

bolandax
x
yarctg

z
 

(1.2)- i  esasynda z kompleks  sany  
sincos irz    (1.3) 

  trigonometrik görnü de ýazyly yny alarys. 
sincos iei  

 
Eýler formulasyny  we (1.3) de ligi ulanyp, kompleks 
sany   irez  görkezijili görnü de ýazyly yny  
alarys. 
 

3. Kompleks sany dereje götermek 
Goý,  

,sincos 1111 irz   ,sincos 2222 irz   bolsun, 
onda (1.1)deñligi ulanyp, alarys: 

212121212121 sincoscos(sinsinsincoscos irrzz

)4.1())sin()(cos( )(
21212121

21ierrirr  
 14

Bu deñlikden 
21212121 argargarg, zzzzzzzz deñlikler gelip 

çykýar. 

21

2

2

1
2121

2

1

2
2

2121212121

21

1

2

1

)sincos

sincoscos(sinsinsincoscos

ie
r
r

i
r
r

r
irr

zz
zz

z
z

 

de ligi alarys. 

Soñky deñlikden alarys: .argargarg, 21
2

1

2

1

2

1 zz
z
z

z
z

z
z  

21 zwez  k mpleks sanlary  k peltmek 

hasylyny  geometrik manysy 3-nji suratda 
ekillendirilendir.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3-nji surat 
 

z=z1z2 
 

 

 
1  

 y 

 x 

z1 

z2 

21  

r1r2 

2r  
1r  
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(1.4)-de ligiñ getirilip çykaryly yna  me ze likde, 
matematiki induksiýa usulyny ulanyp alarys: 

....

)...sin...cos(......
...

21

21212121

21 ni
n

nnnn

errr

irrrzzz   

Bu de likden zzzz n...21  bolanda   Muawra 
formulasy diýip atlandyrylan de lik gelip çykýar: 

                           
)5.1(sincos innnn erninrz      

                                       
4.Kompleks sandan kök almak 

 
Komplek sandan kök almak üçin 

            cz n
                                   (1.6) 

de lemä seredeli , bu ýerde 0c kompleks, n natural 
san.  
 
Goý,  

,iec      irez  
bolsun, onda  (1,6) de likden 

iinn eer  
 de lik gelip çykýar. Bu de likden alarys: 

,nr  kn 2 ,  

,/2, nkr k
n  

.2sin2cos/2

n
ki

n
kpepz nnkin

k

,...2,1,0k  
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Alnan kompleks sanlary  n-sanysyny  dürlüdigini 
görkezeli . 110 ,..., nzzz  kompleks sanlar dürlüdir, 
sebäbi olary  argumentleri dürli: 
 

.12,..,4,2, 1210 n
n

nnn n  

4-nji suratda z sandan alnan k kü  bahalary 
ekillendirilendir. 

 
                                        y 
 
 
 
                                                                   
 
                                             Ooo                        x 
 
 
 
 
                                                         4-nji surat 

 

0zzn  bolar, sebäbi 22
nn

n
n , 

 ,...11 zzn  . 
Diýmek, 0c  bolanda (1.6) de lemäni  n dürli köki 
bar: 

,1,...2,1,0,/2 nkepz nkin
k  

ýa-da  

z1 

n  
0 

z2 

z3 

z0                        
                                    

                     
n

2  

n
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1,...,2,1,0,2sin2cos nk
n

ki
n

kz n
k

   (1.7)       

  
Mysal 1.1. Amallary ýerine ýetiri : 

1) .,31)2;
1
1 20103

ii
i
i

 

özüli i:  1)  Drobu  sanawjysyny  we  
maýdalawjysyny (1-i)-e köpeldip alarys: 

  ii
ii

i
i
i

2
2

11
1

1
1 2

 

2) .833933133333131
3323

iiiiii  

3) .1
100522010 ii  

 
Mysal 1.2  3sin,3cos  a latmalary 

degi lilikde cos  we sin latmalary  üsti bilen 
lady . 

 özüli i.  (1.5)formulany ulanyp alarys: 
3sin3cossincos 3 ii  

ýa-da 

.3sin3cossinsincos3sincos3cos

,3sin3cossinsincos3sincos3cos
3223

3223

ii

iii  

Kompleks sanlary  hakyky we hyýaly böleklerini 
de dirip, 

32

23

sinsincos33sin

,sincos3cos3cos
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de likleri alarys. Bu de likleri  esasynda 

33332

3

3323

sin4sin3sinsin3sin3sinsinsin133sin

,cos3cos4

cos3cos3coscos1cos3cos3cos  

 
de likleri alarys. 
 Mysal 1.3   Kompleks sanlary  hakyky we hyýaly 
böleklerini tapmaly: 

1) ;
1

1
i

      2) .
1
1 3

i
i

 

 özüli i:  1) Sanawjyny, maýdalawjyny 
maýdalawjyny  çatrymlysyna köpeldip alarys: 
1) .

2
1

1
1Im,

2
1

1
1Re,

2
1

2
1

2
1

11
1

1
1

ii
ii

ii
i

i  

    2) .
2
2

11
1

1
1 3

3323

iii
ii

i
i
i  

 

.1
1
1Im,0

1
1Re

33

i
i

i
i

 

 Mysal 1.4  Kompleks sanlary  modulyny we 
argumentini tapmaly: 

1) ;1 123i   2)  
7

sin
7

cos i  

 özüli i:  

1) iiiiii 1111
612122123  
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,21111 22123 ii  

 
,...1,0,2

4
2

1
111 123 kkkarctgiArgiArg  

2) ,1
7

sin
7

cos
7

sin
7

cos 2
2

i  

,...1,0,2
7

62
7

2
7

2

7
cos

7
sin

7
sin

7
cos

kkk

ktgarctgkarctgiArg

 
 
 Mysal 1.5    De likleri subut etmeli:  

1) .;Re2 2121 zzzzzzz  
züli i. 1) 

zxiyxiyxzz Re22  
 

2) 2121212121 yyixxyyixxzz  
         212211 zziyxiyx .     

 Mysal 1.6 Kompleks sanlary trigonometrik we 
görkezijili görnü lerde ýazy  

1) 
5

sin
5

cos)3;
3

sin
3

cos2)2;31 iii  
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        özüli i. 1) Ilki bilen bu sany  modulyny we 
argumentini tapaly : 

,
3

3,2313131
22 arctgir  

.2
3

sin
3

cos231 3
i

eii  

2) 
3

sin
3

cos2 i kompleks san, 

kompleks sany  trigonometrik ýazyly y däl, sebäbi  –2 
položitel san däl.  

,
3

4cos
3

cos
3

cos   

,
3

4sin
3

sin
3

sin  

Diýmek 

.2
3

4sin
3

42
3

sin
3

cos2 3
4i

eii  

3) ,
5

4cos
5

cos
5

cos   

,
5

4sin
5

sin
5

sin  

.
5

4sin
5

4cos
5

sin
5

cos 5
4i

eii  
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Mysal 1.7  Tapy : 1) ;1 i  2) 3 .i  
 özüli i  1) Ilki bilen (1-i) kompleks sany  
modulyny we argumentini  ba  bahasyny tapaly : 

 .
4

1,2 arctg  

(1.7) formulany ulanyp alarys: 

.1,0,
2

2
4sin

2

2
4cos21 4 k

k
i

k
i  

;
8

sin
8

cos2
2
4sin

2
4cos21 44

1 iii  

.
8

7sin
8

7cos2
2

2
4sin

2

2
4cos21 44

2 iii
      

2) .
2

,1     

.2,1,0,
3

2
2sin

3

2
2cos3 k

k
i

k
i  
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,3
2
1

2
1

2
3

6
5sin

6
5cos

3

2
2sin

3

2
2cos

,3
2
1

2
1

2
3

6
sin

6
cos

2
3

1
3

iiiii

iiii

iiiii
2

3sin
2

3cos
6

9sin
6

9cos
3

4
2sin

3

4
2cos3

3  

 Mysal 1.8.  De lemeleri çözü : 
1) ;0322 izz      2) 083 iz  

özüli i. 1) Bu kwadrat de lemäni, çözüp, alarys: 
          1) .2432

2,1 iiiiiz  

2) 0208 333 iziz   

0422 2 izziz   
,042,02 2 izziz   

34,2 2
3,21 iiiziz . 

Mysal 1.9.  Eger 21, zz  ululyk  1z we 2z  
nokatlary  arasyndaky uzaklyk bolsa, onda  

2121 , zzzz  bolýandygyny görkezi .  
özüli i  

., 21
2

21
2

21212121 zzyyxxyyixxzz  
  

Mysal 1.10. De ligi subut edi :  
        

.
1
1

1
1

itgn
itgn

itg
itg n
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Çözüli i.

.
1
1

sincos
sincos

sincos
sincos

1
1

itgn
itgn

in
nin

i
i

itg
itg nn

 

 
§1.2. Kompleks sanlary   

yzygiderlikleri we hatarlary. 
1.Kompleks sanlaryñ yzygiderlikleri. 

 
 Kesgitleme 1.1.  Eger her bir n natural sana käbir 

nz  kompleks  san  degi li  edilse,  onda   ,...,..., 21 nzzz  
sanlary  toplumyna kompleks sanlaryñ yzygiderligi 
diýilýär. 
 Kesgitleme 1.2.   Eger 0  üçin eýle 

NN  nomer Nn,  üçin czn  

de sizlik ýerine ýetýän bolsa,onda c kompleks sana nz  
yzygiderligi  predeli diýilýär, ýa-da 
                    0lim cznn . 
 Predeli bar bolan yzygiderlige ýygnanýan 
yzygiderlik diýilýär.  
Predeli  geometrik manysy 5-nji suratda 
ekillendirilendir: 
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 y 

x 

c 

zn 

 

                                 Eger  c san, nz  yzygiderligi  
 predeli bolsa , onda 
c nokady  islendik 
etraby nz  
yzygiderligi  
tükeniksiz köp 
agzalaryny  özünde 
saklaýandyr.  

                        5-nji surat 
Her bir nz  kompleks yzygiderligine hakyky 

sanlary   nx  we ny yzygiderlikleri degi lidir, bu 
ýerde ,...2,1,niyxz nnn .   

Teorema1.1.                                
)8.1(limlim iciyxz nnnnn

 
predeli  bar bolmagy üçin 

)9.1(lim,lim nnnn
yx

 
predelleri  bar  bolmagy zerur we ýeterlikdir. 

Subudy. Zerurlyk. Goý (1.8) ýerine ýetýän bolsun, 
ýagny 0  üçin  eýle  bir  )(NN  nomer   

)(, Nn  üçin ,czn ýagny 

   22
nnn yxcz                

0 
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Bu ýerden 0 , üçin )(NN , Nn  üçin 
                nn yx ,                                      
de sizlikleri alarys. Diýmek  (1.9) de likler ýerine 
ýetýär. 

Ýeterlik   Goý, (1.9) ýerine ýetýän bolsun, ýagny 
0 , üçin 21 )( NweN  nomerler ,  

)(1Nn we )(2Nn  

üçin degi lilikde    
22 nn ywex   

de sizlikler ýerine ýetsin. Goý, 21,max NNN  
bolsun, onda 

,Nn  üçin 
2nx  ny  

de sizlikler ýerine ýetýär.  
Bu deñszilikleriñ esasynda bolsa 

222 nnn yxcz  
deñsizilik ýerine ýeter. 
 Kesgitleme 1.3. Eger Nn  üçin eýle hakyky  
a>0 san tapylyp, azn bolsa, onda nz  yzygiderlige 
çäkli yzygiderlik diýilýär.  

Predeli  kesgitlemesine görä, eger yzygiderligi  
predeli bar bolsa, onda ol çäklidir.Tersine umuman dogry 
däldir. 
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 Teorema 1.2.  (Weýter trass teoremasy). Islendik 
çäkli nz  yzygiderlik özünde ýygnanýan bölek 
yzygiderligini saklaýandyr.  
 Subudy Bu teoremany  subudy teorema 1.1-den 
we hakyky san yzygideligi üçin Weýter trass 
teoremasyndan gelip çykýar. 
 Teorema 1.3.  (Ko i kriterisi). nz yzygiderligi  
predelini  bar bolmagy üçin 0  san üçin 

NN  nomer tapylyp, NmNn ,  

nomerler üçin  mn zz  de sizligi  ýerine ýetmegi 
zerur we ýeterlikdir 
 Subudy Bu teoremany  subudy hem teorema 1.1-
den we hakyky san yzygiderligi üçin Ko i kriterisinden 
gelip çykýar. 

2. Kompleks san hatarlary. 
Goý, nzzz ,...,, 21 ...  (hakyky ýa-da kompleks)san 

yzygiderlik berlen bolsun. Onda ol yzygiderligi  
agzalaryndan düzülen 

                            
1n

nz   (1.10) 

latma kompleks san hatary diýilýär.   

  Eger (1.10) hatary  
n

k
kn zS

1
 bölek 

jemlerini  nS  yzygiderligi ýygnanýan bolsa, onda 
(1.10) hatara ýygnanýan hatar diýilýär. Bu yzygiderligiñ 
predeli (1.10) hataryñ jemidir. 
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Eger 
1n

nz hatar ýygnanýan bolsa, onda (1.10) 

hatara absalýut ýygnanýan hatar diýilýär. 
(1.10) hatary  ýygnanýandygyny aýdy la dyrmak 

üçin nS  yzygiderligi  ýygnanýandygyny 
aýdy la dyrmak ýeterlikdir. 

Yzygiderligi  häsiýetlerinden alarys: 

10.(1.10) hatary   ýygnanmagy üçin 
1n

nx we 

1n
ny  nnn iyxz  hatarlary  ýygnanmagy zerur 

we ýeterlikdir, unlukda 
1n

nz ix
n

n
1 1n

ny . 

      20. Eger (1.10) hatar ýygnanýan bolsa, onda ( -

kompleks san üçin) 
1n

naz  hatarlar hem ýygnanýandyr 

we  
1n

naz a
1n

nz de lik dogrudyr; 

    30. Eger (1.10)  we 

1n
n                                             (1.11) 

hatarlar ýygnanýan bolsalar, onda n
n

nz
1

 hatar 

hem ýygnanýandyr we  

 28

n
n

nz
1 1n

nz
1n

n  deñlik dogrydyr; 

40.Eger (1.10) we (1.11) hatarlar ýygnanyp,olary   
jemi degi lilikde S we   de  bolsa, onda  

1
11

kn
n

k
k

n
z hatar hem ýygnaýandyr we jemi 

S  de dir;  
50. Ko i kriterisi    (1.10) hatary  ýygnanmagy 

üçin 0 san üçin eýle NN  nomer 
NmNn ,,  nm  nomerler üçin 

m

nk
kz de sizligi  ýerine ýetmegi zerur we 

ýeterlikdir; 
        60.Eger (1.10) hatar ýygnanýan bolsa, onda 

0lim n
n

z ; 

        70.Eger  
1n

kz  hatar ýygnanýan bolsa, onda (1.10) 

hatar hem ýygnanýandyr.  
    Bu häsiýetleri  esasynda hakyky sanlary  hatary üçin 
belli bolan ýygnanma ny anlary kompleks sanlary  
(1.10) hatary üçin hem ulanmak bolar. 

3. Oblast dü ünjesi. 
Kesgitleme 1.4. Eger 0z  nokat özüni  käbir etrapy 

bilen D köplüge degi li bolsa, onda ol nokada bu 
köplügi  içki nokady diýilýär. 
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Kesgitleme 1.5.  Eger  zD köplügi  hemme 
nokatlary içki nokatlar bolsa, onda ol köplüge açyk 
köplük diýilýär. 

Kesgitleme 1.6.  (z) kompleks tekizligi  D köplügi 
açyk we baglany ykly (D köplügi  islendik iki nokadyny 
ähli nokatlary bu köplüge degi li bolan egri bilen 
birikdirip bolýan ) bolsa, onda ol k plüge oblast diýilýär.  

Kesgitleme 1.7.  Eger 0z  nokady  islendik etrapy 
özünde D oblasta degi li we degi li däl nokatlary 
saklaýan bolsa, onda ol nokada bu oblasty  çäk nokady 
diýilýär.  
          Kesgitleme 1.8. D oblastyñ çäk nokatlary  
köplügine oblastyñ çägi diýilýär  

Kesgitleme 1.9.   Kompleks  tekizligini  D 
oblastyna degi li bolan islendik ýapyk egrini  içi hem D 
oblastda saklanýan  bolsa, onda ol oblasta birbagly  
oblast diýilýär, tersine bolanda köpbagly oblast diýilýär. 
(6-njy surat) 

birbagly                                                                  
 
 
 
 
 

 
 
 
 

6-njy surat 
 

Köpbagly 

  

Köpbagly 
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Mysal 1.11. Kesgitleme 1.8-i ulanyp, 1c  sany  

in
inzn

2
3

2

2
 yzygiderligi  predelidigini görkezi .  

özüli i Goý, 0- erkin san bolsun. Onda 

4

5
2

51
2
31

422

2

nin
i

in
inzn   . 

Bu de sizlikden alarys: 

 
bolanda ýerine ýetýändir. 

Goý, N san   bolsun. Onda Nn  üçin 
4 2425n  de sizlik ýerine ýeter. Diýmek, 1c  san 

in
inzn

2
3

2

2
 yzygiderligi  predelidir.  

 Mysal 1.12.  n
i

n n
z 11 yzygiderligi  

predelini tapy .  
  

        
     
       

 4252545 4 4
2

2

2
44

 
 

  
 nn n 

 
 

4 2425
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özüli i.

.111lim11lim 0
lim 2

2

ee
nn

n
i

n
in

n

n
i

n
n  

 Mysal 1.13.     ,...2,11arg n
n

z
n

n  

yzygiderligi  dargaýandygyny görkezi . 
 özüli i. 

.,
,,01arg

bolsatakneger
bolsajubutneger

n
z

n

n  

nz  yzygiderlik ,...0,,0,  görnü i alar. Bu 
yzygiderligi  predeli ýok. 
  

 Mysal  1.14.   
1

2

)!2(n n

n

ni
n

  hatary  

ýygnanýandygyny  der emeli. 
  
         özüli i.  Dalamber ny any ulanyp, alarys: 

1
4

)11(
12

1lim
2
1

)22)(12()!2(
)!2()1(lim

))!1(2(
)!2()1(limlim

2
2

2

22

21

)1(2
1

e
nn

n
nnnn

nn

nni
nin

z
z

n
nn

n

n

nn

nn

nn

n
n  

ýagny berlen hatar dargaýar. 
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 Mysal 1.15.   0)Re(   bolanda 
gipergeometrik 

1 )1)...(1(!
)1)...(1()1)...(1(

n nn
nn

 

hatary  ýygnanýandygyny der . 
 özüli i:  Dalamber ny anyny ulanyp alarys: 

   

.1lim 1

n

n
n z

z
 

Diýmek Dalamber ny any berlen hatara ulanarlyk däl. 
Pabe ny anyny ulanmak üçin (1.12) de ligi ulanyp 
alarys: 
 
 

)12 .1 (1,
111

1 1

1)1 )...(1( )1 )...(1(
)1 )...(1 (!

1 ...1!1
1...11...1 

lim

lim

1

nn 

nn 

n n
nn

nn 
n n

n n n
nnn a n a aa

z
z 

n

n

n

n
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,ImRe1

ImRe1)11(

ImRe1
1(

111

11
1)1(

22

22

22

1

nn

nnn

nnn

nn

nnn
z

z
n

n

n  

Teýlor formulasyny  esasynda bu de ligi 

,10

ReReRe111110Re11011

10Re110Re111 1

n

a
nn

n
nnnn

nnnn
an

z
z

n
n

n

rnü de ýazmak bolar. Onda Ruabe ny any boýunça 
 

.1)Re(11lim 1

n

n
n z

z
n  

Diýmek berlen hatar absolýut ýygnanýar. 
§1.3. Stereografiki proýeksiýa   
we tükeniksiz da la an nokat. 

 Kesgitleme 1.10.  0zz  de sizligi 
kanagatlandyrýan kompleks tekizligindäki  z – nokatlary  
köplügine 0z  nokady  -etrapy diýilýär we 0z  
bilen belgilenýär.  
 Kesgitleme 1.11.  0Rz  de sizligi 
kanagatlandyrýan kompleks tekizlikdäki     z nokatlary  
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P 

y 

x 
M 

S 

 

 

 

  

köplügine tükeniksiz da la an nokady  R- etrapy diýilýär 
we )(R  bilen belgilenýär.  
          (z) kompleks tekizligine z  nokat bilen 
bilelikde gi eldilen kompleks tekizligi diýilýär. 
Tükeniksiz da la an nokady  ýeke-täkdigini görkezeli .  
Kompleks tekizlik bilen Riman  sferasy diýlip 
atlandyrylýan sferany  nokatlaryny  arasynda 
stereografiki proýeksiýany  üsti bilen  birbelgili 
degi lilik gurnaly . P nokat  bilen M nokady g ni çyzyk 
bilen birikdireli . Sfera  bilen g ni çyzygy  kesi me  
nokadyny A bilen  belgiläli . A nokat bilen M nokat 
özara birbelgili baglydyr. Eger M nokat islendik ugur 
boýunça tükeniksizlige ymtylsa, o a degi li bolan A 
nokat P nokada ymtylar. Diýmek, P nokat tükeniksiz 
da la an nokada degi li bolar, bu nokat ýeke-täkdir.  
 Goý,  R3 gi likde 0  dekart koordinatalar 

ulgamy berlen bolsun. Bu gi likde merkezi )
2
1,0,0(  

M
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nokatda we radiusy 
2
1

 de  bolan S sfera berlen bolsun, 

ýagny 

.
4
1)

2
1( 222  

(0,0,1) nokady P harp bilen belgiläli . (z) kompleks 
tekizliginde hakyky oky 0 , hyýaly oky 0  bilen gabat 
geler ýaly oxy koordinatalar ulgamyny guraly . 
 (z) tekizligi  iyxz  nokadyny göni çyzyk 
boýunça M nokat bilen birikdirip, sfera bilen kesi me 
nokadyny ),,(A  bilen belgiläli . Bu baglany yk, 
ýagny (z) tekizligi  nokatlary bilen sferany  P 
nokadyndan ba ga nokatlaryny  arasyndaky baglany yk 
özara birbaglydyr. 
 Ol birbelgili birbaglylyk 

1
,

11

1
,

1

2,
1

2
2

2

22 yxwe
z

z

z
y

z
x  

furmulalar bilen a ladylýar. 
 

Mysal 1.15. z  tekizligindäki islendik göni 
çyzygy  ýa-da töweregi  sferadaky sterografiki 
proýeksiýasyny  töweregidigini görkezi . 
 
 özüli i. z  tekizligindäki islendik göni çyzygy  
ýa-da töweregi  de lemesi 

022 DCyBxyxA  
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görnü de ýazylýar. Hakykatdan-da, eger 0A  bolsa, 
onda ol çyzyk  göni çyzyk, 0A  bolsa töwerekdir. 
Sterografiki proýeksiýadaky formulalary ulanyp, alarys: 

,0
1111 2

2

2

2
DCBA  

ýa-da 
0)1()1)(()( 222 DCBA . 

4
1)

2
1( 222  de ligi göz ö ünde tutup, 

so ky de likden alarys: 

 

 

 Bu tekizlik bilen 
4
1)

2
1( 222   

sferany  kesi mesi gözleýän töweregimizdir. 
 

II. Bap Kompleks üýtgeýänli funksiýalar. 
§ 2.1. Kompleks üýtgeýänli funksiýa, onu  

hakyky we hyýaly bölekleri. Funksiýany  predeli. 
Üznüksizlik 

 
 Kesgitleme 2.1.  (z) kompleks tekizligi  D 
köplügini  her bir z elementine bir ýa-da birnäçe w  
 

0.) 1(
) 1 ( ,0) 1 () 1 )(() 1 ( 2

 
 

D CBA
D CBA

0,) 1 () 1 )(( )) 
2 
1 (

4 
1 ( 22      D C B A 
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kompleks sany degi li edýän f düzgüne bu köplükde 
kesgitlenen funksiýa diýilýär.  
 ez  baglan yksyz üýtgeýän ululyk ýa-da funksiýany  
argumenti, w-e bagly üýtgeýän ululyk ýa-da funksiýa 
diýilýär.  
  Eger f funksiýa D köplügi  her bir z elementine 
di e bir w kompleks sany degi li edýän bolsa, onda o a 
birbahaly funksiýa, eger-de birden köp kompleks sany 
degi li edýän bolsa köpbahaly funksiýa diýilýär.  

z  kompleks tekizliginde kesgitlenen 
,2zw 2,Im,Re zwzwzw  funksiýalar birbahaly 

funksiýalardyr. z  kompleks tekizliginde kesgitlenen 
0zArgzw  we 2nzw n funksiýalar köpbahaly 

funksiýalardyr. D köplüge f funksiýany  kesgitleni  
oblastsy,  f(z)-  ähli bahalaryny  köplügine bahalar 
oblasty diýilýär. 
 Goy, zfw  funksiýa ( z ) kompleks 
tekizligini  D k plügini käbir ( w) kompleks tekizligini  
Q k plügine würýän bolsun.  Eger D we Q k plükleri  
nokatlaryny  arasynda zfw  funksiýany  k megi 
bilen  degi lilik  bar  bolsa,  onda,  tersine  Q  we   D  

plükleri  nokatlaryny  arasynda-da degi lilik bardyr. 
wFz  degi lilige zfw  funksiýany  ters 

funksiýasy diýilýär.  
 Eger bu funksiýalar birbahaly bolsalar, onda  D-i  
Q-a würmesine zara birbahaly ýa-da birýaprakly 
diýilýär. 
  w- kompleks san bolanlygy üçin alarys: 
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),,(),()( yxiyxuiuzfw   (2.1) 
bu ýerde ).(Im),(),(Re),( zfyxzfyxu  
 Goý, w=f(z) funksiýa D oblastda kesgitlenen 
birbahaly bolsun. 
 Kesgitleme 2.2 (Ko i) Eger 0  san üçin 
eýle )( >0 san tapylyp, 00 zz erti 

kanagatlandyrýan Dz üçin Azf )(  de sizlik 

ýerine ýetýän bolsa, onda A  sana f funksiýany  z0  
nokatdaky predeli diýilýär we a akdaky ýaly belgilenýär: 

                       Azf
zz

)(lim
0

.     (2.2)                           

 Kesgitleme 2.3.   (Geýne). Eger 0z  sana 
ýygnanýan islendik 0zzz nn  yzygiderlik üçin 

nzf  yzygiderlik A sana ýygnanýan bolsa, onda A 
sana  f  funksiýany  0z  nokatdaky predeli diýilýär. 

Goý, ,iCBA    ,,, yxiyxuzf  
000 iyxz  bolsunlar. Onda teorema 1.1-i   netijesini 

ulanyp alarys: (2.2) predeli  bar bolmaklygy 
,,lim

0
0

Byxu

yy
xx

 ,,lim

0

0

Cyx

yy
xx

              (2.3) 

predelleri  bar bolmaklygy bilen de güýçlüdir, ýagny 
kompleks üýtgeýänli funksiýany  (2.2) predeli bar 
bolmagy hakyky üýtgeýänli iki argumentli funksiýalary   
(2.3) predelleriniñ bar bolmagy  bilen de güýçlüdir. 
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 Hakyky iki üýtgeýänli  funksiýalary  predelini  
häsiýetlerini ulanyp, 
 ,)(lim 1

0
Azg

zz
,)(lim 2

0
Azh

zz
 predelleri  

barlygyndan 
,lim 21

0

AAzhzg
zz

 

21))()((lim
0

AAzhzg
zz

,  

 .0
)(
)(lim 2

2

1

0

A
A
A

zh
zg

zz
 predelleri  barlygyny alarys. 

 Kesgitleme 2.4.  Eger 0  san üçin eýle 
)(N >0 san tapylyp, Nz  de sizligi 

kanagatlandyrýan  z  üçin Azf )( de sizlik 
ýerine ýetýän bolsa, onda A sana  f  funksiýany  z  
bolandaky predeli diýilýär we eýle ýazylýar   
    .)(lim Azf

z
 

 Kesgitleme 2.5.  Eger 0z  nokady  käbir etrapynda 
kesgitlenen f funksiýany  0z  nokatda predeli bar bolup, 
ol predel funksiýany  0z  nokatdaky bahasyna de  

bolsa, ýagny  )()(lim 0
0

zfzf
zz

de lik ýerine ýetse, 

onda f funksiýa 0z  nokatda üznüksiz funksiýa diýilýär. 
Eger 0 san üçin eýle  0  san ,  

00 zz erti kanagatlandyrýan Dz  üçün 
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0zfzf  de sizlik ýetse, onda )(zf  funksiýa 

0z   nokatda üznüksiz funksiýa diýilýär. 
 Kesgitleme 2.6. Eger f (z) funksiýa D  köplügi  
her bir nokadynda  üznüksiz bolsa, onda ol funksiýa D 
köplükde üznüksiz diýilýär. 

 f(z) funksiýany  000 iyxz  nokatdaky 
üznüksizligi u(x,y) we ),( yx  funksiýalary  

),( 00 yx nokatdaky üznüksizligi bilen de güýçlüdir. 
 Kesgitleme 2.7. Eger   0  san üçin  eýle  

0 san tapylyp, zz erti 
kanagatlandyrýan Dzz ,  üçin 

)''()'( zfzf  de sizlik ýerine ýetýän bolsa, onda 
f funksiýa D köplükde de ölçegli üznüksiz funksiýa  
diýilýär. 
 Teorema 2.1.  (Kantor) Eger f(z) funksiýa ýapyk 
D oblastda üznüksiz bolsa, onda ol funksiýa ol oblastda 
de ölçegli üznüksizdir.  
   
 Mysal 2.1   2zw  funksiýa 0,0rr  
ýarym t weregi 20,2

0z  töwerege würýär. 

Hakykatdan-da, goý ierz 0  bolsun. Onda 
 

 Mysal 2.2  22zzizf  funksiýany  hakyky 
we hyýaly b leklerini tapy . 
  

.22
0

ierw
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           züli i.  

.4122

2422,,
22

222

xyiyyx

yixyxyixiyxiyxiyxiyxuzf  

Diýmek, 

.41,Im
,22,Re 22

xyyxzf
yyxyxuzf

 
 

 Mysal 2.3. 
z

zzf
Im

Re 2
 funksiýany  0z  

nokatda predeli barmy ? 
         züli i. Bu soraga jogap bermek üçin kesgitleme 

2.3 ulanaly :
nn n

iz 0 yzygiderlige garaly  

0Re nz  diýmek  

,1Im,1Re,01.0,0
2

||
2

'

n
z

n
z

n
i

n
zzfzf nnnnnn

 
onda .1'1'

nn zfzf  Predeli ýok. 
 
 Mysal 2.4. 2zw  funksiýany  üznüksizdigini 

rkezi . 
 züli i. .00

2
0

2 zzzzzz   Eger 0zz  
bolsa, onda eýle bir 0M  san ,  

MzMz 0, de sizlikler ýerine ýetýär. onu  
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esasynda 
.

2
,2 0000

2
0

2
M

zzzzMzzzzzz  

 
 

III Bap.  Diferensirlenýän funksiýalar. Önüm. 
§3.1. Kompleks üýtgeýän boýunça diferensirleme.  

Ko i–Riman (Eýler-Dalamber) ertleri. 
 Analitik funksiýa 

 
 Hakyky üýtgeýänli funksiýalardaky ýaly  

Dzzz
z

zfzzf ,,)()(
  (3.1) 

gatna yga garaly . 
 Eger (3.1) gatna ygy   0z  bolanda ( 0z  
ymtyly yna bagly bolmazdan) predeli bar bolsa, onda ol 
predele  f (z) funksiýany  z nokatdaky önümi  diýilýär we 

)(' zf ýa-da 
dz

zdf )(
 bilen belgilenýär, ýagny  

.)()(lim)()('
0 z

zfzzf
dz

zdfzf
z
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Eger f (z) funksiýany  z nokatda )(' zf  önümi bar 
bolsa, onda ol funksiýa z nokatda differensirlenýär 
diýilýär. 

      Eger )(zf funksiýany  D oblastyñ her bir 
nokadynda differensirlenýän bolsa, onda ol funksiýa D 
oblastda differensirlenýär diýilýär.  

Funksiýanyñ nokatda differensirlenmeginden 
üznüksiz gelip çykýar. Hakykatdan-da 0z bolanda 

0z
z
ww bolýar. Tersine umuman nädogry.  

Mysal 4.1. xzfw funksiýa (z) kompeks 
tekizliginiñ islendik nokadynda üznüksiz, ýöne hiç bir 
nokadynda differensirlenmeýär. Hakykatdan-da, 
                     

.
yix

x
yix
xxx

z
zfzzf

z
w  

Kesgitleme görä 
z
w predeli bar bolsa, z nola ymtyly  

usulyna bagly bolmaly däl. Ýöne 

00 yiz bolanda ,0
z
w   

00ixz bolanda 1
z
w bolar. 

 Eger )(zf funksiýa D oblastyñ her bir nokadynda  
üznüksiz )(' zf  önümi bar bolsa, onda ol funksiýa D 
oblastda analitik funksiýa diýilýär.  
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 Eger zf  funksiýa D oblastda birbahaly we 
differensirlenýän bolsa, onda bu funksiýa D oblastda 
endigan diýilýär. 
 Her bir endigan funksiýa analitikdir. Tersine 
umuman nädogry, sebäbi analitik bolmak üçin birbahaly 
bolmaklyk hökman däl. 

 Teorema3.1. ),(),()( yxiyxuzf  
funksiýany  D oblastda analitik bolmagy üçin, bu 
oblastda ),(),,( yxyxu  funksiýalary  üznüksiz hususy 
önümleri bar bolup,  

x
yx

y
yxu

y
yx

x
yxu ),(),(,),(),(  (3.2) 

ertleri  ýerine ýetmegi zerur we ýeterlikdir. unlukda,  
(3.2) ert ýerine ýetende  

x
i

yy
ui

x
u

y
ui

yx
i

x
uzf )('  (3.3) 

de likler dogrudyr. (3.2) erte Ko i-Riman erti diýilýär.  

 Subudy. Zerurlygy. Goý, )(zf funksiýa D 
oblastda analitik bolsun, ýagny Dz üçin  

z
zfzzfzf

z

)()(lim)('
0

 üznüksiz önüm bar 

bolsun. Bu predel 0z   bagly däl (kesgitlemä g rä), 
onu  üçin xz  bolsun, onda  
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,,,,,lim

),(,),(),(lim

)()(lim)('

0

0

0

x
yxyxxi

x
yxuyxxu

x
yxiyxuyxxiyxxu

x
zfxzfzf

x

x

x

 

ýagny  

    x
i

x
uzf )('  .                        (3.4) 

Indi yiz  bolsun, onda  

,1,,,,lim

),(,),(),(lim

)()(lim)('

0

0

0

yy
u

iy
yxyyx

yi
yxuyyxu

yi
yxiyxuyyxiyyxu

yi
zfyizfzf

y

y

y

 

y
ui

y
zf )('    (3.5) 

(3.4) we (3.5)  de liklerden alarys:  ,
yx

u
 

 .
y
u

x
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)(' zf  funksiýany  D oblastda üznüksizliginden 
),(),,( yxyxu  funksiýalary  ähli hususy önümlerini   

D oblastda üznüksizligi gelip çykýar. 
(3.4), (3.5) we  (3.2) de liklerden bolsa  (3.3) de likler 
gelip çykýar.  

 Ýeterligi. Goý, ),( yxu  we 

),( yx funksiýalary  ,,
y
u

x
u

 
y
u

x
,  hususy 

önümleri D oblastda üznüksiz we (3.2) ertler ýerine 
ýetýän bolsun. Onda  (matanaliz dersinden belli bol y 
ýaly ),( yxu  we ),( yx  funksiýalary  doly 
artdyrmalary a akdaky ýaly kesgitlenýär: 

  ,,,,,,,, 1 yxyxy
y

yxux
x

yxuyxuyyxxuu    (3.6) 

 ,,,,,,, 2 yxyxy
y

yxx
x

yxyxyyxx      (3.7) 

bu ýerde 21, funksiýalar 

ayxz 22 görä nola çalt ymtylýar, 
ýagny,  

         .2,10,,,lim
0

i
p

yxyxi

p
  (3.8) 

(3.6), (3.7) den (3.2) erti göz ö üne tutup alýarys: 
 

yix
yxyxxi

yix
yxuyyxxu

z
zfzzf ,,,),()()(
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.

)(

21

2121

21

yixx
i

x
u

yixyix

xiy
x

yix

yix
x
u

yixyix

x
x

iy
y
u

yix

y
y

ix
x
u

yix

y
y

x
xi

yix

y
y
ux

x
u

 

 
    Bu de likde 0z  bolanda predele geçip, (3.8) 
esasynda alarys: 
 

.)()(lim)('
0 x

i
x
u

z
zfzzfzf

z
 

Teoremany ertine görä  
x

we
x
u  hususy önümler D 

oblastda üznüksiz, diýmek )(' zf  önüm D oblastda 
üznüksiz, ýagny  )(' zf funksiýa D oblastda analitik. 

 Käbir halatlarda funksiýalary  analitikligini 
barlamak üçin Ko i-Riman  ertlerini dekart 
koordinatalar sistemasynda däl-de polýar koordinatalar 
sistemasynda  barlamak amatly bolýar.  

Çyl yrymly funksiýadan önüm almak düzgünini 
ulanyp,  
 

,1
rr

u
  

r
u

r
1

    (3.9) 

Ko i-Riman ertini alarys. Hakykatdan-da, 
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)sin,cos(),(),sin,cos(),( rryxrruyxu  
üçin 

     sincos
y
u

x
u

r
y

y
u

r
x

x
u

r
u      (3.10) 

we          

cossincossin r
x
ur

y
ur

y
r

x
y

y
x

x
   
ýa-da    

sincos1
y
u

x
u

r
   (3.11) 

(3.10) we (3.11) de liklerden (3.9)-y   birinji de lemesi 
gelip çykýar 

sincossincos
x
u

y
u

yxr
y

yr
x

xr
    (3.12) 

cos)sin( r
y
ur

x
uy

y
ux

x
uu  

ýa-da 

      - sincos1
x
u

y
uu

r
                 (3.13) 

 (3.12) we (3.13) de liklerden (3.9)-y  ikinji de ligi gelip 
çykýar. 

      Indi nümi tapaly     x
yarctgyxr ,22

.        

(3.3)-den alarys: 

r
x

r
u

xx
r

r
i

x
u

x
r

r
u

x
i

x
uzf )('  
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;2r
yiu

r
x

r
i

r
u

                                 (3.14) 

Bu de likden (3.9) (Ko i-Riman) ertini ulanyp alarys.  

,

)('

r
i

r
u

z
r

zr
zz

r
i

r
u

r
y

r
i

r
ui

r
x

r
i

r
u

r
y

r
ui

rr
x

r
i

r
uzf

 

 

.'

r
i

r
u

z
rzf

 
 

Bu deñlikden (3.9)-y göz öñünde tutup, 

.1' ui
z

zf  

 
deñligi alarys. 
 Mysal 3.1. zezf  funksiýa 
differensirlenýärmi ? 
 züli i. Funksiýany 

.sincos yieyezf xx  
rnü de ýazyp, Ko i-Riman ertini barlaly : 

xy
u

yx
uye

y
ye

x
ye

y
uye

x
u xxxx ,,cos,sin,sin,cos

 

  
 

 
 

22

2

2

2

2

2

2

1
  

1
. 

r 
y 

r 
x 

r i
r 
yu

r 
x

r 
u

x
y 

x 
y 

r 
x

r i

x
y

x
y

u
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Ko i-Riman erti ýerine ýetýär. Diýmek, zezf  
funksiýa differensirlenýär. 

,sincossincos' ziyxxxx eeeyiyeyieye
x

i
x
uzf  

diýmek ./ zz ee  
 Mysal 3.2. zw ln funksiýa üçin Ko i-Riman 
ertlerini barlamaly. 

 züwi. .lnln irzw  Bu ýerde 
.,ln ru  Bu de likler esasynda 

.1,0,0,1
r

u
rr

u
 

Ko i-Riman ertiniñ ýetýändigine göz ýetireris. 
Mysal 3.3.  Eger analitik iuw  funksiýany  

yxu ,  we yx,  hakyky we hyýaly bölekleriniñ 
ikinji tertipli üznüksiz hususy nümleri bar bolsa, onda 
olary   

02

2

2

2

yx
  (3.15) 

de lemäni kanagatlandyrýandyklaryny g rkezi . (3.15) 
de lemä Laplas de lemesi diýilýär. 
  züli i. Ko i-Riman ertlerinden alarys:  

.,
2

2

22

2

2

yxy
u

xy
u

yxx
u

yx
u  

Bu de liklerden  bolsa 
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.0
22

2

2

2

2

yxyxy
u

x
u

 

de lik gelip çykýar. eýle hem 

.,
2

2

22

2

2

xy
u

xy
u

xyx
u

yx
u

y
 

de liklerden 

.02

2

2

2

yx
 

de lik gelip çykýar. Laplas de lemesini  integralyna 
garmonik funksiýa diýilýär.  
 Ko i-Riman ertlerini kanagatlandyrýan iki 
garmoniki funksiýa zara çatrymlanan garmonik 
funksiýa diýilýär. 
 Mysal 3.4.Eger 

00,236Re 3223 fyxyyxxzf  bolsa, 
onda zf analitik funksiýany tapmaly. 

 züli i. 3223 236 yxyyxxu  
funksiýa üçin 

2222 666,3123 yxyx
y
uyxyx

x
u

 

(3.2) erti  esasynda alarys: 

 Bu de ligi y  boýunça 
integrirläli : 

.3123 22 yyx
y
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.633123 32222 xyxyyxxdyyxyx  
Bu de lik esasynda 

xyxy
x

'66 2  

Onda (3.2) erti  ikinji de ligi esasynda 
xyxyyxyx '66666 222

, 

ýagny 26' xx  de lik alynýar. Ondan bolsa 

integrirläp, Cxx 32  de ligi alarys. eýlelikde, 

.263, 3322 Cxyxyyxyx  
 

Cxyxyyxiyxyyxxzfizfzf 33223223 263236ImRe  
iCiyxiiyxiyxyiyxixiiyxyyxix 3332233223 233233  

.2121 33 iCziiCiiyx  
Alarys: 

000 cicf  
Diýmek  

.21 3zizf  
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§3.2. nümi  argumentini  we modulyny   
geometrik manysy. 

 Konform özgertmeler barada dü ünje. 
 

 Goý, bize bahalar oblasty w  bolan,  D (z)  
oblastda  kesgitlenen zfw funksiýa berlen bolsun. f(z) 
funksiýany   Dz0  nokatda nümi bar bolup, 

0)(' 0zf  bolsun we .00 Ezfw  
 Goý, 1l  egri çyzyk (z) tekizligi  0z  nokadyndan 
geçýän erkin egri bolsun. 1L  egri bolsa (w) tekizligi  0w  
nokadyndan geçýän 1l egrini  obrazy bolsun. 1 bilen 

1l egrä 0z  nokatda geçirilen galta many  x0  ok bilen 
emele getirýän, 1bilen bolsa 1L  egrä 0w  nokatda 
geçirilen galta many  u0 ok bilen emele getirýän 
burçlaryny belgiläli .  
 
 
 
 
 
 
                                        Z0 
             
             1    
 
 
 

y 

x 0 

zz0  

2  

 
2  1 

1 
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            L2 
 

                 1 
 
 
 

8-nji surat 
 

1l egrini  üstünde zz0  nokady alsak, onda o a 1L  
egride ww0  nokat   degi li  bolar.   Eger  zz0  
nokat 1l egri boýunça  0z  nokada ymtylsa ww0  
nokat 1L  egri boýunça 0w  nokada ymtylar. zarg  we 

warg  degi lilikde z  we w  kesiji gönüleri  ux 0,0  
oklary bilen emele getirýän burçlarydygy aýdy dyr, 
ýagny ,arg1 z warg1 . 
 Bu ýerden  

wz
zz

arglim,arglim
0

1
0

1  

de likler gelip çykýar. Onda  

,)(' 0
ikezf  ýagny 

z
wke

z
i

0
lim   

de likler esasynda alarys:  

1L  

U 0 

 

1 2  

0  

0  
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,argarglimarglimlimarg 11000
zw

z
w

z
w

zzz
 

 
11                       (3.16) 

 
Bu de likden görnü i ýaly, ululyk 1l egrini  alny yna 
bagly bolman 0z  nokada baglydyr. Indi 0z  nokatdan 
geçýän 2l egrä garaly . 2l  egrini  obrazyny 2L  bilen 
belgiläli .  
 Ýokardaka me ze  hasaplamalary geçirip alarys: 

            22                                                (3.17) 
(3.16) we (3.17) de liklerden 
                             2212  
de lik gelip çykýar. Onda bolsa 

                   2121              (5.3)                                    
de lik alynýar.  

Bil imiz ýaly, 21  tapawut 0z  nokatdan 
geçýän 1l  we 2l  egrilere ol nokatdaky galta malaryny  
arasyndaky burç, 21 bolsa, 1L  we 2L  egrilere 0w  
nokatdaky galta malaryny  arasyndaky burç. Bu ýerden 

akdaky netije gelip çykýar: 0z  nokatdan geçýän 
islendik iki egrini  obrazlary )( 00 zfw  nokatdan 
geçýän iki egridir, unlukda berlen egrileri  0z  
nokatdaky galta malaryny  arasyndaky burç olary  
obrazlaryna 0w  nokatda geçirilen galta malaryny  
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arasyndaky burça ululygy we ugry boýunça-da de dir. 
Mu a burçu  saklama  häsiýeti ýa-da konserwatizm 
diýilýär. 

 
 Goý, ikezf )(' 0  bolsun, onda 

0ozfk  bolar.  
Alarys: 

z
wzfk

z 0
0 lim)('  Bu ýerden takyklygy z -den 

ýokary bolan 

z
wk   ýa-da  zkz de ligi alarys. Bu de lik 0z  

nokatdan geçýän l -egrä bagly däldir. Bu ýerden görnü i 
ýaly )(zf  funksiýa kiçi tegelegi me ze  tegelege 
öwürýär, ýagny hemi elik süýnme häsiýete eýedir. 

eýlelikde, 0z  nokady  etrabyny 0w  nokady  
etrabyna öwürýän )( 00 zfw 0)(' 0zf  analitik 
funksiýa burçu  saklama we hemi elik süýnme 
häsiýetlerine eýedir. Munu  ýaly, öwürmä 0z  nokatdaky 
konform öwürme diýilýär. 

Mysal üçin (z) kompleks tekizlikde bir depesi 0z  
nokatda bolan tükeniksiz kiçi üçburçluk berlen bolsun. 

)(w  tekizlikdäki obrazy egriçyzykly üçburçluk bolsun. 

0z  nokada 0w  nokat degi li bolýanlygy üçin, 0w  
egriçyzykly üçburçlugy  depesi bolar 
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   y                                         
                        (z)                  
 
 
                                                                                                 
                   z0 

    0                                 x     0                                     
 

9-njy surat 
 

Bu üçburçlugy  burçlary de dir. Degi li 
taraplaryny  gatna ygy takmyn ol bir sana  de dir. 

Bellik Konform öwürmäni  kesgitlemesindäki  
0)(' 0zf ert   )(zfw  öwürmäni  0z  nokatdaky 

ýakobiýanyny  noldan tapawutlydygyny a ladýar. 
Hakykatdan-da,  iuzfw )(  öwürme   

  

 öwürmelere ekwiwalentdir. Bu öwürmäni  
J -ýakobianyny ýazaly : 

.
y
u

xyx
u

yx

y
u

x
u

J  

yxyxuu ,),,( 

 
 

(w) 

w0 
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 Ko i-Riman ertini ulanyp alarys.  

.
22

xx
uJ  

x
i

x
uzf '  de ligi göz ö üne tutup alarys. 

2' zfJ  
Onda   0)(' 0zf erti  esasynda  0)( 0zJ  bolar. 

Kesgitleme 3.1. Eger )(zf würme oblastny  her 
bir nokadynda konform bolsa, o a ol würmä bu oblastda 
konform würme diýilýär. 

 
Mysal 3.5. 2zw   würmäni  iz 10  

nokatdaky wrülme burçuny we süýnme koeffisiýentini 
tapmaly. 

züli i: Alarys: 
,2zw   .22)1(2)1( iiiw  

Bu kompleks sany trigonometrik g rnü de ýazaly  

.
4

sin
4

cos2
2

2
2

22)1( iiiw  

 
Bu de lik esasynda 

  .2)( 0zwk  

Alarys: 

14 
) ( arg 0  zw 
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.
2
1121)( zzzw  

Diýmek würmäni  süýnme koeffisiýenti  merkezi 

0  nokatda radiusi  
2
1

-e de  t weregi  nokatlarynda 1-e 

de dir. 
       Mysal 3.6. Tekizligi  haýsy nokatlarynda  

iz
izw

1
1

  würmäni würme burçy nola de ? Haýsy 

nokatlarda süýnme koeffisiýenti 1-e de ? 
       züli i. Meseläni  goýlu yna g rä, ilki berlen 

würmäni   haýsy nokatlarda konform bolýandygyny 
anyklaly . 
    Alarys: 

 
Bu de likden g rnü i ýaly, berlen würmäni  iz  
nokatdan ba ga nokatlarda nümi bar we ähli nokatlarda 

.0)(zw  
Diýmek, berlen würme kompleks tekizligini  iz  
nokatdyndan ba ga nokatlarynda konformdyr. Birinji 
soraga jogap:  Arg 0)(zw  de ligi kanagatlandyrýan 
nokatlary tapmaly, ýagny 0)(Im zw  we 

0)(Re zw  a latmalar ýerine ýetmeli. Alarys: 

2 22 )(
2 

)1(
2

)1 (
)1 ()1(

1
1 

zi
i

iz 

i
iz

iziiz i
iz 

izw
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,
))1((
))1((2

))1((
14

))1((
))1((2)1(4

))1((
))1(2)1((2

))1((
))1((2

))1((
2

)(
2

222

222

222

222

22

222

22

222

2

22

yx
yxi

yx
yx

yx
yxiyx

yx
yixyxi

yx
yixi

yix
i

iz
iw

)0(1
0)1(

)1(
0)1(

0)1(
0)(Re
0)(Im 2222

xxy
yx

xy
yx

yx
zw
zw

   

  

Diýmek, würmäni würme burçy 1xy   
)( iz ni çyzygy  nokatlarynda nola de . Ikinji 

soraga jogap: 1)(zw  de ligi kanagatlandyrýan 
nokatlary tapmaly. 
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IV Bap. Ýönekeý funksiýalar we  
komform özgertmeler. 

§4.1.   Komform özgertmäni  kesgitlenili i.  
Esasy prinsipleri.  

 
Geçen bapda )(zfw  funksiýany  0z  nokatdaky 
komformlygyny  kesgitlemesini beripdik. Indi ol 
funksiýany  oblastda komformlygyny  kesgitlemesini 
bereli .  

Kesgitleme 4.1. (z) kompleks tekizligi  D 
oblastyny özära birbelgili öwürýän öwrüme D oblastyñ 
her bir nokadynda konform bolsa, onda ol öwürmä bu 
oblastda konform öwürmä diýilýär.  

nümi  argumentini  we modulyny  geometrik 
manysyndan, eger )(zfw  funksiýa D oblastda 
birýaprakly, analitik we )(0)(' Dzzf  bolsa, 
onda )(zf würme D oblasty w  tekizligi  käbir E 
oblastyna konform öwürýär diýilýär. Konform 
öwürmeleri  käbir prinsiplerine garaly .  
 Teorema 1.1. Eger D oblasty E oblasta 
öhlelendirýän (öwürýän) )(zf funksiýa konform bolsa, 

onda )(zf  funksiýa D oblastda birýaprakly we 
analitikdir, unlukda Dz üçin 0)(' zf . 
 Subudy )(zf  funksiýa D oblastda konform, 
diýmek birbelgili funksiýa. )(zf funksiýany  D oblastda 
birbelgili funksiýalygyndan birýapraklygy gelip çykýar. 
Goý Dz0 erkin nokat,  21, zz  nokatlar 0z  nokady  
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etrabyndaky erkin nokatlar bolsun. 0z nokady  etraby 
tükeniksiz kiçi radiusly diýip hasap edeli . )(zfw  
funksiýa D oblastda komform öwürme bolanlygy üçin:  

1212 argargargarg zzww   
  (4.1) 

 

                    0
1

1

2

2 k
z
w

z
w

        (4.2)                               

bu ýerde 011 zzz  we 022 zzz  we 1w we 

2w  olary  obrazlary. 
 

 
                                           

 
 

                                              
10-njy surat 

                                          

Goý, 
2

2arg
z
w  bolsun, onda  

 

1z  

 

 

 

1  

2  

2  

1  

0

z1 

z2 

2z  

z0 
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1

1
1122

2

2 argargargargargarg
z
wzwzw

z
w    (4.3) 

 (4.2) we (4.3) den alarys:  
ike

z
w

z
w

1

1

2

2  tükeniksiz kiçi takyklykda, ýagny 

.,max0 21 zz   

1z  we 2z nokatlar 0z  nokady  etrabyndaky islendik 
nokatlar bolanlygy üçin  

z
w

z 0
lim  predel bardyr  we )(' 0zf  de dir. 

 ýagny 0)('lim 0
0

zf
z
w

z
 

0z  nokat D oblasty  erkin nokady, onu  üçin 
Dzzf 0)(  üçin. So ky de likden )(sf  

funksiýany  D oblastda analitikligi gelip çykýar. 
(Üznüksizlik erti goýman konform öwürmäni  
kesgitlemesini  berip bolýar. ol erti  goýulýandygyny  
sebäbi so ky temalarda gerek bolýar). 

Konform öwürme kesgitleme berenimizde burç 
saklama häsiýetinde di e burçu  ululygy däl-de ugry 
hem saklanýardy. 
 Eger biz zw  öwrüme seretsek burçu  ululygy 
saklanyp, ugry üýtgeýändigini aýdy dyr Diýmek, bu 
häsiýete analitik funksiýalary  çatyrymlylaryny  ählisi 
eýedir.  
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)(zf  öwürme  ( )(zf -analitik funksiýa) ikinji jynsly 
konform öwürme diýilýär  
 akdaky teoremany subutsyz kabul 
edeli .(Teoremany  subudy üçin wyçýer nazaryýeti  
gerek).  
 Teorema 4.2. (çägi  degi lilik prinsipi). 
 Goý,  ýapyk egri bilen çäklenen D oblastda 

berlen birbelgili analitik )(zf funksiýa DD  
oblastda üznüksiz bolup,  egrini   w  tekizlikdäki   
ýapyk egrä özara birbelgili öwürýän bolsun. Eger bu 
öwrüme  egrini  aýlanma ugruny saklaýan bolsa, onda 

)(zf  funksiýa D oblasty  bilen çäklenen E oblasta 
konform öwürýär. 
 Teorema 4.3. (Riman teorema) )(z  kompleks 
tekizligi  birbagly D oblastynyñ  çägi birden köp 
nokatdan durýan bolsa, onda ony 1w  birlik tegelegi  
içine öhlenendirip bolýar.  
 

 1.Konform öwürmäniñ käbir häsiýetleri 
Tükeniksiz da lykdaky nokady özünde saklamaýan 

oblastda konform öwürmäniñ kesgitlemesini beripdik. 
Kesgitleme 4.2 Giñledilen (z) kompleks 

tekizliginiñ D oblastyny giñeldilen (w) kompleks 
tekizliginiñ G oblastyna öwürýän zfw öwürme: 

1) özara birbelgili öwürme, ýagny f(z) funksiýa D 
oblastda birýaprakly; 

2) D oblastyñ bir nokadyndan, özem bu funksiýanyñ 
birinji tertipli polýusyndan ba ga nokatlarynda f(z) 
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funksiýa analitik, ertleri kanagatlandyrýan bolsa, onda 
öwürme konform diýilýär. 

0z nokadyñ etrapynda konform we analitik bolan 
zfw  öwürmäniñ käbir häsiýetlerine seredeliñ. 

Öwürmäniñ 0z nokatda birýaprakly bolmagy üçin 
00

| zf bolmalydyr. Önümiñ geometriki 
manysyndan a akdaky iki häsiýet gelip çykýar: 
10. Süýnme hemi eligi. 0z nokatdan geçýän ähli 
egrileriñ süýnmegi azf 0

/ deñdir; 
   20. Burçuñ saklanmagy. 0z nokatdan geçýän ähli egriler 

0
|arg zf  burç öwülýär; 

Konform öwürmäniñ a akdaky häsiýetlerini belläp 
geçeliñ: 
  30.Konform öwürmäniñ ters öwürmeside konformdyr; 
  40. Eger f we g öwürmeler konform bolsalar, onda 
fog öwürme-de konformdyr. 

Bu häsiýetler kesgitleme 4.2-den, 
birýapraklylykdan we ters funksiýadan gelip çykýar. 
Tükeniksiz da lykdaky nokatda iki egriniñ arasyndaky 
burça kesgitleme bereliñ. 

Kesgitleme 4.3.   z nokatdan geçýän 1 we 
2 egrileriñ arasyndaky burç diýilip, bu egrilerin 

0 nokatdaky 
z
1  öwürmeden alnan obrazlarynyñ 

arasyndaky burça aýdylýar. 
 Bu kesgitlemeden we 20-nji häsiýetden 

z
1 öwürmede giñeldilen kompleks tekizliginiñ 
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islendik nokadyndan geçýän egrileriñ arasyndaky burç 
saklanýandyr. 
     Mysal 4.1. Goý, 1 , 2 öhleler ol bir tükenikli 

0z nokatdan çykýan bolsun. Onda  1 , 2 öhleleriñ 
z noaktdaky aralaryndaky burç 0z nokatdaky 
burçunyñ ululygynyñ ters alamaty bilen alnanyna deñdir. 
      Subudy. Ýönekeýlik üçin 00z bolsun. Goý, j -
öhleler. .2,1arg jz j  Onda 1 , 2 öhleleriñ 

0z nokatdaky arasyndaky burç 12 deñdir (ugry 
1 öhleden 2 öhle tarap) 12  (11-nji surat). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 
 

11-nji surat                                                            
 
 
 
 
 
 

 

(z) 

 

2  

 1 

2 
1 
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       ( ) 
 
 
 
 
          0                  
                            - 1 
                        -    

                                - 2                                                                               
                                                                                          

 
  12-nji surat 

1 , 2  egriler üçin 
z
1 öwürmäni ulanyp, degi lilikde 

alnan 1 2 obrazlaryñ arasyndaky burçlar 
2,1arg jj  boljaldygy aýdyñdyr. 

Hakykatdanda, 2,1arg jz j ,onda 

.2,1arg11 je
zez j

j

j  

0 nokatdaky 1 , 2 egrileriñ arasyndaky burç 
12  deñdir. (12-nji surat). 

         Kesgitleme 4.3 e görä z nokatdaky 
1 , 2 egrileriñ arasyndaky burç - deñdir. 

         Kesgitleme 4.3-den we 20-nji häsiýetden konform 
öwürmäniñ a kadaky häsiýeti gelip çykýar. 
         50. Giñeldilen kompleks tekizliginiñ D oblastyny 
konform öwürýän bolsa  islendik nokatdan geçýän 
egrileriñ arasyndaky burç saklanýandyr. 

1nz  

2  

 68

        Subudy. Kesgitleme 4.2 we 20-nji häsiýeti ulanyp, 
akdaky tassyklamany gökezeliñ: 

       1.Eger 

Rz
z

C
z

CCzf ...,2
21

0  

funksiýa z nokatda analitik we 01C bolsa, onda 
zfw öwürmede z nokatda egrileriñ arasyndaky 

burç saklanýar. 
2. Eger 0z (tükenikli ýa-da tükeniksiz) nokat f(z) 

funksiýanyñ birinji tertipli polýusy bolsa, onda 
zfw öwürmede egrileriñ 0z nokatdaky burçlary 

saklanýar.  
Birinji tassyklamany subut edeliñ, ikinjisi birinjä 

meñze  subut edilýär. 

zfw  funksiýany 
z

fw 11 görnü de 

ýazalyñ. Onda ...2
210 CCCw  deñligi alarys. 

Kesgitleme 4.3-den belli bol y ýaly 
z
1 öwürme 

z nokatda egrileriñ arasyndaky burç saklanýar. 
fw öwürmede 0 nokatda egrileriñ arasyndaky 

burç saklanýar, sebäbi .00 1
/ Cg  Diýmek 

fw öwürmede z nokatda egrileriñ arasyndaky 
burç saklanýar. 

2. Bitin çyzykly funksiýa.                            
                                bzw                              (4.4)                                            
funksiýa bitin çyzykly funksiýa diýilýär, bu ýerde 

ba ,0 käbir kompleks sanlar. (4.4) öwürmeler ähli  
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 Bu integrallar 
diffraksiýa 
nazaryýetinde du  
gelýär. Frenel 
intgrallaryny 
hasaplamak üçin 

2
)( izezF kompleks 

üýtgeýänli kömekçi 
funksiýa garaly . 
 
 

                                                                    25-nji surat 
-egrini çyzgydaky ýaly alaly : OA  kesim, AB  

merkezi koordinatalar ba langyjy radiusy R de  bolan 
töweregi  dugasy, BO birinji koordinat burçu  

bissektrisasyndaky 
4

AOB   (25-nji surat). 

 Ko i integral teoremasyna görä                         
                                                                         

      ,0
2
dei

  
                                                          

                                                           
 

 
ýa-da 

,0
2222

BO

i

AB

i

OA

ii edeede  

B 

0 A 

y 

x 
R 

4
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               0321 rIRIRI                
                       (5.19) 

Bu integrallary aýratynlykda  hasapla : 

dxedeRI
R

ix

OA

i

0
1

22

)(                              (5.20)      

  

                  
.)(

2

2 deRI
AB

i  

4
0,,Re dRied ii  

orunda goýmany ulanyp, alarys: 

,)(,

)(

4/

0

2sin
2

2sin
4/

0

2cos

4/

0

2sin2cos
4/

0
2

222

222

deRRIdeeeRi

deeRidRieeRI

RiRiR

iiiRieiR i

 

2
20,222sin de sizligi  

ulanyp, alarys: 

,1
4

1
4

/
4

)(
22

22
4/

0

4

2

4/

0

22

2
RR

RR

e
R

e
R

e
R

RdeRRI
 

 Diýmek 
0)(lim 2 RI

R
      (5.21) 

,)(
0

3

2

deRI
B

i  
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rdredre
ii

,, 44 -bolsa   R–den  0 –a çenli 
üýtgeýär 

,1
4
2

2
)1(

2
21

2
2)(lim

,1
2
2

2
2

2
2)(

0
3

00

4
0

3

2

2222

iidreiRI

dreidreidreeRI

r
R

R
r

R
ri

R

eir
i

 

(
20

2
dre r matematiki analiz dersinden belli) 

)1(
4
2)(lim 3 iRI

R
    (5.22) 

(5.19) de likde R  bolanda (5.20),  (5.21), (5.22) 
de likleri göz ö ünde tutup, 

,0)1(
4
20

0

2
idxeix  

 
ýa-da 

),1(
4
2

0

2

idxe ix  

)1(
4
2sincos

0

22 idxxix  

.
4
2sincos

0

2

0

2 dxxdx  
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2). .0,0)2cos(
2

adxaxe x  

Bu integraly hasaplamak üçin 
2

)( zezf      
                               
                                     
                                                     
                                      
 
 
 
 
 
 
 

  26-njy surat 
funksiýany 26-njy suratda görkezilen  gönü- burçlyk 
boýunça integrirläli  )(zf funksiýa ähli kompleks 
tekizliginde differensirlen- ýändigi üçin            
Ko i teoremasyny ulanyp, alarys: 
                                                                                                        

,0
22222
dzedzedzedzedze

DA

z

CD

z

BC

z

AB

zz  

.0)()()()( 4311 RIRIRIRI  (5.23)  
                    

.)(
2

1 dzeRI
AB

z  

0 

y 

x 

D(-R;ai) 

A(0;-R) B(0;R) 

C(R;ai) 
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RxRxz  we dxdz ulanyp, 

dxeRI
R

R

x2
)(1  

integraly alarys. 

.1)(lim
22 )'(

1 xdedxeRI xx
R

  (5.24)                     

,)(
2

2 dzeRI
BC

x  

,,2),0( 222 idydziRyyRzayiyRz  
Alarys: 

dyeeiidyeRI Ryi
a

yR
a

iRyyR 2

00

2
2

2222
)(  

dyeRI
a

yR

0

)(
2

22
)(  

aR bolanda 

,)( )(

0
2

2222 aR
a

aR aedyeRI  

          
.0lim 2I

R
                                 (5.25)

        

.)( .
3

2

CD

dzzeRI  
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,iaxz x üýtgeýän ululyk  R–den –R-e çenli 
üýtgeýär, .dxdz  

dxaxiaxee

dxeeedxedxeRI

R

R

xa

axi
R

R

xa
R

R

iaxax
R

R

iax

2sin2cos

)(

22

22222 22
3

                         

(5.26) 

,)( .
4

2

DA

dzzeRI  

,iyRz  üýtgeýän ululyk a–dan o-a çenli üýtgeýär, 
,idydz  

,)(
0

2)(

0

2
0

4
22222

dyeeidyeiidyeRI
a

RyiyRx
a

iRyyR

a

iyR

 
aR bolanda  

 

)(

00

)(
4

222222 aR
a

aR
a

yR aedyedyeRI  

.0)(lim 4 RI
R

     (5.27) 

(5.23) de lemä R  predele geçip we (5.24), (5.25), 
(5.26), (5.27)  de likleri göz ö üne tutup, alarys: 
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3 
 
 
 
 
 
 
 
 
2 
 
 
 
                                  27-nji surat 

.2cos(
22 ax edxaxe  

 

3). dx
x

x

0

sin
-Dirihle integraly 

      Bu integraly hasaplamak  üçin 
z

ezf
iz

)(  

kömekçi funksiýa garaly . Garalýan funksiýa kompleks 
tekizli-gini        0z  nokadyndan ba ga nokatlaryna 
differensirlenýändir, hakykatdan-da  

                                                          
 

E(0;r) 

x 

0 

y 
B(0;R) 

C(-R;0) D(-r;0) F(r,0) A(R;0
) 
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.)1()(' 2z
izezf

iz
 

-egrini 27-nji suratdaky ýaly edip alaly  -ýapyk 
egrini  içinde )(zf  funksiýa differensirlenýändir, onda 
Ko i teoremasyny ulanyp, alarys: 

,0dz
z

edz
z

edz
z

edz
z

edz
z

e

FA ABC CD DEF

iziziziziz
 

       .0)()()()( 4321 rIRIRIRI             (5.28)
                     

Alarys: 

,,

,)(1

dxdzRxrxz

dz
z

eRI
FA

iz

 

        
dx

x
xidx

x
xdx

x
eRI

R

r

R

r

R

r

ix sincos)(1   (5.29)

                       

,)(2 dz
z

eRI
ABC

iz
 



 109 

,11
2
2

22)(

,
Re

)(

,,0Re

2/

0

22/

0

sin

0

sin
2

sin

0

cos

0

sincos

0

Re

2

RR

R
RR

RiRiiR
i

ii

ii

e
R

e
R

dededeRI

deeideidRieeRI

dRiedzz
i

 

                            .0)(lim 2 RI
R

                         (5.30)

                           

,)(3 dz
z

eRI
CD

iz
 

 ,xz  x üýtgeýän ululyk –R-den -r çenli 
üýtgeýär, ,dxdz  

.sincossincos)(3 dx
x

xidx
x

xdx
x

xidx
x

xdx
x

eRI
R

r

R

r

R

r

R

r

r

R

ix

   (5.31)                                           

,)(4 dz
z

eRI
DEF

iz
 

 ,irez den 0-a çenli üýtgeýär, 

,driedz i  

.)(
0

)sin(cos
0 )sin(cos

4 deid
re

rieeRI iir
i

iiir
 

ize  funksiýa 0z nokatda üznüksiz 0  san üçin, 
eýle bir 0)(  san tapylyp, 
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rz de sizligi kanagatlandyrýan z  üçin 

11 )sin(cos iiriz ee  de sizlik ýerine 

ýetmeli. 

,1)()(
0

sincos

00

)sin(cos
4 dedideiirI iiriir  

ýagny 
        .lim 4

0
iI

r
                  (5.32)                                        

  
(5.28) de lige 0, rR  bolanda predele geçip we 
(5.29), (5.30), (5.31), (5.32) de likleri göz ö üne tutup, 
alarys: 

2
sinsin2

0sincos0sincos

00

0000

dx
x

xidx
x

xi

idx
x

xidx
x

xdx
x

xidx
x

x

 

 Goý, birbahaly 
)(zf funksiýa 

birbagly D  oblastda 
analitik bolsun. 
Ba langyjy we ahyry 
degi lilikde 

Dzz ,0 nokatlar 
bolan D,, 21   
                                                                         28-nji surat 

oz  
z 

2  

1 
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egriler ýapyk egrieri emele getirýär.                                     
                                                                                                     
                     

21 1 2

)()(0)( dzzfdzzfdzzf  

Diýmek analitik funksiýany  integraly egrä bagly däl-de 
egrini  ba langyç we ahyrky nokatlaryna baglydyr. 

onu  üçin berlen integraly  

df
z

z0

)(  görnü de ýazaly . 

0z  berlen nokat bolsa, onda seredýän integralymyz z  
bagly funksiýadyr: 

dfzF
z

z0

)()( . 

)(zF funksiýany  D oblastda analitik we )()(' zfzF  
bolýandygyny görkezeli .  

Dzzz,  üçin alarys: 
zz

z

z

z

zz

z

df
z

dff
zz

zFzzF 1)()(1)()(

00

                                        

(5.33) 
Indi 

zf
z

zFzzF )()(
 tapawudy  0z  

bolanda predelini  nola de digini görkezeli . 
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dzff
z

dzf
z

df
z

zz

z

zz

z

zz

z
)()(1)(1)(1  

ýa-da 

          .1 dzff
z

zz

z                    
(5.34) 

                           
 

)(zf funksiýa D  oblastda üznüksiz: 0 san üçin 
eýle bir 0  san tapylyp, z  bolanda 

.zff  
Bu de sizligi göz ö üne tutup, (5.30) – dan alarys: 

.'

0lim1
0

zfzF

z
z z  

 
 Kesgitleme.5.2 D oblastda analitik )(zF  
funksiýa Dz  üçin ),(' zfzF  de ligi 
kanagatlandyrýan bolsa, onda  )(zF  funksiýa D  
oblastda )(zf  funksiýany  asyl funksiýasy diýilýär.  

 Kesgitlemä görä dfzF
z

z0

 funksiýa 

)(zf  funksiýany  asyl funksiýasydyr. 
)(zf funksiýany  islendik asyl funksiýasyny 
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CdfzF
z

z0

 

 
görnü de ýazyp bolar. Hakykatdan-da  

.,,
0

zyxiyxudfzF
z

z
 

Alarys: 
.0)()('' zfzFz  

Ba gaça 
 

So ky iki de likdir 

Dz
y
u

uyx
u ,0  

),(),,( yxyxu funksiýalar differensirlenýän, onda  

21 ),(,),( CyxCyxu  
ýa-da 

CCCz 21  

Diýmek CdfzF
z

z0

 de lik dogry. 

 Goý, 0zz bolsun, onda .)( 0 CzF  Diýmek 

)()()( 0
0

zFzFdf
z

z  

 

.0'
y
ui

yx
i

x
uz
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VI Bap.  Ko i integral formulasy.  
Ko i formulasyndan netijeler. 

         Analitik funksiýany  modulyny  
 maksimum prinsipi. 

§6.1. Ko i integral formulasy.  
Ko i formulasyndan netijeler. 

1. Ko i integral formulasy. 
 

 Ko i integral teoremasyndan kompleks üýtgeýänli 
funksiýa üçin möhüm bir formula bolan Ko i 
formulasyny alyp bolýar. 

 Teorema 6.1. Goý, birbahaly )(zf  funksiýa 
birbagly D  oblastda analitik bolsun. Onda z  nokady 

içinde saklaýan islendik D  ýapyk egri üçin 

d
z

f
i

zf )(
2
1)(   (6.1) 

  
formula dogrydyr. 
 Eger mundan ba ga )(zf funksiýa DD  
ýapyk oblastda üznüksiz bolsa, onda  Dz  üçin  

d
z

f
i

zf )(
2
1)(

        
 (6.2) 

       
formula dogrydyr. 
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Subudy. Teoremany ertine görä )(f funksiýa D  
oblastda 
analitik, 
diýmek 

z
f )(

funksi

ýa D  
oblastynyñ 

z  
nokadyndan  

                       29-njy surat 
ba ga nokatlarynda analitikdir. 
 z  tegelek özüni  zC :  çägi 
bilen  ýapyk egrini  üçinde saklanar ýaly  
edip –ny saýlap alaly . Da yndan , içinden C  
ýapyk                                                         

 egriler bilen çäklenen ,D  köpbagly oblastda z
f )(

 

funksiýa analitikdir. Köpbagly oblast üçin Ko i 
teoremasyny ulanyp  

,0)( d
z

f

C
 

ýa-da 

                d
z

fd
z

f

C

)()(
    (6.3)                                   

D  

z  
C  
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deñligi alarys. 
Bu de ligi  sag bölegindäki integraly hasaplaly : 

     
.)()(

)()()()()(

12 IzfI
z

dzf

d
z

zffd
z

zfzffd
z

f

C

CCC        (6.4)               

Mysal 5.10-dan belli bol y ýaly iI 21 . Indi 

.)()(
2 d

z
zffI

C
 

integrala garaly .Teoremany ertine görä )(f  
funksiýa z  nokatda üznüksiz, ýagny 0 san üçin 
eýle bir 0)( san tapylyp, z  

de sizligi kanagatlandyrýan z üçin 
)()( zff  

de sizlik dogrydyr.  üçin alarys: 

.022
)()(

22 I
p

d
p

d
z

zff
I

CC

 

21, II -i  bahalaryny (6.4)-de ornunda goýup,  

     zifd
z

f 2   

  
deñligi alarys. Bu deñlikden (6.1) formulanyñ gelip 
çykýandygy aýdyñdyr. 
Teoremany  ikinji bölegini subut etmek üçin teorema 
5.1-i  ikinji bölegi ulanmak ýeterlikdir. 
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 Mysal 6. 1. de

25 4
 integraly hasapla .  

 özüli i  e   funksiýa bütin kompleks tekizliginde  
analitik. 4  nokat 25  töweregi  içinde 
saklanýar. (6.1) formulany ulanyp alarys: 

.2
4

4

25
iede

 

  Mysal 6.2.  d
11

2 1
4

sin
  integraly hasapla . 

        özüli i 
1
4

sin
funksiýa 1 1 tegelekde 

analitik 1111   oblastda üznüksiz. 1 

nokat 11  tegelegi  içinde saklanýar (6.2) 
formulany ulanyp alarys: 

.
2
2

11
4

sin
2

1
1
4

sin

1
4

sin

1111
2 iidd  

 
 Ko i formulasy di e birbagly oblast üçin däl-de 
köpbagly oblast üçin hem dogrydyr. Hakykatdan-da, D  
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oblast da yndan 0  içinden, ýönekeýlik üçin, 1 we 2  
ýapyk egriler bilen çäklenen bolsun. Goý, )(zf  funksiýa 

D  oblastda analitik, 210DD  oblastda 
üznüksiz bolsun. Onda Dz  üçin  

         
d

z
f

i
zf )(

2
1)(

                        
(6.5)                      

  
formula dogrydyr, 
bu ýerde 

.210  
Teorema 6.1-däki 
ýaly 

pz tegele
k özüni   
 
 

     
     

30-njy surat 
zC :  çägi bilen D  oblast degi li      bolar 

ýaly –ny saýlap alaly . Köpbagly oblast üçin Ko i 
teoremasyny ulanyp alarys:                                                                    

 

d
z

fd
z

fd
z

f

CC

)()(0)(

   

0  

z  

1 

2  
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)(f  funksiýa C  töweregi  içinde analitik 
onu  üçin teorema 6.1-i  tassyklamasyny ulanyp 

(6.5) de ligi alarys.  
2.Ko i formulasyndan netijeler. Analitik funksiýanyñ 

modulynyñ maksimum prinsipi 
 Netije 6.1. (6.5) formulany  hususy halyna 
garaly . Goý, )(zf  funksiýa D  oblastda analitik 
bolsun. D1  ýapyk egri, D2  ýapyk egrini  
içinde saklanýan bolsun. 

 
31-nji surat 

 
1

D  oblast 1 egri bilen çäklenen bolsun. Onda 
4

Dz  
nokat üçin 

.)(
2
1)(

2
1)(

12

d
z

f
i

d
z

f
i

zf               (6.7)  

z  2  
1 

D 
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 Bellik 6.1.  Eger z  nokat D  oblastnyñ da ynda 

bolsa, onda 
z

f )(
 funksiýa bu oblastda analitikdir, Ko i 

teoremasyna görä 

0d
z

f
 

Diýmek  

.,0
,),(

2
1

Dzeger
Dzegerzf

d
z

f
i

 

 Teorema 6.2 (orta baha hakynda). Goý, 
zf funksiýa RzzK 0:  tegelekde analitik we K  

tegelekde üznüksiz bolsun. Onda bu funksiýany  
tegelegi  merkezindäki bahasy onu  töwerekdäki 
bahalaryny  orta arifmetiki bahasyna de dir, ýagny 

     dzfzf i
2

0
00 Re

2
1

                     (6.8) 

 Subudy. (6.2) formuladaky  egrini  ornuna 
merkezi 0z radiusy R -e de  bolan töwerege alaly . Onda 

dRiedz ii ,20,Re0  bolar. 
Alarys: 

.)Re(
2
1

Re
)Re(

2
1)(

2
1)(

2

0
0

2

0

0

0
0 dzfdRie

zf
iz

f
i

zf ii
i

i

   
 Teorema 6.3. (Analitik funksiýany  modulyny  
maksimum prinsipi). Goý, )(zf  funksiýa D  oblastda 
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analitik we DD  oblastda üznüksiz bolsun. Onda, 
eger Dz  üçin constzf )(  
bolmasa )(zf funksiýany  moduly di e D  oblastyñ  
çägine maksimuma eýedir. 
  Subudy. 

),(),( 22 yxyxuzf funksiýa D  oblastda 
üznüksiz, onu  üçin matematiki der ew dersinden belli 
bolan Weýer trass teoremasyna görä ol funksiýa D  
oblastynyñ käbir 0z  nokadynda maksimuma eýedir. 
Ýagny  

.0000 ,,)()( iyxzDzzfzf      (6.9)              
 Goý, 0z  nokat D  oblastyñ içki nokady diýip 
guman edeli . Radiusy R merkezi 0z  nokat bolan 

DCKK R00  tegelege guraly .  Orta baha 
hakyndaky teoremany ulanyp alarys: 

,
2
1)Re(

2
1

2
1)(

2

0
00

2

0
0

2

0
00 deRzfdzfdzzfzf ii  

ýa-da 

  0)(
2

0
000 dzfeRzf i         (6.10) 

Bu de sizlikden 
0RC töweregi  ähli nokatlary üçin 

000 zfeRzf i
 

 

 122 

Bu de sizlik di e de lik bolanda dogrydyr, ýagny  

.,
000000 R

ii CeRzzfeRzf  

Su a me ze  de ligi islendik, merkezi 0z  radiusy 

01 RR  bolan 
1RC  töwerek üçin alyp bolýar.  

Diýmek, 
., 00 Kzzfzf  

32-nji surat 
 
 

*z  
nz  

0z  

2z  
1z  

D 

2RC  

nRC  

1RC  

0RC  
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 Goý, Dz* erkin nokat bolsun. 0z  nokat bilen *z  
nokady D  oblasta degi li bolan  l   
egri birikdireli . Goý, 

l

ld min  bolsun. 

*zf  bolýandygyny görkezeli .  

l  egrini  
0RC  töwerek bilen kesi me nokadyny 1z  bilen 

belgiläli  Merkezi 1z  nokat, radiusy dR1  bolan  
1RC  

töweregi guraly . 11 Kz  bolandygy üçin 

.1zf  Ýokarka me ze likde 1Kz  üçin 

zf  üçin de ligi alarys. a me ze likde, 
tükeniksiz ädimden so  *z  nokady özünde saklaýan 

nRK  tegelegi alarys we ** zzf  nokat D  

oblastyñ erkin nokady, onu  üçin Dz üçin 
zf  

).,(),( 222 yxyxu  
Bu de ligi ilki x  so ra y  boýunça differensirläli : 

0,0
yy

uu
xx

uu  

Ko i-Riman ertini ulanyp. 

0,0
x

u
x
u

xx
uu  

de likleri alarys. 
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 Eger u  we ol bir wagtda nola de  bolmasa, 
alarys: 

,0
yy

u
xx

u
 

ýagny 
.)(, 2121 CiCCzfCCu  

Eger u  we ol bir wagtda nola de  bolsa  onda 
0)(zf  bolar.  

Teoremany ertine görä )(zf  hemi elik däl, diýmek 
zf  özüni  maksimumyny  D oblastynyñ çäginde eýe. 

 Bellik 6.2.  Goý,  )(zf  funksiýa   D  oblastda 
analitik we  DD  oblastda üznüksiz bolsun. Onda 
eger Dz  üçin constzf )(  bolmasa, 

)(zf funksiýany  moduly di e D  oblastynyñ  
çäginde minimuma eýedir. 
 Bu tassyklama, subut edilen teorema 6.3-i  

tassyklamasyny 
)(

1
zf

funksiýa ulanmak ýeterlikdir.  

 
§ 6.2. Ko i görnü li integral.  Analitik funksiýany  

 tükeniksiz differensirlenmegi  
1.Ko i görnü li integral 

 
 Funksiýalar nazaryýetinde esasy orny Ko i 
integralyny  umumyla dyrmasy bolan Ko i görnü li 
integral eýeleýär. 



 125 

 d
zi

zF
2
1                  (6.11)                                            

  
integrala Ko i görnü li integral diýilýär.  funksiýa 

 egride üznüksiz bolanda, )(zF  funksiýany  
analitiklik häsiýetlerini der äli .  

Eger  ýapyk egri bolup, z  nokady öz içinde 
saklaýan bolsa, onda )()( zzF bolar.  

Eger  ýapyk egri bolup, z  nokat onu  da ynda 
bolsa, onda 0)(zF  bolar. 

Indi z  nokat  egrä degi li bolsa, Ko i görnü li 
integraly  özüni alyp bar yna garaly . Bu ýagdaýda Ko i 
görnü li integral umuman dargaýar, Sebäbi integral 

agyndaky funksiýa z  bolanda tükeniksizlige de . 
Emma  funksiýa käbir go maça ert goýulanda 
(6.11) integraly  doly kesgitli manysy bardyr.  

Kesgitleme 6.1. Eger  eýle  bir  0M  san 
tapylyp,  egrini  0  nokadyna golaý ähli nokatlarynda  

)10(00 M
  (6.12) 

de sizlik ýerine ýetýän bolsa, onda  funksiýa  
egrini  0  nokadynda  görkezijili Gýolber ertini 
kanagatlandyrýar diýilýär.  
 Indi bolsa, ýokarky ertde  0z  nokatda Ko i 
görnü li integraly  manysyny  bardygyny görkezeli . 
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Ilki bilen 0  nokat  egrini  burç nokady däl diýip 

guman edeli . ,'  bilen rz 0  töweregi  
 
    egri bilen kesi me 
nokadyny belgiläli .  Goý, 

'  we  nokatlary  
arasyndaky gyra l  bolsun                                                                     
 
 
 
                  

 
33-nji surat                                                                                             

 
Alarys:                                    

dd
ll 0

00

0
 

.
0

0
0

0

ll

dd                                      

(6.13) 
 
Ikinji integraly hasaplaly : 
 

0000
0

lnln'lnlnln bad b

al

 

 

 
0  

n  b 
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.

'
lnlnln

0

0

0

0
0 a

b

           
(6.14) 

                                        

00'  de ligi göz ö üne tutup alarys: 

i

ii

r 0

0
0

0

0

0

0

0

0

0

0

'
lnlim

,
'

arg
'

arg
'

ln
'

ln
              (6.15)  

 
Gýolder ertini ulanyp alarys: 

,, 01
00

0 M
 

onda (6.13) deñligiñ birinji integraly 

dd
l 0

0

0

0

d
l 0

0  

 
görnü i alar. 

,22
0

11
00

0 MAr
t
dtMA

d
Mdn

r

ll

 

0tAdtdsd  
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onda 

dd
lr 0

0

0

0
0

lim
           

(6.16)               

(6.14), (6.15), (6.16) göz ö üne tutup (6.13)-den alarys: 
 

ri
a
b

dd
l

0ln 0
0

0
0

0

0

0

    (6.17)               

 
bu ýerde .000 rr  
 So ky de ligi  sag b leginden görnü i ýaly 

0r  bolanda predeli bardyr, ýagny 

.lim
00

d
lr

 Bu predele integraly  esasy bahasy 

diýilýär. 
(6.17) de lige integraly  aýratyn integraly diýilýär.   

Diýmek, Ko i g rnü li integraly  esasy bahasy  

2
ln

2

2
1

2
1

0

0

00

0

0

0
0

a
b

i

d
ff

i
d

i
F

               

Eger  ýapyk egri bolsa, onda  

       .
22

1 0

0

0
0 dff

i
F                             

Eger 0  nokat  egrini  burç nokady bolsa,  
(33-nji surat)onda  
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i
r 0

0
0

lim  bolar, ýagny 

.ln
222

1

0

00
0

0

0
0 a

b
i

d
ff

i
F  

 Mysal.6.3. 
1

1 x
dx integrala garaly . Belli bol y ýaly 

bu integral ýokdyr. Emma aýratyn halda integraly  
manysy bardyr.  

.0lnlnlimlim
0

1

10
rr

x
dx

x
dx

rr

r

r
 

Indi )(zF funksiýany  analitikdigini subut edeli . 
 
2.Analitik funksiýanyñ tükeniksiz differensirlenmegi. 
 Teorema 6.4 Eger  funksiýa bölek endigan 

  egride üznüksiz bolsa, onda (6.11) Ko i görnü li 
integral  egrini  nokatlaryny özünde saklamaýan D  
birbagly oblastda analitikdir, unlukda  

d
zi

zF 2)(2
1'  (6.18)                       

 Mundan ba gada  egrini  nokatlaryny özünde 
saklamaýan D  oblastda )(zF  funksiýany islendik 
önümi bardyr, ýagny 

        ,
2
1

1 d
zi

zF n
n  ...2,1n        (6.19)
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 Subudy. Teoremany subut edilende biz D  oblast 
diýilende   egrini  nokatlaryny özünde saklamaýan 
oblast diýip dü üneris.  
Goý, Dhzz,  erkin nokatlar bolsun. A akdaky 
gatna yga garaly . 

,)()(
h

zFhzF
                       (6.20) 

                         
z  berlen nokat bolup 0h  bolanda (6.20) gatna ygy  
tükenikli predelini  bardygyny görkezeli .  
Alarys: 

z
d

ihz
d

ihh
zFhzF

2
1

2
11)()(

.
2
11

2
1

zhz
d

i
d

zhz
hzz

hi
   (6.21)               

Häzir integraly  a agyna g nüden-g nü 0h  bolanda 
predele geçip alarys: 

.
2
1)(' 2z

d
i

zF  

Teoremany  birinji bölegini doly subut etmek üçin 
integraly  a agyna predele geçmegi  dogrydygyny 
esaslandyrmak ýeterlikdir. 
Alarys: 
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d
zzhzz

d
izhz

d
i 22

11
2
1

2
1

2
1  

.
22

1
22 zhz

dh
d

zhz
hzz (6.22)                

Teoremany ertine görä  funksiýa  egride 
üznüksiz, onu  üçin .M   egriden z nokada 
çenli aralygy )0(2 dd bilen belgiläli   ( j egrini  
nokatlary bilen z nokada çeli aralyklary  minimumy). 
 Alarys: ,, dhzdz  eger h  
ýeterlik kiçi bolanda (6.22) de sizligi a akdaky görnü de 
ýazaly . 

,
22

1
2
1

32 d

Mlh

z
d

izhz
d

i
 bu 

ýerde l  ululyk  egrini  uzynlygy. 0h  bolanda 
so ky de sizligi  sag b legi nola ymtylýar. Bu bolsa 
teoremany  birinji bölegini subut edýär. 
 Indi bolsa, 2n  bolanda (6.19) de ligi  
dogrydygyny subut edeli . onu  üçin (6.18) –den 
alarys: 
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223

''

2
1

2
11

2
!2

z
d

ihz
d

ihz
d

ih
zFhzF

d
zzhzh

zhhzhzzz
i

d
zzhzhiz

d
i

322

22222

3223

22222
2
1

2111
2
1

2
!2

.23
2

233
2
1

3232

322
d

zhz
hz

i
hd

zhzh
hzhh

i
 

So ky de likde modula geçip, alarys: 

hMl
d

MMh
dhz

d

Mh
d

zh
zFhzF

25
1

52 2
23

2!2
2''   

Bu ýerde .
2

,23 3
1

21 d
lMMMhzM h 0 

bolanda de sizligi  sag b legi nola ymtylýar. Bu bolsa 
2n  bolanda (6.19) de lik subut edýär. Matematika 

induksiýa usulyny ulanyp islendik natural n san üçin 
(6.19) de ligi  dogrydygyny subut etmek bolar. 

 
§6.3.   Analitik funksiýany  önümleri üçin formula. 

Morer we Liuwill teoremalary 
 

 Geçen mowzukda subut edilen teoremada analitik 
funksiýa üçin esasy bir häsiýeti subut edeli . Biz D 
oblastda üznüksiz önümi bar bolan funksiýa ol oblastda 
analitik funksiýa diýilýär diýip kesgitleme beripdik. 
Hakyky üýtgeýänli funksiýada funksiýany  tükenikli 
önümi bar bolanlygyndan, ol önümi  üznüksizligi 
umuman gelip çykmaýar. Emma kompleks üýtgeýänli  

1nz  



 133 

funksiýada tükenikli önümi bar bolsa, ol önümi  
üznüksizdir. 
 Teorema 6.5.  Eger D oblastda birbelgili kompleks 
üýtgeýänli funksiýany  birinji önümi bar bolsa, onda ol 
oblastda ol funksiýany  tükeniksiz köp önümi bardyr.  
 Bellik  6.2     Di e  bir  önümi  bar  bolman  ol  
önümleri  üznüksizligi hem bu teoremada gelip çykýar. 
Diýmek, eger f(z) funksiýa D oblastda differensirlenýän 
bolsa, onda ol ol oblastda analitikdir. 
 Subudy  Goý, Dz  erkin nokat bolsun. D  
bölek endigan ýapyk egri Dz  nokady öz içinde 
saklaýan bolsun, onda 

d
z

f
i

zf )(
2
1)(    Ko i  formulasy dogrudyr.  

Teorema 6.4.–i  netijesini ulanyp 
 ,...2,1,

)(
)(

2
!)( 1

)( nd
zi

nzf n
n            (6.23) 

formulany alarys. Bu formula analitik funksiýany  
önümleri üçin formuladyr. 
 
 Mysal 6.4   

C
d

4)
3

(

sin
 

integraly hasaplamaly, bu ýerde 4: izC  
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 özüli i.    sin  funksiýa  4iz  tegelekde 

analitikdir. 
3

  nokat   4iz  tegelegi  içine 

degi lidir. Diýmek .3,
3

,sin)( nzf   (6.23)  

formulany ulanyp alarys:  

.
62

1
6

2
3

cos
!3

2)(sin
!3

2

)
3

(

sin

34
iiiid

C

 

 Teorema  6.5 (Morer teoremasy). Eger f(z) 
funksiýa birbagly D oblastda üznüksiz bolup, D  
ýapyk egri boýunça integraly nola de  bolsa, onda ol 
funksiýa D oblastda analitikdir.  
 Subudy.  Geçen bölümçede alnan netijä görä  

d
z

f
i

zF )(
2
1)(  

funksiýa analitikdir we  ).()( zfzF  
Analitik funksiýany  tükeniksiz köp önümi bar bolanlygy 
üçin ).()( zfzF  
Bu de likden  teoremadan tassyklamasy gelip çykýar. 
 Ýene-de (6.23) furmula gaýdyp geleli . 
 Goý,   töwerek bolup 0zz  bu töweregi  
merkezi bolsun. Bu tegelegi  radiusyny R bilen 
belgiläli . Onda (6.23) –den alarys: 
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,)(!
2

2!

)(
2

!
)(
)(

2
!)(

1

1
0

1
0

0
)(

nn

nn
n

R
RMn

R
RMn

d
z

fnd
z

f
i

nzf
 

,...)2,1,0(,)(!)( 0
)( n

R
RMnzf n

n  

bu ýerde       .)(max)( fRM  

Bu de sizlik D oblastny  islendik z nokady üçin hem 
dogrydyr, ýagny 

,...)2,1,0(,)(!()( n
R

RMnzf n
n  (6.24)                        

Bu ýerde radiusy R merkezi z nokat bolan we D oblastda 
degi li bolan  töwerek.  
(6.24) de sizlige Ko i de sizligi diýilýär. 
 

Teorema 6.6. (Liuwill  teoremasy).   Eger f(z) 
funksiýa kompleks 

tekizliginde analitik we çäklenen bolsa, onda ol funksiýa 
hemi elikdir. 

 
Subudy.  Goý,  Mzf )(  bolsun. Merkezi z 
radiusy R bolan töwerek guraly . (12.2) furmulany 
n=1 bolanda ulanyp alarys: 

.)()(
R
N

R
RMzf  
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Bu ýerde N-san R-e bagly däl. R  bolanda, alarys 
.)(0)(0)( constCzfzfzf  

 
VII Bap.Analitik funksiýalaryñ  

yzygiderligi we hatarlary. 
§7.1. Funksional yzygiderlikler 

 
Agzalary z kompleks tekizligiñ D oblastynda 
kesgitlenen funksiýalar bolan 
                          ,...,..., 21 zuuzu n .     (7.1)                                           
yzygiderlik berlen bolsun. Beýle yzygiderlige funksiýalar 
yzygiderligi ýa-da funksional yzygiderlik diýilýär we ol 

zun görnü de belgilenýär. 
Kesgitleme.7.1 Eger Dz0 kompleks san üçin 

0zun kompleks san yzygiderliginiñ predelli bar bolsa, 
onda (7.1) yzygiderlige 0zz nokatda ýygnanýan 
funksional yzygiderlik diýilýär. 

Eger 0zun  kompleks san yzygederligi dargaýan 
bolsa, onda (7.1) yzygiderlige 0z nokatda dargaýan 
funksional yzygiderlik diýilýär. 

Eger (7.1)yzygiderlik D oblastyñ her bir 
nokadynda ýygnanýan bolsa, onda oña D oblastda 
ýygnanýän yzygiderlik diýilýär. 

Eger (7.1)yzygiderlik D oblastyñ ýygnanýan bolsa, 
onda her bir Dz üçin zU n

n
lim predel bardyr we ol 

predel, umuman aýdylanda, z nokatda baglydyr. onuñ 
üçin ol predel D köplükde kesgitlenen käbir zu  
funksiýalardyr: 
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                               zuzunn

lim             (7.2)                                                                   
Kesgitleme 7.2. Eger 0 we her bir Dz üçin 

zN ,  nomer tapylyp, Nn üçin zuzun  
deñsizlik ýerine ýetse, onda zun   yzygiderlige D 
oblastda zu funksiýa ýygnanýän yzygiderlik diýilýär. 

Bu kesgitlemede zNN , ýazylmagynyñ sebäbi, 
ol ýazgy 0  we her bir Dz üçin olara degi li 
N belginiñ bolmalydygyny añladýar. 
 

Kesgitleme7.3. Eger 0 üçin NN san 
taplylyp, Nn we Dx  üçin          

                   zuzun                    (7.3)                                                                         
deñsiz ýerine ýetse, onda (7.1) yzygiderlige D oblastda 

zU funksiýa deñölçegli ýygnanýan yzygiderlik diýilýär. 
Teorema 7.1.(Ko iniñ kriterisi).  

zun yzygiderligiñ D oblastda deñölçegli ýygnanmagy 
üçin 0  üçin NN nomer tapylyp, Nn , p  
natural san we Dz üçin 
                   zuzu npn                    (7.4)                                                                    
deñsizligiñ ýerine ýetmegi zerur we ýeterlikdir. 
Subudy.Zerurlyk. Goý, Dzzuzun , bolsun, onda 
kesgitleme 7.3-den  0  üçin N nomer tapylyp, 

Nn we  Dz üçin 

2
zuzun  
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deñsizlik ýerine ýetýär. oña göra, eger Nn we 
p natural san bolsa, onda z üçin 

,zuzuzuzuzuzuzuzuzuzu npnnpnnpn

 
ýagny (7.4) deñsizlik ýerine ýetýandir. 

Ýeterlik. Eger (7.4)  ert ýerine ýetýän bolsa, onda 
her bir bellenen Dz üçin zun  san yzygiderligi Ko i 
kriterisi esasynda predeli bardyr. Ol yzygiderligiñ D 
oblastdaky predelini zu bilen belgiläliñ we 

Dzzuzun ,  bolýandygyny görkezeliñ. (7.4) ertiñ 
esasynda 0 üçin ,N  nomer tapylyp, Nn we 

p natural san we Dz üçin 

                                 
2

zuzu npn          (7.5)                                                        

deñsizlik ýerine ýetýär. zuzu pnp
lim bolýandygy 

üçin (7.5) deñsizlikde p  bolanda predele geçip, 
Nn we Dz üçin 

2
zuzu n  

 
deñsizligi alarys. Bu bolsa Dzzuzun ,  
bolýandygyny añladýar. 

Funksional yzygiderligiñ deñölçegli 
ýygnanmaklygynyñ kesgitlemesini ulanyp, a akdaky 
häsiýetleri añsat görkezmek bolar. 

10  Eger zun we zn yzygiderlikler D 
oblastda degi lilikde zu we z funksiýalara deñölçegli  
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ýygnanýan bolsalar, onda , kompleks sanlar üçin 
zzU nn  yzygiderlik ol oblastda 

zzu funksiýa deñölçegli ýygnanýandyr;  
20. Eger zun yzygiderlik D oblastda zu  

funksiýa deñölçegli ýygnanýan bolup, z ol oblastda 
çäkli funksiýa bolsa, onda zuz funksiýa deñölçegli 
ýygnanýandyr. 
 

§7.2  Funksional hatar. Ýygnanmagy  görnü leri. 
1.Funksional hatar 

 
Agzalary z   kompleks tekizliginiñ käbir D 

oblastynda kesgitlenen funksiýalar bolan zun  
yzygiderlik berlen bolsun, onda ez  bagly funksiýalar 
bolan  

                  
1

21 )(...)(...)()(
n

nn zuxuzuzu         (7.6)                   

añlatma funksional hatar diýilýär. 

Eger 
1

0 )(
n

n zu  san hatary ýýgnanýan bolsa, (7.6) 

funksional hatara 0z  nokatda ýygnanýar diýilýär.  
D oblastyñ islendik z nokadynda (7.6) hatar 

ýygnanýan bolsa, onda bu hatara D oblastda ýygnanýar 
diýilýär. 

Ba gaça, goý 

1k
kn zuzS  
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bolsun. zSn yzygiderlige (7.6) hataryñ ilkinji n-
agzalarynyñ bölekleýin jeminiñ yzygiderligi diýilýär. 

Eger (7.6) hataryñ bölekleýin jeminiñ zSn  
yzygiderliginiñ her bir Dz nokatda predeli bar bolsa, 
onda (7.6) hatara D oblastda ýygnanýan hatar diýilýär. 

unlukda zSzf nn
lim predel funksiýa (7.6) hataryñ 

jemi diýilýär,ýagny 
D oblastyñ islendik z nokadynda (7.6) hatar 

ýygnanýan bolsa, onda ol hatara D oblastda  ýygnanýar 
diýilýär.Ýygnanýan hatary  jemini f(z) bilen belgiläli , 
ýagny 

1
)()(

n
n xuzf  

Kesgitleme 7.4.  Eger  0  san  üçin  eýle  bir  
)(NN  nomer tapylyp, DzweNn   üçin 

n

k
k zuzf

1
)()(  

 
de sizlik ýerine ýetýän bolsa, onda (7.6) hatara D 
oblastda de ölçegli ýygnanýar diýilýär. 

1
)()(

nk
kn zuzr  belgilemäni girizip, (7.6) hatary  

de ölçegli ýygnalmagyny gysgaça a akdaky görnü de 
kesgitläp bolýar: Nn  bolanda )(zrn  ýerine 
ýetse (7.6) hatara de ölçegli ýygnanýar diýilýär. 
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Teorema 7.2. (Ko i kriteriýesi). (7.6) hatary  D 
oblastda denölçegli ýygnanmagy üçin  0  san üçin 
eýle bir )(NN  nomer tapylyp, Nn  we 

islendik p natural sanlar üçin 
,,)()( DzzSzS npn                    (7.7) 

de sizligi  ýerine ýetmegi zerur we ýeterlikdir. 
 Subudy:  1) Zerurlyk  Goý, (7.6) hatar D oblastda  
de ölçegli ýygnanýan bolsun, ýagny D  san üçin 
eýle bir )(NN  nomer tapylyp, Dz  we 

,Nn m natural sanlar üçin    

2
)()(,

2
)()( zSzfzSzf mnn   

de sizlikler ýerine ýetýär. mweNn   natural,  san  
üçin alarys: 

)()()()()()( zSzfzfzSzSzS nmnnmn
. 

 2)Ýeterlik  (7.7) de sizlikden )(zSn  
yzygiderligi  ýygnanýandygy gelip çykýar, ýagny 

Dz  üçin  
)()(lim zfzSn

n
 

(7.7) ertiñ esasynda 0  üçin N nomer tapylyp, 
pn, natural san we Dz üçin 

2
zSzS npn  

Soñky deñsizlige p  bolanda predele geçip alarys: 
 

2
)()()()(lim zSzfzSzS nnmnm

. 
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Teorema 7.3.  (Weýer trassy  ny any)  Eger  D   
oblastda (7.6) hatary  agzalary üçin  

      nn azu                                                         (7.8) 
de sizlik ýerine ýetip  

       1n
na                                                (7.9) 

san hatary ýygnanýan bolsa, onda D oblastda (7.6) hatar 
de ölçegli ýygnanýandyr. 
 Subudy. (7.9) hatary  ýygnanýandygyndan alarys:  

0  san  üçin,  eýle  bir   NN  nomer tapylyp 
Nn ,  p=1,2,3,... üçin  

k

pn

nk
a

1
 

de sizlik dogrudyr (san hatary üçin Ko i kriteriýesi). 
(7.8) de sizligi ulanyp alarys: 

Nnazuzu
mn

nk
k

mn

nk
k

mn

nk
k ,)()(

111        
Bu deñsizlikden Ko i kpiteriýesine görä (7.6) hatar 
deñölçegli ýygnanýar. 

Weýer trasyñ ny any dine ýeterlik ertdir. 

2. De ölçegli ýygnalýan hatarlary  häsiýetleri 
 
 Teorema  7.4. )(zun  funksiýalar D oblastda 
üznüksiz bolup, (7.6) hatar f(z) funksiýa D oblastda 
de ölçegli ýygnalýan bolsa, onda f(z) funksiýa D 
oblastda üznüksizdir. 
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 Subudy.   Goý, Dzzz,   bolsun. (7.6) hatar 
D oblastda de ölçegli ýygnanýandygy üçin, 0  san 
üçin eýle bir )(NN  nomer tapylyp, Nn  bolanda 
 

             

3
)()(,

3
)()(

11

N

k
k

N

k
k zuzfzzuzzf           

(7.10) 
de sizlikler ýerine ýetýändirler. 

)(zuk  funksiýalary  D oblastda üznüksizligi üçin, 

0  san üçin 0)(  san tapylyp, z  
bolanda 

N

k
kk

N

k

N

k
kk zuzzuzuzzu

11 1
)6.7(

3
)()()()(  

 
de sizlik dogrydyr. 
 (7.10), (7.11) de sizlikleri ulanyp alarys: 

333
)()()()(

)()()()()(

)()()()()(

1 11

11 1

1 1

N

k

N

k
kk

N

k
k

N

k
k

N

k

N

k
kk

N

k

N

k
kk

zzuzzuzuzf

zzuzzfzuzfzu

zzuzzuzzfzfzzf

 

 Teorema7.5. )(zun  funksiýalar D oblastda 
üznüksiz bolup (7.6) hatar f(z) funksiýa D oblastda 
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de ölçegli ýygnanýan bolsa, onda islendik bölek endigan 
D  egri üçin 

1
)()(

n
n dzzudzzf  

de lik dogrydyr. (7.6) hatary agzama-agza integrirläp 
bolýar). 

Subudy.  Teoremany ertine görä (7.6) hatar D 
oblastda de öçegli ýygnanýar, ýagny 0  san üçin 

eýle bir )(NN  nomer tapylyp 

DzweNn  üçin )(zrn  

de sizlik  ýerine ýetýär, bu ýerde -san   egrini  
uzynlygy.  
Alarys:  

dzzrdzzrdzzudzzf nn
n

k
k )()()()(

1
 

 
 Teorema7.6  (Weýer trass teoremasy)  Goý , 

)(zun  funksiýalar D oblastda analitik bolsun,  (7.6) hatar 
islendik ýapyk DD

/  oblastda f(z) funksiýa de ölçegli 
ýygnalýan bolsa, onda: 

1) f(z) funksiýa D oblastda analitikdir; 

2) ;),()(
1

)( Dzzuzf
n

k
n

k  
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3) 
1

)( )(
n

k
n zu  hatar islendik DD /  oblastda 

de öçegli ýýgnalýandyr. 
Subudy.  1) Goý , D  erkin ýapyk kontur. Onu  
bilen çäklenen G  

oblast DD  bolsun. Teorema 7.5-iñ netijesini ulanyp, 
alarys: 

0
)()(

k
n dzzudzzf  

Teoremany ertine görä )(zun  funksiýalar D oblastda 
analitik, onu  üçin 

),...2,1,0,0)((0)( ndzzudzzf n
 

D  erkin ýapyk egri. onu  üçin Morer 
teoremasyndan f(z) funksiýany  D oblastda analitikdigi 
gelip çykýar. 
 2) Goý, D  erkin ýapyk kontur bolsun.  

 146 

                  34-nji surat 
DDz0  erkin nokat. 0min zzd

z
, 

z
zz

z k ,
)(

1)( 1
0

  funksiýa çäklenendir, 

hakykatdan-da 

   

0
1

0
1

0

11
0

)(
)(

)(
)(

,11)(

n
k

n
k

kkk

zz
zu

zz
zf

zM
dzz

z

  (7.12)                        

 
hatar  egride de öçegli ýygnalýandyr. 7.5-nji 
teoremany   ulanyp alarys: 

0
1

0
1

0 )(
)(

)(
)(

n k
n

k zz
zudz

zz
zf

    ýa-da 

D D  z0
• 

 

1 
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0
0

0

)(
0

)(
1

0
1

0
)()(

)(
)(

2
!

)(
)(

2
!

n n

k
n

k
k

n
k zuzfdz

zz
zu

i
k

zz
zf

i
k

 

0z  nokat D oblastyñ erkin nokady bolanlygy üçin Dz  
üçin 

zuzf k
n

k de lik  natural k san üçin dogrydyr. 

 3) Goý -ýapyk kontur DD  oblastyñ çägi 
bolsun. zd

G
z

min   1 ýapyk egri -ýapyk egrini öz 

içinde saklasyn. Onda  

.
2

min dz
z

Gn
   Dzrn  oblastda analitikdir. onu  

üçin (6.23) formulany ulanyp DDz   üçin  
alarys: 

      (7.13)                                
 

)(zrn - (7.6) hatary  galyndysy. (7.6) hatar  1 egride 
de ölçegli ýygnalýar, ýagny 0   san üçin eýle bir  

)(N  san tapylyp Nnwe1  üçin  

.)(zrn   7.13)-den alarys: 

1

1111 ,

2
2

!
2

!
kk

nk
n d

k
z

rkzr egriniñ 

uzynlygy  

   
 

   
  

1 
1 

1 
)()(

) ( 
)( 

2 
! 

)() ( 
 

 
 

 
 

d 
z 

r 
i 

k 
z u z r 

k 
n 

n m 
k 

m 
k 

n 
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., GzNn  Diýmek,
0n

k
n zu  hatar D oblastda 

deñölçegli ýygnalýar, eýlelikde DD  oblastyñ erkin 
bölek oblasty. 

Bellik  7.1.    
1

2
n

n

n
z  hatar 1z tegelekde deñölçegli 

ýygnalýar, emma onuñ önümi 
1

1

n

n

n
z   1z  bolanda 

dargaýar. onuñ üçin teoremanyñ 3) tassyklamasy 
DDy üçin dogrydyr. 

Teorema 7.7. (Weýer trassyñ ikinji teoremasy) Goý, 
zun  funksiýalar D oblastda analitik we D  oblastda 

üznüksiz bolup, (7.6) hatar bu oblastyñ çägine deñölçegli 
ýygnalýan bolsa, onda (7.6) hatar D oblastda deñölçegli 
ýygnalýandyr. 

Subudy. nmn SS -tapawut tükenikli D 
oblastda analitik we D oblastda üznüksiz funksiýalardan 
durýar. (7.6) hataryñ egride deñölçegli ýygnalýandygy 
üçin 0 san üçin N  san tapylyp 

Nn, we erkin natural üçin 

1... npnnpn uuSS  
Analitik funksiýanyñ modulynyñ maksimum prinsipini 
ulanyp ,Nn  natural p  
we Dz  üçin zSzS nmn  deñsizligi alarys. 
Ko i kriteriýasinde (7.6) hataryñ D oblastda deñölçegli 
ýygnalýandygyny alarys. 
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§7.3 Derjeli hatarlar 
1.Derejeli hataryn kesgitleni i we ýygnanmagy 

Funksional hatarlaryñ içinde öwrenmekde has 
ýönekeýi we onuñ bilen birlikde amalyýetde has köp 
ulanylýany 

 

                                         (7.14)                                                                 
görnü ili hatardyr. Bu hatara derejeli hatar diýilýär, nC  
sanlara ol hataryñ koeffisiýentleri diýilýär. (7.14) 
hatardan 0zz  bolanda alynýan 

                         
0n

n
nC                           (7.15)                                                                   

hatara hem derejeli hatar diýilýar. Bu derejeli hatarlary 
derñemeklik birmeñze dir. 

Teorema 7.8 (Abel). Goý, (7.14) hatar 01 zz  
nokatda ýygnalýan bolsun. 

Onda ol hatar 010 zzzz  de sizligi 
kanagatlandyrýan z  nokat üçin obsolýut ýygnanýar we 

010 zzrzz  tegelekde de ölçegli ýygnalýar. 

 Eger  (7.14)   hatar   01 zz  nokatda dargaýan 

bolsa,   010 zzzz  de sizligi kanagatlandyrýan 
z   nokatda ol hatar dargaýar. 

 
 Subudy.  Teoremany ertine görä 

0
01 )(

n

n
n zzC  hatar ýygnanýar, onu  üçin 

0
0

n

n
n zzC 
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0)(lim 01
n

n
n

zzC .  Diýmek, n
n zzC )( 01   

yzygiderlik çäklenendir, ýagny eýle bir M sany taplylyp, 
n üçin 

                   ,)( 01 MzzC n
n                   (7.16)                                                     

Goý, z san 010 zzzz  deñsziligi kanagatlandyrýan 
erkin nokat bolsun. Onda  

01

00
0

01

0
010 )()()(

zz
zzzzC

zz
zzzzCzzC n

nn
n

n
n , 

                             ,10
nn

n MqzzC     (7.17)                                           

bu ýerde 1
01

0
1 zz

zzq  (7.17) deñsziligiñ sag bölegi 

tükeniksiz kemelýan geometriki progessiýanyñ umumy 
agzasydyr. Diýmek (7.14) hatar 010 zzzz  
tegelekde absolýut ýygnanaýandyr. 

Eger z nokat  010 zzrzz  tegelege degi li 
bolsa, onda 

,2
01

0
0

nn
n Mq

zz
zzMzzC  

bu ýerde 1
01

2 zz
rq

 
añlatma z-e bagly däl. onuñ 

üçin funksional hatar üçin Weýer tras teoremasyndan 
(7.14) hataryñ deñölçegliýygnanýandygy gelip çykýar. 
 Indi teoremany  ikinji bölegini subut edeli . Goý 
(7.14) hatar 1z  nokatda dargap 010 zzzz  
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de sizligi kanagatlandyrýan 2z  nokatda ýygnanýan 
bolsun. Onda teoremany  birinji böleginden 1z  noklatda 
(7.14) hatary  ýygnanýandygy gelip çykýar. Bu gar ylyk 
teoremany  ikinji bölegini subut edýär. 

2.Derejeli hataryñ ýygnanama radiusy we tegelegi. 
Abel teoremasyndan derejeli hataryñ ýygnanma 

oblasty barada netije çykarmak bolar. 0zz nokat (7.14) 
derejeli hataryñ ýygnanma oblastyna elmydama degi li 
boljagy aýdyñdyr.  

Eger Rzz 0  tegelekde (7.14) hatar ýygnanayp, 
Rzz 0  oblastda dargaýan bolsa, onda R sana derejeli 

hataryñ ýygnanma radiusy diýilýär. Rzz 0  tegelege 
(7.14) hataryñ ýygnanama tegelegi diýilýär. 
Her bir berlen z sana degi li bolan  

                
0

0
n

n
n zzC                    (7.18)                                                       

hatara garalyñ. 
Matematiki analiz dersinden belli bolan Dalamber 

ny anyny (7.18) hatara ulanyp, alarys: 

Lzz
C
Czz

zzC
zzC

n

n

nn
n

n
n

n 0
1

0
0

1
01 limlim  

Eger 10 Lzz bolsa (7.18) hatar ýygnanýar, eger 
10 Lzz  bolsa dargaýar. 

Diýmek 

 152 

1
lim

lim

11
1

0
n

n

n

n

n

n

C
C

C
CL

zz  

ert ýerine ýetse (7.18) hatar ýygnanýar, eýleleikde 
(7.14) hatar absolýut ýygnanýar, eger  

1
lim

lim

11
1

0
n

n

n

n

n

n

C
C

C
CL

zz  

 
bolsa (7.14) hatar (7.18) hatar ýaly dargaýar. 

eýlelikde (7.14) hataryñ ýygnanma radiusy  

                                       
1

lim
n

n

n C
CR                  (7.19)                                                  

formuladan kesgitlenýär. 
(7.18) hatara Ko i ny anyny ulanyp, alarys: 

.limlim 000 lzzCzzzzC n
nn

n
n

nn
 

Eger 10 lzz  bolsa (7.18) hatar ýygnanýar, (7.14) hatar 
absolýut ýygnanýar, eger 10 lzz  bolsa (7.18) hatar 
dargaýar. 

eýleleikde (7.14) hataryñ ýygnanma radiusy  

                                    
n

nn
C

R
lim

1                          (7.20)                                    

formuladan kesgitlenýär, bu formula Ko i-Adamar 
formulasy diýilýär. 



 153 

Mysal 7.1.  hataryñ ýygnanama 
oblastyny tapmaly. 

Çözüli i: (7.19) formulany peýdalanyp, alarys: 

 

diýmek berlen derejeli hatar ähli (z) kompleks 
tekizliginde ýygnanýar.  

Mysal 7.2   
1

2

11
n

n
n

z
n

hataryñ ýygnanma 

oblastyny tapmaly . 
Çözüli i: (7.20) formulany peýdalanyp, alarys: 

,1
11lim

1

11lim

1
2 e

nn

R n

n

n

n
n

 

ýagny berlen hatar 
e

z 1 tegelekde ýygnanýar. 

3.Derejeli hataryñ käbir häsiýetleri 
Derejeli hataryñ n

nn zzCzu 0 agzalary ähli (z) 
kompleks tekizliginde analitikdir. Mundan ba ga Abel 
teoremasyna görä berlen derejeli hataryñ ýygnanma 
tegeleginde saklanýan islendik ýapyk tegelekde berlen 
hatar deñölçegli ýygnanýandyr. onuñ üçin 7.6-njy 
we 7.5-nji teoremelary ulanyp, a akdaky teoremalary 
alarys: 

  
1

1 2

n

n
n

a z
a
n!

 

 
, 

11 
lim

121

2

2 
   n

a
na

n! aR
n

n

n

n
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Teorema7.9.  Eger (7.14) hatar Rzz 0 tegelekde 
f(z) funksiýa ýygnanýan bolsa, onda: 1) f(z) funksiýa 

Rzz 0  tegelekde analitikdir;2) (7.14) hatary 
tükeniksiz gezek agzama agza differensirläp bolýar, 
unlukda ýygnanma radiusy üýtgemeýär. 

Bu teoremany doly subut etmek üçin, 
differensirlanimizde alnan hataryñ ýygnanma 
radiusynyñ R-e deñdegini görkezmek ýeterlikdir: 

.
1

limlim
1

lim
1

lim
11

R
C

C
C
C

n
n

Cn
nC

n

n

n
n

n

nn
n

n

n
 

Galanlary matematiki induksiýa usuly bilen 
görkezilýär. 
Teorema7.10. Eger (7.14) hatar Rzz 0  tegelekde 

ýygnanýan bolsa, onda ony agzama agza integrirläp 
bolýar, unlukda ýygnanma radiusy üýtgemeýär. 

Subudy. Bu teoremany doly subut etmek üçin, 
integrirlemekde alnan hataryñ ýygnanma radiusynyñ 
üýtgemeýändigini subut etmek ýeterlikdir: 

R
CC

n

n
C n

nn
n

nn

n

n

n n

n

lim
1

lim

1lim

1
lim

1  

Galanlary matematiki induksiýa usuly bilen subut 
edilýär. 

Goý,  

              
0

0
n

n
n zzCzf        Rzz 0       (7.21)                          

bolsun. Differensirläp alarys: 
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1

1
0

/ ,
n

n
n zznCzf  

2

2
0

// ,1
n

n
n zzCnnzf  

,1...1 0
kn

n
kn

w zzCknnnzf  

 
Bu deñliklerden 0zz bolanda alarys: 

,....1...1,...,12,1, 020
//

10
/

00 k
Ck CkkzfCzfCzfCzf  

Alarys: 
 

,....,....,
2

,
1

, 00
//

2
0

/

100 K
zfCzfCzfCzfC

k

k  

Alnan deñlikleri göz öñünde tutup, (7.21) deñligi 
akdaky görnü de ýazalyñ: 

            
0

0
0

n

n
n

zz
n

zfzf                   (7.22)                                                   

Bu hatara Teýlor hatary diýilýär. 

0

0
n

n
n

z
n

fzf  

Makleron hatary diýilýär. 
Indi käbir funksiýalaryñ derejeli hatara 

dagydyly yny ýatlap geçeliñ: 

 

  
 

 
  

0 0 0

212

,
 

1  cos, 
12

1    sin, 
n n n

nnnnn
z

(2n)!
z

 n
z 

 n!
z e
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.
!2

,
!120 0

12

n n

n

n
zchz

n
zshz  

Bu hatarar  ähli (z) kompleks tekizlikde ýygnanýar. 

1,
!

1....111
1n

na zz
n

nz  

 
4.Analitik funksiýalaryñ derejeli hatara dargadyly y,  

dagytmagyñ ýeke-täkligi 
 Tegelekde analitik bolan funksiýany derejeli hatara 
dargadyp bolýandygy hakynda Teýlor teoremasyny subut 
edeliñ. 

Teorema 7.11 Rzz 0  tegelekde analitik bolan 
islendik analitik funksiýany bu tegelegiñ içinde ýeke-täk 
usul bilen (7.14) görnü däki derejeli hatara dargadyp 
bolýar. 

Subudy. Goý, z nokat Rzz 0 tegelegiñ i indäki 
nokat bolsun. z nokady öz içinde saklar ýaly 

Rrrzz 0  töweregi guralyñ. (35-nji surat). 

Bu töweregi  bilen belgiläliñ. f(z) funksiýa rzz 0  
tegelekde analitikligini peýdalanyp, Ko i formulasyny 
ulanalyñ: 

,
1

1
2
11

2
1

2
1

0

0000

d

z
zzz

f
i

ds
zzz

f
i

d
z

f
i

zf  

bu ýerde integral  egriniñ položitel ugry boýunça 
alynýar. 

 .1, 11 
1

1    z
n
z z ln

n

n

n
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10

0

0

0

0

r
zz

z
zz

z
zz  

                                            
 

bolandygy üçin

                                          
0 0

0

0

01

1
n

n

z
zz

z
zz

                                                                                                                             

                                                       35-nji surat 
añlatma tükeniksiz kemelýän geometriki progresiýadyr. 
Alarys: 

 

0 0
0

0
01

00

0

0

,
2
1

2
1

n n

n

n
n

n
n

n

zzCzzd
z

f
i

d
z
zz

z
f

i
zf  

bu ýerde 

              ,...2,1,0,
2
1

1
0

nd
z

f
i

C nn               (7.23)                                                   

Dagytmagyñ ýeke täkligini görkezmek üçin, goý f(z) 
funksiýa ýene-de 

0
0

n

n
n zzbzf

 
 

görnü de dagydylypdyr diýip guman edeliñ. (7.23) we 
analitik funksiýanyñ önümleri üçin formulany peýdalany 

bn
n

zf
C

n

n
0  

R 

 
    r •z 

0z  
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deñligi alarys. 

Mysal 7.3. 1
1

1
0

zz
z n

n  dagytmany 

peýdalanyp 

1211
1

2
0

3 zznn
z

n

n

n
 

formulany subut etmeli. 
Çözüli i. Berlen dagytmada z-iñ ornuna –z goýup, 

alarys: 

11
1

1
0

zz
z n

nn  

Bu deñlikden iki gezek önüm alalyñ: 

1

1
2 1

1
1

n

nn nz
z

 

.112111
1

2
2 0

2
3

n n

nnnn zznnznn
z

 
Mysal 7.4.  

65
52

2 zz
zzf funksiýany z=0 

nokatda Teýlor hataryna dagytmaly. 
Çözüli i. Berlen funksiýa ähli kompleks 

tekizliginiñ 21z  we 32z  nokatlaryndan ba ga  
nokatlarynda analitikdir. Teýlor teoremasyna görä berlen 
funksiýany 2z tegelekde derejeli hatara dagydyp 
bolýar. Funksiýany ýönekeý droblara dagydyp, alarys: 

2
1

3
152

zz
zzf  
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Alarys: 

0

;3,
33

1

3
1

1
3
1

3
1

n

n

zz
zz

 

0
,

22
1

2
1

1
2
1

2
1

n

nz
zz

          .2z  

2z tegelekde berlen funksiýnayñ dagytmasy a akdaky 
görnü de bolar: 

0 0

1
1111 3

2
2
1

3
1

2
152

n n

n
nn

n
nn zzzzf  

0 1
111 3

1
2
15

3
2

2
1

3
1

2
15

n n

n
nn

n
nn zz  

1 1
1111 6

5
3
1

2
1

3
5

2
5

n n

n
nn

n
nn zz  

0
11 .

3
1

2
1

n

n
nn z  

Ýygnanma radiusyny tapalyñ: 

.2

3
213

3
213

lim6
23
236lim

3
1

2
1

3
1

2
1

lim
2

2

1
1

22

11

22

11

n
n

n
n

nnn

nn

n

nn

n

n
R

 
 
 
 
 

 160 

VIII Bap. Loran hatary 
§8.1. Loran hatary, onuñ ýygnanma oblasty. 

Loran hatary, onu  ýygnanma oblasty. 
 Loran koeffisiýentleri üçin formula. 

 
n

n
n zzc )( 0                (18.1)    

   
hatara Loran hatary diýilýär, bu ýerde 0, zcn  berlen 
kompleks sanlar. 
 Loran hataryny  

n

n
n zzc )( 0

n

n
n zzc )( 0

0

n

n
n zzc )( 0

1

 

n

n
n zzc )( 0

0
.)( 0

1

n

n
n zzc  

iki hatary  jemi görnü inde ýazaly .  
n

n
n zzC )( 0

0
adaty derejeli hatar, o a Loran 

hataryny  dogry bölegi diýilýär.  

1 0 )(n
n

n

zz
C Loran hataryny  esasy bölegi diýilýär.  

 Teorema 8.1.   Eger   Loran   hataryny   nc  
koeffisiýentleri üçin  

n
nn

n
nn c

Rrc
mli

1mli                      (18.2) 

de sizlik ýerine ýetýän bolsa, onda ol hatary  ýygnanma 
oblasty 
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Rzzr 0     (17.3)                    
halka bolup, onu  zf  jemi bu halkada analitikdir, 
unlukda nc  koeffisiýentler zf  jemi  üsti bilen  

,...2,1,0,
2
1

0

1
0

nd
z

f
i

c
r

nn       (18.4)                

formula bilen a ladylýar, bu ýerde  

00:
0

rzzzr  Rrr 0  töwerek. 
 Subudy. (8.1) hatary   

,)( 0
0

n

n
n zzc                          (18.5) 

    

1 0 )(n
n

n

zz
c                               (18.6)            

               
hatarlary  jemine de digini biz agzap geçipdik. Derejeli 
hatarlar diýen  mowzukdan belli bol y ýaly (8.5) hatary  
ýygnanma oblasty  

n
nn

C
Rzz

lim
1

0    (18.7)         

tegelekdir. Bu tegelekde onu  )(1 zf  jemi analitikdir. 

(8.6) hatarda 
0

1
zz

 belgilemäni girizip 

n

n
nC

1
 hatary alarys. 

Bu hatary  ýygnanma oblasty  
 162 

n
nn

Clim
1  tegelekdir. 

Belgilemäni ulanyp, (8.6), hatary   

rCzz n
nn

lim1
0         (17.8)          

  
ýygnanma oblastyny alarys. Bu oblastda garalýan 
hatary zf2 jemi analitikdir.  
(20.7) we (20.8) görnü i ýaly (20.1) hatary  ýygnanma 
oblasty (8.3) halkadyr. Bu halkada (8.1) hatary  

)()()( 21 zfzfzf  jemi analitikdir: 

   .,)()( 00 Rzzrzzczf n

n
n            (`18.9)                     

Bu de ligi ,...1,01
0 mzz m  köpeldip we 

00:
0

rzzzr  Rrr 0  töwerek boýunça 

integrirläp alarys: 

dzcdzf
mn

n
n

m
1

0
1

0   (18.10) 

temada belli bol y ýaly 

.1,0
,1,2

neger
negeri

In  

Bu de ligi göz ö üne tutup, (8.10)-dan alarys:  

,...1,0
2
1

1
0

md
z

f
i

C
r

mm  
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 Mysal 8.1. 
n n

nz
13

 hatary  ýygnanma 

oblastyny tapy .  
 özüli i. (8.2)-den alarys: 

.1
13

13limlimmli

,3
13
13limlim

mli
1

1
1

1

1

n

n

nn

n
n

n nn

n

n

nn

n
nn n

n

C
CCr

C
C

C
R

 

Diýmek berlen hatary  ýygnanma oblasty 31 z  
halkadyr.  
  Mysal 2.   

...
2

...
22

11...1... 12 n

n

n
zz

zz
 

hatary  ýygnanma oblastyny we jemini tapy .  
 özü i.  Berlen hatary  dogry bölegi 

...
2

...
22

1
12 n

nzz
geometriki pogressiýadyr. Bu 

geometriki progressiýany  maýdalawjysy 
2
z

 de dir. Eger 

21
2

z
z

 bolsa, onda ol tükeniksiz kemelýän 

geometriki progressiýadyr, onu  jemi  
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.2
2

1

2
1

1
)( 2

1 z
zz

zf  

Berlen hatary  hem esasy bölegi maýdalawjysy 
z
1

 de  

bolan ...1...11
2 nzzz

 

geometriki progressiýadyr. Eger 111 z
z

 

bolanda ol tükeniksiz kemelýän geometriki 
progressiýadyr, onu  jemi  

.
1

1
11

1

)(2 z
z

zzf  

Berlen hatar 21 x  halkada ýygnanýar, onu  jemi  

).1)(2(
1

)1)(2(
21

1
1

2
1)()()( 21 zzzz

zz
zz

zfzfzf

 
 Bellik. Eger Rr  bolsa, onda oblast emele 
gelmeýär, diýmek ähli kompleks tekizliginde Loran 
hatary dargadylýar. 
 
 
 

1nz   
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2.Analitik funksiýany  Loran hataryna dagytmasy. 
Dagytmany  koeffisientleri üçin formulasy.  

 
Indi halkada analitik funksiýany Loran hataryna 
dargadyp bolýarmy diýen soraga jogap bereli .  

 Teorema 8.2. (Loran). Rzzr 0  halkada 
analitik )(zf  funksiýany ýeke-täk usul bilen  

n

n
n zzCzf 0)(  Loran hataryna  

 dargadyp bolýar, bu ýerde  

,...2,1,0,)(
2
1

1
0

nd
z

f
i

c nn     (8.11)          

formulany  kömegi bilen kesgitlenýär, bu ýerde 0r -
erkin 00 rzz   R0  töwerek.  
 Subudy. Goý, z  nokat Rzzr 0  halkany  
erkin nokady bolsun. z  nokady içinde saklaýan 

RRrrRzzr 11101 ,  halkany guraly , bu halka 
ki halkada saklaýandygy üçin, alnan halkada )(zf  

funksiýa analitikdir.  
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36-njy surat 

 
Ko i formulasyny ulanyp  

zfzfd
z

f
i

d
z

f
i

zf
rr CC

21 )()(
2
1)(

2
1)(

11

   8.12)

   
de ligi alarys, bu ýerde ,': 01

rzzzCr   
.: 101

RzzzCR  
 Alarys: 

,
1

1)(
2
1

)(
)(

2
1)(

2
1)(

'1

''

0

00

00
2

d

z
zzz

f
i

d
zzz

f
i

d
z

f
i

zf

R

RR

C

CC

 

r1 

r

1R  

0z   
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1
0

0
z
zz

 bolandygy üçin 

0

01

1

z
zz tükeniksiz 

kemelýän geometriki progressiýanyñ jemidir, ýagny: 
 

,
2
1

)(
2
1)(

0
0

0
0

1
0

0
1

0

0
2

'1

'1

n

n
n

n

n C
n

n
n

n

C

zzczzd
z

f
i

d
z
zzf

i
zf

R

R

 

bu ýerde 

.,...2,1,0
2
1

1

1
0

nd
z

f
i

c
RC

nn             (8.13) 

So ky alnan hatar Rzz 0  tegelekde 
ýygnanýar.  
Alarys: 

,
1

1
2
1

2
1

2
1

1

1

0

00

00
1

d

zz
zzz

f
i

d
zzz

f
i

d
z

f
i

zf

r

rir

C

CC

 

1
0

0
zz
z

 göz ö üne tutup, alarys: 
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0

1
00

0 0

0

0
1

'1

'1

2
1

2
1)(

n

n

C

n

n

nC

zzdzf
i

d
zz
z

zz
f

i
zf

r

r  

1
0

1
0

1
2
1

n

n

C

n zzzf
i

rr

 

1 0
0

1
1

0'
2
1

n
n

n

n C
n zz

nczzd
z

f
i

r

 

 
bu ýerde   

1

,...2,1,
2
1

1
0rC

n nd
z

f
i

nc  

ýa-da   

'

,...2,1,
2
1

1
0C

nn nd
z

f
i

c         (18.14)               

(8.13) we (8.14)-den  

0

,...1,0,
2
1

1
0r

nd
z

f
i

c nn  

deñlikleri alarys. 
 Indi dargatmanyñ ýeke-täkligini görkezeliñ. 
Tersine guman edeliñ    

n

n

n
n

n
n zzCzzCzf )(~

00  



 169 

Bu deñligi ,...1,0)( 1
0 mzz m  köpeldip we 

0r
 

töwerek boýunça integrirläp, alarys. 

.~

00

1
0

1
0 dszzCdzzzC

rr

mn

n

mn

n
n  

  peýdalanyp 

nnnn CCiCiC ~2~2  deñligi alarys 

 Mysal 2.3.
23

1
2 zz

zf  funksiýany 

312 z  halkada Loran hataryna dargatmaly.  
 Çözlü i 2,1 21 zz  berlen funksiýanyñ 
maydalawjysynyñ nollarydyr. Bu nokatlar halkanyñ 
çäginde degi lidir. Loran teoremasynyñ hemme ertleri 

ýerine ýetýär, onuñ üçin bu funksiýany n

n
n zc 1  

görnü li hatara dargadyp bolýar.  
 
Berlen funksiýany a akdaky görnü de ýazalyñ: 

.
1

1
2

1
21

1
zzzz

zf  
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0-4

y

x2-2 -1 1-3

 
 

                     37-nji surat 
 
Birinji funksiýa 31z  tegelekde analitikdir. onuñ 
üçin derejeli hatara dargadalyñ : 

 

,

3
11

1
3
1

3)1(
1

2
1

zzz
 

erte görä  1
3

1z
 

0 0 13
1

3
1

3
1

2
1

n n n

n

n

n zz
z
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2
1

z
 funksiýa 21z  ýaýlada analitikdir, onuñ 

üçin ony 1z iñ derejesi görnü inde dargadyp 
bolýar.  

,

1
21

1
1

1
2)1(

1
1

1

z
zzz

erte görä  

1
1

2
z

 

0 0 1

1

)1(
,

)1(
22

)1(
2

1
1

2
1

1
n n n n

n

z

n

n

n

zzzz n

 

312,
2

1

3
1

1
2

3
1)(

1

1

1 0 1

1

0 1

zz

z
z

zzf

n n

n

n n n

n

n

n

n n

n

 
 Mysal 8.4. Rk  üçin  

zzzc
z

zk n

n
n 0:1sin  de ligi  

dogrydygyny subut etmeli, bu ýerde  

,...1,0,coscos2sin
2
1 2

0

ndnkCn  
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 özlü i. Berlen funksiýa x0  halkada 
analitik, ýagny Loran teoremasyny ertleri ýerine 
ýetýär, diýmek Loran hataryna dargadyp bolýar. (21.1) 
formulany ulanyp, alarys: 

,...1,0,

1sin

2
1

1

1 nd
k

i
c nn , 

bu ýerde 1:1 zz . 

200ie  orunda goýmany ulanyp, alarys: 
 

,cos2sin
2
1

2
2sin

2
1sin

2
1

2

0

2

0

2

0
1

dek

deeekdie
e

eek
i

c

in

in
ii

i
ni

ii

n

 
2

0

,...1,0cos2sin
2
1 ndekc in

n  

 Bu de likden görnü i ýaly ,...).2,1,0(ncc nn  

deekcc inin
nn

1

0

cos2sin
2
1  

.coscos2sin
2
1 2

0

dnkcn  
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3.Loran hatarlarynyñ koeffisiýentleri 
 üçin Ko i deñsizligi. 

 Teorema 8.3. Goý, zf funksiýa 
Rzzr 0 halkada analitik bolsun. Onda 

zf funksiýanyñ 

n

n
n zzczf 0  

Loran hatarynyñ koeffisiýentleri üçin  

,...,2,1,0,
0

n
r
Mc nn  

deñsizlik dogrudyr, bu ýerde ,max
0

zfM
rz

 

,: 000
rzzR  .0 Rrr  

Subudy. (8.11) formuladan alarys: 

.
22

1

0
1

0
1

0 0000

n
rzz

n
rzz

nn r
Mdz

r
Mdz

zz
zf

c  

 
 

IX Bap.Ýeke-täklik teoremasy 
 we maksimum prinsipi. 

§9.1. Analitik funksiýany   
nollary, nollaryñ tertibi 

 
 Kompleks üýtgeýänli funksiýalar nazaryýetinde, 
eger zf  analitik funksiýany  bahalaryny oblastny  
ähli nokatlarynda berilmände-de kesgitläp bolýar. Mysal 
üçin: zf  analitik funksiýany  bahalary berlen 
oblastny  çäginde berlen bolsa, onu  oblastny  içindäki 
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bahalaryny Ko i integral formulasyny  kömegi bilen 
kesgitläp bolýandygy bize ö ki mowzuklardan bellidir. 
 Analitik funksiýany ähli oblastda kesgitlemek üçin, 
funksiýa barada “i  az” maglumat gerek diýen soragy  
ýüze çykmagy tebigydir. 
 Eger 00zf  bolsa, onda 0zz  nokada zf  
funksiýany  noly diýilýär.  
 1). Goý, 0z  nokat zf  funksiýany  noly 
bolsun. zf  funksiýany 0zz  nokady  etrabynda 
Teýlor hataryna dargydaly , ýagny  

0
0 .

n

n
n zzCzf  (9.1)          

Eger 0zz  nokat zf  funksiýany  noly bolsa, 
onda 000 zfC  

bolar.  
  Goý, (8.1) formulada 

0,0... 110 mm CCCC  bolsa, ýagny 
...,1

010
m

m
m

m zzCzzCzf                (9.2) 
onda m san 0zz  nokady  zf  funksiýany  nolyny   

tertibini a ladýar. 
!

0

k
zfc

k

k  formuladan görnü i ýaly 

funksiýany  0zz  nokatdaky noldan tapawutly  i  kiçi 
önümi, 0zz  nokady  zf  funksiýany  nolyny   
tertibini a ladýar. 
 (9.2) de ligi   
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        ...010 zzCCzzzf mm
m    (9.3)                 

görnü de ýazaly , bu ýerde  ...01 zzCCzh mm  
hatary  ýygnanma radiusy (9.1) hatary  ýygnanma 
radiusyna de digi aýdy dyr, unlukda .00 mCzh  
Diýmek   0zz  nokat zf  funksiýany   m   tertipli 
noly bolsa, onda  

0),( 00 zhzhzzzf m
               (9.4) 

  
formula dogrydyr, bu ýerde  )(zh  funksiýa 0zz  
nokatda analitikdir. 
 Tersine, eger  zf  funksiýany 9.4) görnü de 
ýazyp bolsa, bu ýerde )(zh  funksiýa 0zz  nokatda 
analitik, onda (9.3), (9.2) formulalar hem dogrydyr, 
ýagny 0zz  nokat zf  funksiýany   m   tertipli 
nolydyr. 
 2). Goý, z  nokat zf  funksiýany  noly 
bolsun. zf  funksiýany  z  nokatda analitik 
bolanlygy üçin  
 

              
1

0
n

n
z

CCzf                   (9.5) 

  
de lik dogrydyr. erte görä  .00 fC  

Goý, (9.5) hatary  koeffisiýentleri üçin 
0,0... 110 mm CCCC ert ýerine ýetsin, 
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ýagny z  nokat zf  funksiýany   m- tertipli noly 
bolsun. Onda  

                      

,...1 1
z

CC
zz

Czf m
m

mn mn
n          (9.6)                        

bu de likden alarys: 
,0, m

m Czzzf                  (9.7) 
bu ýerde z  funksiýa z  nokatda analitikdir. 

...1
z

CCz m
m . 

Tersine, eger  zf  funksiýany (9.7) görnü de 
ýazyp bolsa, bu ýerde z  funksiýa z  nokatda 
analitik, onda (9.6) formula hem dogrydyr, ýagny z  
nokat zf  funksiýany  m tertipli nolydyr.  
 Bu ýerden a akdaky tassyklamalar gelip çykýar.  
 Teorema 9.1.  0zz  nokady  zf  
funksiýany  m tertipli noly bolmagy üçin, ol funksiýany  
(9.4) görnü de ýazyp bolmagy zerur we ýeterlikdir, bu 
ýerde )(zh  funksiýa   0z  nokatda analitik we 

0)( 0zh . 
 Teorema 9.2. z  nokady  zf  funksiýany  
m tertipli noly bolmagy üçin, ol funksiýany   (9.7) 
görnü de ýazyp bolmagy zerur we ýeterlikdir, bu ýerde  

z  funksiýa z  nokatda analitik we .0  
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 Netije 9.1. Eger 0zz  nokat zf  funksiýany   

m   tertipli noly bolsa, onda pzfzg  
( 1p bütin san) funksiýany  nolyny  tertibi pm  
bolar. 
 Mysal9.1. zkkz sin,...2,1,0  
funksiýany  birinji tertipli noly-dygyny görkezi . 

 Çözüwi. ...
!5!3

sin
53 tttt  dagytmany 

ulanyp, alarys: 

...
!3

)1()sin()1(sin
3kzkzkzz kk  

...
!12

)1(
12

1
n
kz n

n  

),()(...
!12

)1(...
!3

1)1()( 1 zhkz
n

kzkzkz nk   

bu ýerde                                                            

,...
!12

)1(...
!3

1)1()(
22

1

n
kzkzzh

n
nk

,0)1()( kkh  diýmek kz berlen 
funksiýany  birinji tertipli nolydyr. 
 Mysal 9.2. 0z nokady  zcos1  funksiýany  
ikinji tertipli nolydygyny görkezeli .  
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 özüli i.Hakykatdan-da, 

...
!4!2

1cos
42 ttt dagytmany ulanyp, alarys: 

),(...
!4!2

1...
!4!2

...
!4!2

11cos1 2
2

2
4242

zhzzzzzzzz

bu ýerde ,0
!2

10...,
!4!2

1)(
2

hzzh  diýmek 

0z berlen funksiýany  ikinji tertipli nolydyr. 
 Teorema 9.3. Goý, )(zf funksiýa 0zz  nokatda 
analitik bolsun. Onda ýa 0zz nokady  käbir etrabynda 

,0)(zf  ýa-da 0zz  nokady  käbir etraby bar 
bolup, ol etrapda 0zz  nokatdan ba ga  

)(zf funksiýany  noly ýokdyr.  
 Subudy. Iki haly  bolmagy mümkin: 1) (9.1) 
hatary  ähli koeffisiýentleri nola de  bolmagy, onda  

0zz  nokady  käbir etrabynda ,0)(zf  2) eýle bir 
1m  san tapylyp, .0,0... 110 mm CCCC   

 Ikinji ýagdaýda 0zz  nokat )(zf funksiýany   

m  tertipli noly bolar, ýagny ),()()( 0 zhzzzf m  bu 
ýerde )(zh funksiýa 0zz  nokatda analitik we 

.0)( 0zh  )(zh  funksiýany  üznüksizliginden we 

.0)( 0zh ertden, 0zz  nokady  käbir etrabynda 
.0)(zh  Diýmek 0zz nokady  käbir etraby tapylyp, 
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ol etrapda )(zf funksiýany   0zz nokatdan ba ga 
noly ýokdyr.  

 Mysal 9.3. 0z  nokat )1()(
22 zezzf  

funksiýany  näçinji tertipli noly. 
 özüli i. Berlen funksiýany 0z  nokatda Teýlor 
hataryna dargadaly . onu  üçin 

...
!3!2

1
32 tttet   dargatmany ulanaly .  

...
!3!2

1...
!3!2

11)(
64

22
64

222 2 zzzzzzzzezzf z  

)()1()(,...
!3!2

1 424
42

4 2
zzezzfzzzzz z  

bu ýerde ...
!3!2

1
42 zzz funksiýa 0z  

nokatda analitik we .010  Diýmek n=4, ýagny 
0z  nokat berlen funksiýany  4-tertipli noludyr. 

 Mysal9.4.  0z  nokat )6(sin6)( 633 zzzzf  
funksiýany  näçinji tertipli noly.  
 Çözüli i. Berlen funksiýany 0z  nokatda Teýlor 
hataryna dargadaly . onu  üçin 

...
!7!5!3

sin
753 zzzzz  dargatmany ulanaly . 
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,...
42

1
20
1...

84020

6...
!7!5!3

6)6(sin6)(

6
15

2115

39
21159

3633

zzzz

zzzzzzzzzzzf     

),()( 15 zzzf  bu ýerde ...
42

1
20
1)(

6zz  

funksiýa 0z  nokat berlen funksiýany  15 tertipli 
nolydyr. 
 

§9.2.Ýeke-täklik teoremasy  we  onu  netijeleri. 
 

 Teorema 9.4. (Ýeke-täklik teoremasy). Goý )(zf  
funksiýa D  oblastda analitik bolsun. Eger D  oblastyñ 
dürli nokatlaryndan ybarat bolan, Dzz 0  nokada 
ýygnanýan, nz yzygiderlik üçin 0)(zf  bolsa, onda 

Dz üçin  0)( nzf .  
 Subudy. )(zf funksiýany 0z  nokady  etrabynda 
Teýlor hataryna dagydyp,  

.)()( 0
0

n

n
n zzCzf         (9.6)                       

ähli koeffisiýentlerini  nola de digini görkezeli . Eger 
tersine guman etsek, onda 0z  nokady , käbir etraby 
tapylyp, )(0)( 0zzzf bolar. Bu bolsa teoremany  
ertine gar y bolar. Diýmek (9.6) hatary  ähli nC  

koeffisiýentleri nola de dir. (9.6) hatary  
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00:
0

zzzK  tegelekde ýygnanýandygy 

aýdy dyr, bu ýerde 00 z  nokatdan D oblastny  
çägine çenli uzaklyk. Diýmek 

0
K  tegelekde 0)(zf . 

 38-nji surat 
Goý, z  nokat D oblastny  erkin nokady bolsun. 

0)(zf bolýandygyny görkezeli . 0z  nokat bilen z  
nokady D oblast degi li bolan l egri bilen birikdireli . 
D oblastny    
çägi bilen l egrini  arasyndaky uzaklygy  bilen 
belgiläli .  

0  boljakdygy aýdy dyr. Merkezleri l egrä degi li 

we  nizz ii ,1
21 erti kanagatlandyrýan 

degi lilikde zzzz n,...,, 10  nokatlar bolan 

0z  
1z  

*z  
D 
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nKKK ,..., 10  tegelekleri guraly . Ähli ),0( niK i  
tegelekleri  D  oblast degi li boljagy dü nüklidir. 1iK  
tegelegi  1iz  merkezi iK  tegelege degi lidir. 0  
bolanlygy üçin  0K  tegelek 

0
K  tegelege degi lidir we 

0Kz  üçin 0)(zf . )(zf funksiýany 1z nokatda 
Teýlor hataryna dargadaly : 

0
1 .)(~)(

n

nzzCzf  

1K  tegelegi  D  oblastda degi li bolandygy üçin bu hatar 

1K  tegelekde ýygnanýandyr. 1K  tegelegi  1z  merkezi 

0K  degi li bolandygy üçin 1z  nokady  etrabynda 
0)(zf  de , eýlelikde ö ki usul bilen  1Kz üçin 
0)(zf alarys. Bu pikirlenmäni dowam edip ähli 

),0( niK i  tegeleklerde 0)(zf  bolýandygyny 

alarys, eýlelikde nKz  bolandygy üçin 0)(zf . 
Teorema subut edildi.  
 Netije 9.2. Goý, )(zf  funksiýa D  oblastda 
analitik bolsun. Eger predel nokady Dz0  bolan 

DG  köplükde 0)(zf  bolsa, onda Dz  üçin  
0)(zf  bolar. 

 Subudy. Predel nokady  kesgitlemesine görä, 
Gzn  we 0lim zzn

n
ertler ýerine ýeter ýaly dürli 
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nokatlardan bolan ,...2,1,nzn  nokatlar tapylýar. 
Diýmek, ,...)2,1(nDzn  yzygiderlik üçin 

0)( nzf . Ýeke – täklik teoremasyna görä  Dz  
üçin  0)(zf bolar.  
 Netije 9.3. Goý, )(zf , )(zg  funksiýalar D  
oblastda analitik bolsunlar. Eger predel nokady Dz0  
bolan DG  köplükde )()( zgzf  bolsa, onda 

Dz  üçin  )()( zgzf bolar. 
 Subudy. )()()( zgzfzh funksiýada D  
oblastda üznüksiz we Gz  üçin 0)(zh . Netije 1 
esasynda Dz  üçin 0)(zh  bolar. Diýmek, 

Dz  üçin )()( zgzf bolar.  

 Bellik9.1. 
z

zf 1sin)(  funksiýa 

garaly 0lim n
n

z de ligi kanagatlandyrýan 

,...)2,1(1 n
n

zn  yzygiderlik üçin 0)( nzf  

bolýandygy aýdy dyr, ýöne  0)(zf . Bu alnan netije 
subut edilen ýeke-täklik teoremasyna gar y däldir. Sebäbi 

00z  nokatda berlen funksiýa analitik däldir.  
 Bellik 9.2. Ýeke – täklik teoremasyny  we Netije 
1, 2-i  tassyklamalary D  oblastny  ornuna gi eldilen 
kompleks tekizligini alany da-da dogrydyr.  
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 Köp halatlarda ýeke – täklik teoremasyny 
akdaky görnü de ulanmak amatlydyr: 

 Netije 9.4. Goý, )(zf  funksiýa D  oblastda 
analitik bolsun. Eger )(zf  funksiýa D  oblast degi li 
bolan käbir l egride ýa-da K  tegelekde nola de  bolsa, 
onda Dz üçin 0)(zf  bolar. 
 Mysal 9.5 1z  tegelekde  

,10

,11
1 2

neger

egern
nn

f  

erti kanagatlandyrýan analitik funksiýa barmy?  
 özüli i. 1z  tegelekde analitik bolan 2zw  
funksiýa garaly  Gözleýän )(zf  funksiýamyz bar diýip 

guman edeli  Bu iki funksiýalary  ,...)3,2(1 n
n

zn  

nokatlardaky bahalaryny de direli  Bu iki funksiýany  

nz  nokardaky bahasy 2
1

n
de dir. 

 .0lim n
n

z  Diýmek ýeke-täklikteoremasyna 

görä 1z  tegelekde funksiýamyz 2)( zzf bolar. 
Berli ine görä .0)1(f Ýöne alan funksiýamyz üçin:  

.11)1(
2

zzf  
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Alnan gar ylyk gözleýän analitik funksiýamyzy  
ýokdygyny görkezýär. 

 Mysal9.6. 

2
cos

11
2 nnn

f  erti 

kanagatlandyrýan, 0z  nokatda analitik funksiýa 
barmy,  
 özüli i. Goý, eýle )(zf  funksiýa bar bolsun. 
Bu funksiýa 0z  nokatda analitik bolanlygy üçin käbir 

rzK :  tegelekde-de analitikdir. Bu tegelekde 
analitik bolan zw  funksiýa garaly  

n
zz nnn

10lim  bolanlygy üçin, käbir N 

nomerden ba lap nz  nokatlar K tegelege degi li bolar. n-

täk sanlar bolanda 
n
1

  nokatlary  köplügini D bilen 

belgiläli . )(zfw  we zw  funksiýalar. 
 

§9.3. warsyñ lemmasy 
        Analitiki funksiýanyñ modulynyñ maksimum 
prinsipinden  
birnäçe wajyp netijeler gelip çykýar. 
       Lemma 9.1. ( wars). Eger f(z) funksiýa birlik 
tegelekde birbahaly we analitik bolup, f(0)=0, 

11 zzf ertleri kanagatlandyrýan bolsa, onda ol 
1,10/ zzzff    ertleri  hem 
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kanagatlandyrýandyr. unlukda 10/f  ýa-da 

00 zzf  (iñ bolmanda 1z tegelegiñ bir 
000 zz nokadynda) deñlik diñe zezf i  bolanda 

ýerine ýetýär ( hakyky san). 
         Subudy. Goý, 1...2

21 zzCzCzf bolsun. 
Alarys: 

....21 zCC
z
zfz  

Bu funksiýa 00 /
1 fC erti kanagatlandyrýan 1z  

tegelekde analitik funksiýadygy aýdyñdyr.  
     Birlik tegelegiñ haýsyda bolsa  bir /z  nokadynda z  
funksiýnyñ bahasyna seredeliñ: eger r san 1/ rz erti 
kanagatlandyrýan bolsa onda 

zz
rz

max/  

deñsizlik ýerine ýetýär, ýöne teoremanyñ 1zf ertini 
göz öñünde tutup 

,1maxmax
rz

zfz
rzrz

 

 
deñsziligi alarys. Diýmek 1.1/ r

r
z  bolanda 

soñky deñsizliklerden alarys: .1/z  
Hususy halda, 0/z bolanda  100 /f we 

00
/ zz bolanda ,1

0

0
0 z

zf
z ýagny 00 zzf  

deñsizlikleri alarys. 
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10/f  ýa-da 00 zzf deñlik birlik tegelegiñ käbir 
nokadynda ýerine ýetse, onda analitik z funksiýanyñ 
moduly özüniñ maksimumyna birlik tegelegiñ çäginde 
eýedir, ol hem bire deñdir. Bu ýagdaý diñe 

ieconstz bolanda, ýagny .zezf i
 

 
X Bap. Birbahaly üzñe aýratyn nokatlar 

1.  Üz e birbahaly aýratyn nokatlary  görnü leri.  
 

 Kesgitleme10.1. Eger )(zf funksiýa 
Rzz 00  halkada analitik bolup, 00 zz  

nokatda analitik bolmasa, onda 0z  nokatda )(zf  
funksiýany  üz e aýratyn nokady diýilýär.  
  Kesgitleme10.2.  Eger )(zf funksiýa 

zR  oblastda analitik bolsa, onda tükeniksiz 
da la an nokada bu funksiýany  birbahaly üz e aýratyn 
nokady diýilýär. 
 0z  nokady  etrabynda  )(zf  funksiýany  özüni 
alyp bar yny öwreneli . Geçen temadan belli bol y ýaly 
bu funksiýany Rzz 00  halkada Loran dargadyp 
bolýar. Üç ýagdaýy  bolmagy mümkin:  

a) 0zz  tapawudy  otrisatel  derejeli  agzalary 
saklamaýan; 

b) 0zz  tapawudy  otresatel derejeli tükenikli 
agzalary özünde saklaýan;  
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w) 0zz  tapawudy  otrisatel derejeli 
tükeniksiz köp agzalary özünde saklaýan.  
Bu ýagdaýlary  her birine aýratyn seredeli . 
a) bu ýagdaýda Loran hatary adaty derejeli hatar 

bolýar, ýagny  

.0
0

n

n
n zzczf  

0zz  bolanda zf  funksiýany  predeli bar bolup, 
onu  0c  de  boljakdygy aýdy dyr.  

Eger zf  funksiýa 0z  nokatda kesgitlenmedik 
bolsa, onda bu nokada zf  funksiýany  düzeldip 
bolýan aýratyn nokady diýilýär.  

Eger 00 Czf  diýsek onda zf  funksiýa 0z  
nokatda analitik bolar. eýlelikde zf  funksia 

Rzz 0  tegelekde analitik bolar.  
Bu aýdylanlardan a akdaky tassyklama gelip 

çykýar: 
Teorema 10.1. Eger 0z  nokat zf  analitik 

funksiýany  düzeldip bolýan üz e aýratyn nokady bolsa, 
onda ,)(lim 0

0

czf
zz

unlukda 0c . 

zf  funksiýa özüni  düzeldip bolýan üz e 
aýratyn nokadyny  etrabynda çäklenendir we 

zzzzf m
0   (10.1)                    

görnü de ýazyp bolmagy mümkin, bu ýerde ,0m  
.00z  Eger  0m  
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bolsa, onda ,0lim
0

zf
zz

onu  üçin m san 0z  

nokady   zf  funksiýany  noluny  tertibidir. 
 Teorema10.2. Eger zf  funksiýa 

Rzz 00  halkada analitik we çäklenen bolsa 

onda 0z  nokat zf  funksiýany  düzeldip bolýan üz e 
aýratyn nokadydyr.  
  Subudy. zf  funksiýany 0z  nokady  etrabynda 
Loran hataryna dargadaly : 

,...,1.0,
2
1, 1

0
0 nd

z
f

i
czzczf nn

n

n
n  

bu ýerde .0: 0000
Rrrzzzr  

 Alarys:  

,2
22

1
11

00
nnnn

MMd
z

f
C

r

 

bu ýerde .Mf  Bu de sizligi  çep bölegi  bagly 
däl,  onu  üçin 0n  bolsa .0nc bolar. 

 Mysal10.1. 0z  nokat
z

zzf sin)(  

funksiýany  düzeldip bolýan aýratyn nokadydygyny 
görkezi .  
 özüli i zf  funksiýa 0z  nokatdan ba ga 
nokatlarda analitikdir we  
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.1...
!3

1lim
...

!3limsinlim
2

0

3

00

z
z

zz

z
z

zzz
 

b) bu ýagdaýda  Loran hatary  
n

mn
n zzCzf 0         (10.2) 

   
görnü i alar. Bu ýagdaýda 0z  nokada zf  funksiýany  
m  tertipli polýusy diýilýär. 
 Teorema 10.3.  Eger 0z  nokat zf  funksiýany  

polýusy bolsa, onda  zf
zz 0

lim  bolar.  

 
 Subudy. (10.2)-den alarys: 

,
0

0

1
0101

0

0
00

1
1

0

1

0

...
)(

1

...)(

n

n
n

m
mmm

n

n
nm

m
m

zzCzzCzzCC
zz

zzC
zz

C
zz

C
zz
mCzf

,0
00

n

n
nm zzC

zz
zzf bu ýerde      (10.3)                      

              
.... 1

0101
m

mm zzCzzCCz  
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0lim
0

m
zz

Cz  bolandygy üçin  

.lim
0

zf
zz

 

(10.3) de ligi 

.0,, 00
00

zzzCzz
zz
zzf mn

n
nm

   
(10.4)            

görnü de ýazaly . 
 Teorema 10.4. Eger zf  funksiýa özüni  üz e 
aýratyn 0z  nokadyny  etrabynda analitik bolup, onu  
moduly z  0z a ymtyly  usulyna bagly bolmazdan 
tükeniksiz ösýän bolsa, onda 0z  nokat zf  funksiýany  
polýasydyr. 
 Subudy. Teoremany ertine görä islendik 0A  
san üçin 0z  nokady eýle bir  etraby tapylyp 

Azf  de sizlik ýerine ýetýär. 
zf

zg 1
 

funksiýa garaly . 0z  nokady   etrabynda zg  
funksiýa analitikdir we 0)(lim

0
zg

zz
. Teorema 10.3 

tassyklamasyna görä  0z  nokat   zg  funksiýany  
düzeldip bolýan üz e aýratyn nokadydyr. (19.1) de ligi 
ulanyp, alarys: 

.0,11
0

0
z

zzzzg
zf m  
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ýa-da  

z
z

zz
zzf m

1,
0

 analitik funksiýa. 

Bu de likden 0z  nokady   zf  funksiýany   m-
tertipli nolydygy gelip çykýar. 

 Mysal 10.2. 1z  nokady  
1

1
z

zf  

funksiýa  polýusydygyny  
görkezi  . 
 özüli i. Berlen funksiýa 1z  nokatdan 

ba ga nokatlarda analitikdir we 
1

1lim
1 zz

   

 w) bu ýagdaýda Loran hatary  
nn

n
n zzCzf 0  

görnü i alar. Bu ýagdaýda 0z  nokada  zf  funksiýany  
tüýs aýratyn nokady diýilýär. 
 Teorema 10.5. (Sohoskiý). Goý 0z  nokat   zf  
funksiýany   tüýs aýratyn  nokady bolsun. Onda A  
kompleks san üçin, 0z  nokada ýygnanýan nz  
yzygiderlik tapylyp, Azf n

n
lim   de lik ýerine 

ýetýändir. 
 Subudy.  Goý, A  bolsun. n

n
zflim  

de ligi kanagatlandyrýan 0z  nokada ýygnanýan nz  
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yzygiderlik tapylmaýar diýip guman edeli  Bu diýildigi 
0z  nokady  etrabynda zf  funksiýa çäklenen, ýagny 

1n  bolanda 0nC . Bu diýildigi  0z  nokat zf  
funksiýany  düzeldip bolýan üz e aýratyn nokady 
diýildigidir, bu bolsa teoremany ertine gar y gelýär.  
 Indi, goý, A  bolan. Eger käbir nz  

0zzn  yzygiderlik  üçin Azf n )(  bolsa, onda 
teorema subut edildigi bolardy. onu  üçin 0z  nokady  
käbir etrabyny  0zz  nokatlary üçin Azf )(  

bolsun. Bu ýagdaýda 
Azf

zg
)(
1)(  funksiýa 0z  

nokady  käbir etrabynda analitikdir. 0z  nokady  )(zg  
funksiýany  tüýs aýratyn nokadydygyny görkezeli .          

0z  nokat )(zg  funksiýany  polýusy ýa-da düzeldip 
bolýan aýratyn nokady diýip guman edeli .  

 ,
)()(

1
)(
1)(

0 zzzAzf
zg m  bu ýerde 

0m  we .00z  
ýa-da  

).()()( 0 zzzAzf m  
 Bu bolsa, 0z  nokady  zf  funksiýany  düzeldip 
bolan aýratyn  
nokadydygyny a ladýar, teoremany ertine gar y 
gelýär. eýlelikde 0z  nokat )(zg funksiýany  tüýs 
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aýratyn nokadydyr. Teoremany  subudyny  birinji 
bölegine görä eýle bir 0zzz nn  yzygiderlik 
tapylyp n

n
zglim . ol yzygiderlik üçin  

.lim
)(

1lim Azf
Azf nnnn

 

 Teorema 10.6. 0z  nokady  )(zf  funksiýany  
tüýs aýratyn nokady bolmagy üçin zf

z
lim  predeli  

ýok bolmagy zerur we ýeterlikdir 
 Bu teoremany  subudy teorema 1 we teorema 3-
den gelip çykýar. 

 Mysal 10.3. 0z  nokady  
2

1

)( zezf  
funksiýany  tüýs aýratyn nokadydygyny görkezi .  
 özüli i,  Goý, xz   bolsun. Onda   

,lim)(lim 2
1

00
x

xz
ezf  

eger iyz  bolsa, onda  

.0limlim)(lim
222

1

0

1

00

y

y

yi

yz
eezf

 

     Mysal 10.4. 0zz  nokat zezf
1

)(  funksiýany  
tüýs aýratyn noka-dydygyny görkezeli   
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 özüli i. zezf
1

)(  funksiýany 0zz  nokatda 
Loran hataryna dargadaly : 

0

1

!
1)(

n n
z

zn
ezf . 

 Bu de likden görnü i ýaly Loran hataryny  esasy 
bölegi tükeniksiz köp agzany saklaýar. 
 Mysal 10.5. z  nokat zzf cos)(  
funksiýany  tüýs aýratyn nokadydygyny görkezeli   
 özüli i.  Alarys 

.
)!2(

1cos)(
2

0 n
zzzf

n

n

n  

Diýmek z  nokatda  Loran hataryny  esasy 
bölegi tükeniksiz köp agzalary saklaýar. 

  

 Mysal 10.6.  0z  nokady  
z

zf 1sin)(  

funksiýany  tüýs aýratyn nokadydygyny we islendik A 
nokat üçin teorema ýaly nz  yzygiderligi  bardygyny 
görkezeli .  

 özüli i. Goý, A  bolsun, onda 
n
izn  

yzygiderlik üçin alarys: 

.lim1sinlim,0lim Ashn
z

z
nnnnn
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 Goý, indi 0A  bolsun. nz  yzygiderligi tapmak 

üçin A
z
1sin  de lemäni çözmeklige synaly aly .  

Alarys: 

,11sin1 2AiALn
i

AArc
z

 

 
 

,..2,1
21ln

1

,....1,0,
21ln1

2

22

n
inAiA

z

m
imAiA

i

AiALn

iz

n

 

yzygiderligi alaly , bu ýerde 21 A  haýsynda bolsa 
bir bahasy alynýar. Guran nz yzygiderligimiz a akdaky 
teoremany   

,...2,1,)(,0lim nAzfz nn
n

 

Diýmek 
.)(lim Azf n

n
 

 Mysal 10.7. 0z  nokady  zezf
1

 
funksiýany  tüýs aýratyn nokadydygyny mysal 10.3-de 
görkezipdik. Sohoskiý teoremany ertini we 
tassyklamasyny barlamaly. 

1nz  
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 özüwi. A  bolanda 
n

zn
1

 diýip alarys: 

n
n

n
nn

n
n

ezf
n

z lim)(lim,01limlim  

Goý, 0A  bolsun, onda  
n

zn
1

.  Alarys: 

.0lim)(lim,0lim n
n

n
n

n
n

ezfz  

Goý, A we 0A  bolsun. nz yzygiderligi tapmak 
üçin  

Ae z
1

 
de lemäni çözeli . Alarys: 

LnA
z
1

, 

,...,0,
2ln

11 m
imAz

z  

 

,...)2,1(,
2ln

1 n
inA

z diýip, alarys: 

.)(lim,0lim Azfz n
n

n
n  

 
Teorema 10.7 (Pikar). Eger 0z  nokat )(zf  

funksiýany  tüýs aýratyn nokady bolsa, onda her bir 
A  üçin, 0AA  baha üçin, kadadan çykma 
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bolmagy mümkin, 0z  nokada ýygnanýan dürli 
nokatlardan bolan yzygiderlik Azf )(  de lemäni  
çözüwidir.  
 Bu teoremany  subudyna a akdaky mysallarda 
gözýetireli   
 Mysal 10.7 z  nokat zezf )( funksiýany  
tüýs aýratyn nokadydyr.  

)0(AAe z  
de lemäni çözeli . 

,...1,0),2(argln mmAiALnAzm  
 Bu de likden görnü i ýaly z  nokady  
etrapyny  tükeniksiz köp nokadynda ze  funksiýa A 
de dir. ze funksiýa A=0 baha eýe däldir 

 
  

 
XI Bap. Wyçetler. Argument prinsipi. 

§ 11.1. Wyçeti  kesgitleni i.  
Wyçetleri hasaplamaklyk üçin formulalar. 

1. Wyçetiñ kesgitleni i 
 

 Goý, )(zf  funksiýa Rzz 00  halkada 
analitik bolsun. Bu funksiýany 

n

n
n zzCzf 0  

Loran hataryna dargadaly .  
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 Kesgitleme 11.1.  df
i2

1
 kompleks sana 

zf  analitik funksiýany  üz e aýratyn 0z  nokadyna 
görä wyçeti diýilýär we 0, zzfres  bilen belgilenýär, 
bu ýerde  egri 0z nokady öz içinde saklaýan we 
funksiýany  analitik oblastsyna degi li bolan ýapyk egri.  
 zf  funksiýany  0z  nokady  etrabynda Loran 
hataryna dagytmasynyñ koeffisiýentleri üçin formulany 
ulanyp  

10 2
1, cdf

i
zzfres                   (11.1) 

de ligi alarys. 

 Mysal 11.1.  zezf
1

 funksiýany  0z  
nokada görä wyçetini tapy . 
 özüli i.  Berlen funksiýany  0z  nokatda 
Loran hataryna dargadaly : 

...,
!3
1

2
111 32

1

zzz
e z  

bu de likde ,11c  diýmek .10,
1
zeres  
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 Mysal 11.2.    6
sin
z

zzf  funksiýany  0z  

nokada görä wyçetini tapy . 
 özüli i.   

...,
!7!5

1
!3
11...

!7!5!3
1sin

35

753

66
z

zzz
zzzz

zz
z  

,
!5

1
1c  diýmek 

!5
10,sin

6z
zres  

 

 Mysal 11.3.  
1

1cos
z

zzf  funksiýany  

1z  nokada görä wyçetini tapy . 
 
 özüli i. 

...
1!4

1
12

1111
1

1cos 42 zz
z

z
z  

...,
12

1
12

11 2zz
z  

,
2
1

1c  diýmek .
2
11,

1
1cos

z
zres  

 
2. Wyçetleri hasaplamak üçin formulalar 

 Wyçeti  00 zz  nokada görä ba ga birnäçe 
hasaplany  usullaryna garaly :  
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a). Goý, 0z  nokat zf  funksiýany  birinji tertipli 
polýusy bolsun, ýagny  

.0
00

1 n

n
n zzc

zz
czf  

Bu de ligi 0zz  tapawuda köpeldip, so ra 0zz  
predele geçip, alarys: 

1
0

0
10

n

n
n zzCCzzzf  

,lim 10
0

Czzzf
zz

 

 .lim, 00
0

zzzfzzfres
zz

                     (11.2) 

 Mysal 11.4. 
zz

zzzf 3

2 1
 funksiýany  üz e 

aýratyn nokatlaryna görä wyçetlerini hasapla . 
 özüli i. Ilki bilen berlen funksiýany  üz e 
aýratyn nokatlaryny tapaly : 

.1,1,0010 321
23 zzzzzzz  

Bu nokatlar berlen funksiýany  birinji tertipli 
polýuslardyr. 
(11.2) formulany ulanyp, alarys: 

,1
1

1lim
1
1lim0, 2

2

02

2

0 z
zzz

zz
zzzfres

zz
 

,
2
1

)1(
1lim)1(

11
1lim1,

2

1

2

1 zz
zzz

zzz
zzzfres

zz
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.
2
1

)1(
1lim)1(

11
1lim1,

2

1

2

1 zz
zzz

zzz
zzzfres

zz
 

b) Goý, 
z
zzf  bolsun, bu ýerde ,00z  

0',0 00 zz . 
Onda  (11.2) formulany ulanyp,  

,
'

limlim,
0

0

0

0
00

00 z
z

zz
zz

zzz
z
zz

z
zres

zzzz

 

0

0
0 '

,
z
z

z
z
zres    (11.3) 

formulany alarys.  
 Mysal 11.5. ,...1,0kkz nokatlarda 

z
zzctgzf

sin
cos

funksiýany   wyçetlerini tapmaly.  

 özüli i. (11.3)  formulany ulanyp, alarys: 

.1
cos
cos

'sin
cos,

sin
cos

k
k

z
zk

z
zres

kz
 

 w) 0z  nokat zf  funksiýany  2m  tertipli 
polýusy bolsun, ýagny 

.... 0
0

1
010

n

n
n

m
m zzczzczzczf  
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Bu de ligi  iki bölegini hem mzz 0 köpeldip, so ra 
1m  gezek differensirläp, 0zz  predele geçip, 

alarys: 

,lim!1 1
0

1

1
0

m

mm

zz dz
zfzzd

cm  

ýa-da  

1
0

1

0
0

lim
!1

1, m

mm

zz dz
zfzzd

m
zzfres      (11.4)             

 Mysal 11.6.  iz nokada görä m
z

zf
21

1
 

Funksiýany  wyçetlerini tapy .  
 özüli i. iz  nokat berlen funksiýany  m 
tertipli polýusydyr.(11.4) formulany ulanyp, alarys: 

.
!12

!222
!1

22...11)2

...1lim
!1

11lim
!1

1

)()1(
1

lim
!1

1,
)1(

1

212
12

1
12

1

1

1

1

2

00

0

m
mii

m
mmmiz

mmmm
mdz

zd
m

dz
izz

izd

m
i

z
res

m
m

m
m

zzm

mm

zz

m

mm
mm

zzm

  

Kesgitleme 11.2. df
i2

1
 kompleks sana zf  

funksiýany  z nokada görä wyçeti diýilýär, bu 
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ýerde  ýapyk egri özüni  da ynda zf  funksiýany  
z nokatdan ba ga aýratyn nokatlaryny saklamaýar, 
ýagny  

     
1

1 2
1

2
1, cdf

i
df

i
zfres      (11.5)                 

Goý, z nokat zf funksiýany  m tertipli noly bolsun. 
Onda tükeniksiz da la an nokady  etrabynda Loran 
hatary 

...1
1

n
m

m
m

z
c

z
czf  

görnü i alar, bu ýerde zC m .0  bolanda 
asimptotik formulasy 

0.~ nm cA
z
Azf  

görnü i alar. Eger m=1 bolsa, onda 
,, 1 Aczfres eger 2m bolsa, onda 

.0,zfres  
 eýlelikde  

.,.~ Azfresz
z
Azf  (11.6) 

  

       0,2,.~ zfresmz
z
Azf m

  (11.7)                      

 Mysal 11 .7.  ...
!2
111 2

1

zz
e z  funksiýa 

üçin ,11c  diýmek .1,zfres  
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 Mysal 11.8.  z  nokat 
zz

zf 1cos
2

1
 

funksiýany  birinji tertipli nolydyr: .1.~ z
z

zf  

(20.6) formuladan 1,zfres  de ligi alarys. 

 Mysal 11.9.  z  nokat 
zz

zzf 1sin
13  

funksiýany  üçinji tertipli noludyr:  

.1.~ 3 z
z

zf  (20.7) formuladan 

0,zfres  de ligi alarys. 
  

§ 11.2. Wyçetler baradaky teoremalar 
Kesgitli integrallary hasaplamaklykda 

wyçetleri  ulanyly y. 
1.Wyçetler baradaky teoremalar. 

 
 Teorema 11.1.  (Wyçetleri  esasy teoremasy). 
Goý, zf  funksiýa birbagly D oblastyñ Nzzz ,..., 21  
nokatlaryndan ba ga nokatlarynda analitik bolsun. Onda 

Nzzz ,..., 21  nokatlary öz içinde saklaýan islendik 
D  ýapyk egri üçin  

N

k
kzzfresidzzf

1
,2     (11.8)                        

de lik dogrydyr.  
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 Subudy. Goý, N,...,, 21  degi lilikde merkezi 

Nzzz ,...,, 21  we  radiuslary ýeterlik kiçi  nrrr ,..., 21  bolan 
D oblasta degi li töwerekler bolsun. Töwerekleri  ugry 
sagat dilini  aýlanýan ugruna gar y edip alaly . 
 Goý, D  egri N,...,, 21  töwerekleri öz 
çinde saklaýan erkin ýapyk egri bolsun. 
 eýleikde da yndan  içinden N,...,, 21  egriler 
bilen çäklenen köpbagly oblastda f(z) funksiýa 
analitikdir. Köpbagly oblast üçin Ko i teoremasyny 
ulanalyñ. 

N

K
k

dzzf

1

0  

ýa-da  

,,1,00
1

k kk l l

N

k
Nkdzzfdzzfdzzfdzzf  

k
N

k

N

k
zzfresidzzfdzzf

k

,2
11

. 

  

Mysal 11.10.  
2 sin1

1

z
dz

zz
z

  integraly hasapla . 

 
 özüli i. Integral a agyndaky funksiýany  aýratyn 
nokatlary ,...1,0,1 kkzz  aýdy dyr. 2z  
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töweregi  içinde di e 0,1 zz  nokatlar 
saklanýandyr. onu  üçin (21.1) furmuladan alarys: 

.65,8
1sin

212

1
sin

1

cos
1
1

21,
1

sin
1

0,
sin

1
1

2

1,
sin1
10,

sin1
12

sin1
1

00

2

ii

z
z

z
z
z

i
z

z
z

res
z

z
z

resi

zz
zres

zz
zresidz

zz
z

zz

z

 

 Teorema 11.2.   Eger zf funksiýa ähli kompleks 
tekizligi   

NN zzzz ,,...,, 121  nokatlaryndan ba ga ähli 
nokatlarynda analitik bolsa, onda  

                
0,

1
k

N

k
zzfres     (11.9)  

  
lik dogrydyr.  

 Subudy.   ýapyk egrini 121 ,...,, Nzzz  
nokatlary içinde saklar ýaly edip saýlap alyp, teorema 
11.1. ulanyp 

k
N

k
zzfresidzzf ,2

1

1
 

de ligi alarys. Bu de likden alarys: 
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k
N

k
zzfresidzzf ,2

1

1
 

ýa-da  

k
N

k
zzfresizfires ,2,2

1

1

(11.9) 

 Mysal 11.11.  

1
4432

21

1312z
dz

zz

z
 integraly hasapla   

 özüli i. Integral a agyndaky funksiýany  aýratyn 
nokatlaryny tapaly : 

.3,2,1,0
3
1,1,0

2
1

3
1

,
2
1

3
1,

2
1

013,01201312

4
21

3
2
21

214

21242

44224432

k

ezkezez

ezzz

zzzz

ki
k

ki
k

ki

ki

 

Bu nokatlary  hemmesi 1z  tegelege degi lidir. 
Diýmek 

k
kz

z
zz

zresi
zz

z ,
1312

2
1312 4432

216

11
4432

21
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Teoremany  2-i  tassyklamasy ulanyp, 

,
1312

4432

21

zz

zres

k
k

z
zz

zres ,
1312

4432

216

0
                  (11.10) 

de ligi alarys.  
 Bu de likden görnü i ýaly bize integral 

agyndaky funksiýany   nokada görä wyçetini 
tapmak ýeterlikdir 
Alarys:  

...
3
1

!1
41...

2
1

!1
31

648
1

3
11

2
11

648
1

3
11

2
11648

3
113

2
1121312

42

4

4

3

24

4

3

2
22

21

4

4
64

3

2
63

21

4432

21

zzz

zzz

zz
z

z

z
z

z
z

z

zz

z

 

 

.
648
1,

1312648
1

...,1
432
1

648
1...

2
31

648
1

4432

21

1

22

zz
zresC

zzzz
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Bu de ligi göz ö üne tutup, (11.10)-den alarys: 

324648
12

13121
4432

21 iidz
zz

z

z  
 

2. Kesgitli integraly hasaplamaklykda  
wyçetleriñ ulanyly y 

                   
2

0
sin,cos dRI        (11.11)        

   görnü li integrala garaly . 
 Berlen integrala iez  ornunda goýmany ulanaly . 
Alarys: 

  z
z

iz
z

z
dziddiedz i 1

2
1sin,1

2
1cos,,    (11.12)                

Eger  argument 0-dan e2  çenli üýtgese z ululyk 
1z  töwerekde üýtgeýär (özem položitel ugur 

boýunça). 
 (11.11) integral 

1
1

z
dzzRI  görnü i alar, bu ýerde 

z
z

iz
zR

z
izR 1

2
1,1

2
1

1 rasional 

funksiýa . 
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Teorema 11.1. ulanyp, alarys  
n

k
kzzRresiI

1
1 ,,2 bu ýerde nzzz ,...,, 21  

nokatlar zR1  rasional funksiýany  1z  tegelekdäki 
polýuslary 

 Mysal 11.12.  
2

0 cos2
dI  integraly 

hasapla .  
 özüli i. iez  ornunda goýmany ulanaly . 
(11.12) peýdalanyp, alarys: 

1 1
2 .

14
2

1
2
12z z zz

dzi

z
zz

dziI  

Integral a agyndaky funksiýany  polýuslaryny tapaly . 
.32,32014 21

2 zzzz  
Bulardan di e 1z  nokat 1z  tegelege degi lidir. (11.1) 
formulany ulanyp, alarys: 

3
2

232
1

2
4

42
14,

14
122

1
12 zzz

iz
zz

resiiI  
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 3. Käbir kesgitsiz integrallary  
hasaplamaklykda wyçetleri  ulanyly y. 

 
1. Bu bölümçede  

dxxfI  

görnü li integrala garaly .  
Ilki bilen a akdaky lemmany subut edeli   
 Lemma 11.1.  Eger  zf  funksiýa 0Im z  
ýarym tekizligi  Nzzz ,...,, 21  nokatlaryndan ba ga 

nokatlarynda analitik bolup, Rz  nokatlar üçin 
1/ zMzf  ( 0,M hemi elikler) de sizlik 

ýerine ýetýän bolsa, onda ,0lim df
RCR

 bu ýerde 

0Im zCR  ýarym tekizlikdäki  Rz  ýarym 
töwerek. 
 Subudy. 

RC
df integrala iRe  

belgilemäni girizip alarys: 

.ReRe
0

1
00 R

Md
R
RMdRiefdRiefdf iiii

CR  
Bu de sizlikden, lemma 1-i  tassyklamasyny alarys.  
 Teorema 11.3. Eger xf  funksiýa 0Im z  
ýarym tekizlige analitik dowam etdirilen bolup, analitik 
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dowam etdirilen zf  funksiýa lemma 1-i ertlerini 
kanagatlandyrýan bolsa, onda  

N

k
kzzfresidxxf

1
,2                 (11.13)    

    
de lik dogrydyr.  
      Subudy. 

RRCR ,  
ýarym bölek endigan 
egri öz içinde 

Nzzz ,...,, 21  üz e 
aýratyn nokatlary öz 
içinde saklar ýaly 

iR ýeterlik uly 
edip saýlap alaly . 
Teorema 1-i  
tassyklamasyny 
ulanyp,  

                                             39-njy surat 
N

k
k

RRC
zzfresidf

R
1,

,2  

de ligi alarys. Bu de ligi a akdaky görnü de ýazaly :                                                               

,,2
1

N

k
k

R

RC
zzfresidxxfdf

R

 

R  bolanda lemma 1-i  tassyklamasyny ulanyp, 
(21.6) formulany alarys. 

0   -R R 

RC  

y 

1z  2z  Nz  

x 
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 Mysal 11.13. dx
x

I
1

1
6  integraly hasapla .  

 özüli i: Integral a agyndaky funksiýa drob 
rasional funksiýa bolup, teorema 1-i  hemme ertleri 
ýerine ýetýär, onu  üçin (21.6) formulany ulanyp 
bolýar. Integral a agyndaky funksiýany  0Im z  
ýarym tekizlige analitik dowam etdirilen 

1
1

6z
zf funksiýany  aýratyn nokatlaryny 

tapaly : 

.5,0101 6
2

66 kezz
ki

k  
Bu ýerden görnü i ýaly 

6
5

2
2

1
6

0 ,,
iii

ezezez  nokatlar 0Im z  
ýarym tekizlige degi li.  
(21.6) formulany ulanyp, alarys;  

.
3

2
2
1

2
30

2
1

2
3

3

336
2

1
6

1
6

12,
1

12
1

6
5

2106
2

2
6
1

1
6
0

0

5
2

5
1

5
0

2

0 66

26

iiii

eeeizzzi
z
z

z
z

z
zi

zzz
iz

z
resi

x
dx

iii

k
k

 

 Bellik 11.1. Eger xf  jübüt funksiýa bolsa, onda 
(11.3) formula  
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N

k
kzzfresidxxf

10

,  

görnü i alar. 
 Bellik 11.2.  Teorema 11.3-e me ze likde   

Nkzzzzfresidxxf k

N

k
k ,1,0Im,2

1

 

formulany subut edip bolýar. 
 2. Indi 

dxxfe xi  

görnü li integrala garaly . 
 Lemma 11.2. (Žordan). Goý, 0  bolup, 

akdaky ertler ýerine ýetýän bolsun: 
 1) zf  funksiýa 0,0Im 0Rzz , 
oblastda üznüksiz; 
 2) R  bolanda ,0max zfRM

RCz
 

bu ýerde 0Im, zRzCR  ýarym töwerek. 
Onda  

          
0lim dzzfe

RC

zi
R

        (11.14) 

 Subudy. Goý, ., 0RRCz R  Onda 

,Reiz  

,Re,0 didz i  
sinsincos RiRRizi eee . 

 216 

sin funksiýany  
2

öhlä görä simmetrikligini we 

2sin  de sizligi ulanyp, alarys; 

).(1)(

1
2

)(22

2Re

Re

2/

0

2/

0

sin2

0

sin

0

sincos

2

RMeRM

e
R

RRMdeRRM

deRRMRdfe

dRiefedzzfe

R

RR

RiR

iiiRRi

C

zi

R

 

Bu de sizlikden (11.14) de lik gelip çykýar.  
(11.13) de likden  

N

k

zixi zkzferesidxxfe
1

,2         (11.16) 

de lik gelip çykýar, bu ýerde Nzzz ,...,, 21  nokatlar 
0Im z  ýarym tekizlikdäki zf  funksiýany  aýratyn 

nokatlary. 
 Bellik 11.3. Eger 0  bolsa RC  ýarym 
töwerege hakyky oka görä simmetrik bolan ýarym 
töwerek bilen çal yryp 

N

k

zixi zkzferesidxxfe
1

,2  
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de ligi alarys, bu ýerde Nzzz ,...,, 21  nokatlar 0Im z  
ýarym tekizlikdäki  

zf  funksiýany  aýratyn nokatlary. 
 Bellik 11.4. Hakyky üýtgeýän argumentli hakyky 

zf  funksiýa we 0  bolanda (21.8) formuladan 
alarys: 

     
N

k
k

zi zzferesxdxxf
1

,,Im2cos     (11.17)        

N

k
k

zi zzferesxdxxf
1

,,Re2sin  

 Mysal11.4. dx
xx

xx
52

5cos1
2  integraly 

hasapla .  

 özüli i. 
52

1
2 zz

zzf funksiýany  üz e 

aýratyn nokatlaryny tapaly .  
.21052 2,1

2 izzz  

iz 211  nokat 0Im z  ýarym tekizlige degi lidir. 
(21.9) formulany ulanyp, alarys: 
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.5sin5sin5cosIm

Im
1212

121Im2

22
1Im2

'52
1Im2

,
52

1Im2
52

5cos1

1010

510
215

21

5

21
2

5

12
5

2

eie

e
i

ie

z
ze

zz
ze

z
zz

zeresdx
xx

xx

i
ii

iz

zi

iz

zi

zi

 

 
 

§ 11.3 Logarifmik wyçet. Argument prinsipi.  
Ru e teoremasy 

1. Logarifmik wyçet 

zf
zfznfL '')(  a latma zf  funksiýany  

logarifmik önümi diýilýär. Logarifmik önümi  0zz  
nokatdaky wyçetine zf  funksiýany  bu nokatdaky 
logorifmik wyçeti  diýilýär. Eger zf  funksiýa 0zz  
nokatda analitik bolsa, onda bu nokatda zf ' -
analitikdir; eger 0zz  nokat   zf  funksiýany  noly 
bolmasa, onda bu funksiýany  logarifmik önümi bu 

nokatda analitikdir. zf  funksiýany  nollary 
zf
zf '

 

funksiýany  polýuslarydyr. Hakykatdan-da, goý  0zz  
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nokat zf  funksiýany  n tertipli noly bolsun, ýagny 

,0 zzzzf n bu ýerde z  funksiýa 0zz  
nokatda analitik we .00z  Alarys: 

 0, 0

/

00

/
0

1
0

|

z
z
z

zz
n

zzz
zzzzzzn

zf
zf

n

nn

(11.18)      

Bu de likden görnü i ýaly 0zz  nokat 
logarifmik önümi  birinji tertipli polýusydyr. 

 Eger 1zz  nokat zf  funksiýany  m tertipli 

polýusy bolsa, ýagny 01
1

z
zz
zz m , onda  

.0,'
'

'
1

1

1

2
1

1
11

z
z
z

zz
m

zz
z

zz
zzzmzzz

zf
zf

m

m

mm

    (11.19) 

Diýmek zf  funksiýany  polýusy 
zf
zf '

 funksiýany  

birinji tertipli polýusydyr. (11.18), (11.19) de liklerden 
görnü i ýaly: 

1) eger 0zz  nokat zf  funksiýany  n tertipli 
noly bolsa, onda 

          ;,'
0 nz

zf
zfres                (11.20)                             
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2) eger 1zz  nokat zf  funksiýany  m  tertipli 
polýusy bolsa, onda 

                    .,'
1 mz

zf
zfres     (11.21)                      

Teorema 11.4   Eger zf  funksiýa D oblastyñ 
tükenikli sany nokatlaryndan ba ga nokatlarynda analitik 
bolsa, onda bu nokatlary öz içinde saklaýan islendik 
ýapyk D   egri üçin  

             PNdz
zf
zf

i
'

2
1

  (11.22)            

formula dogrydyr, bu ýerde  N  we   P  degi lilikde  D  
oblastdaky zf  funksiýany  nollaryny , polýuslaryny  
sany. 

 Subudy. Goý, D
Raaa ,...,, 21  nokatlar 

degi lilikde zf  funksiýany  Rnnn ,..., 21  tertipli noly 
bolsunlar. Dbbb l,..., 21  nokatlar degi lilikde zf  
funksiýany  lPPP ,..., 21  tertipli polýuslary bolsunlar. 
Onda wyçetin esasy teoremasyny we (11.20), (11.21) 
formulalary ulanyp, alarys: 
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.......

,',',''1

2121

11

PNPPPnnn

b
zf
zfresa

zf
zfresz

zf
zfresdz

zf
zf

i

lk

n
l

n

k

n
n

n
n

 Netije 11.1.   Eger  zf  funksiýa DD  
oblastda analitik we  egrini  hiç bir nokadyndan–da 
de  däl bolsa, onda bu funksiýany  D oblastdaky 
nollaryny  sany. 

dz
zf
zf

i
'

2
1

 de dir. 

Hakykatdan–da 0P  bolanda (11.22) –den  

Ndz
zf
zf

i
'

2
1

 (11.23) 

       

de ligi alarys ( ornuna goýlu y aýdy dyr).  

2.Argument prinsipi. Ku y teormasy 

 Netijede 11.2. Teorema 11.4-i  ähli ertleri ýerine 
ýetende (11.22) de ligi 

PNzfarg
2
1

  (11.24)                

görnü de ýazyp bolýar. 
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 Subudy. erte görä zf  funksiýa egrini  
z nokadyny  käbir etrapynda .0zf  

 Alary : 

,
2
1

2
1'

2
1 zLnf

i
zdLnf

i
dz

zf
zf

i  
 (11.25)       

bu ýerde zLnfzLnf  funksiýany  z nokady  
 egrini  položitel ugry boýunça aýlanmagyndaky 

artdyrmasy. 

 0ln sf  göz ö üne tutup, 
zfizfzLnf argln  

de likden 

zfizLnf arg  

de ligi alarys. Bu de ligi göz ö üne tutup (11.25) 
de likden  

zfdz
zf
zf

i
arg

2
1'

2
1  

de ligi alarys. (22.5) de ligi göz ö ünde tutup, so ky 
de likden (11.24) formulany alarys. 

(11.24) formula argument prinsipi diýilýär.  
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 Teorema 11.5. (Ru e). Goý, zgzf ,  
funksiýalar çäklenen birbagly D oblastda analitik bolup, 
ol oblastny   çägini  ähli nokatlarynda  

                        .zgzf               (11.25)                              

de sizlik ýerine ýetýän bolsun. Onda D oblastda   zf  
we zgzfzF  funksiýalary  nollaryny  sany 
özara de dir. 

 Subudy. (11.25) ertden, z  üçin 0zf  
gelip çykýar. Mundan ba ga  

,00 zFzgzfzgzfzF
 z . 

 FN  we fN  bilen degi lilikde zfzF ,  
funksiýalary  D oblastdaky nollaryny  sanyny belgiläli . 

0P  bolanda (11.24) formulany ulanyp  

         
zFN F arg

2
1

                     (11.26)  

de ligi alarys. z  üçin 0zf erti ulanyp 
alarys: 

.1
zf
zgzfzgzfzF  
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Onda  

.1argargarg
zf
zgzfzF  (11.27) 

Bu de ligi  sag bölegindäki ikinji go ulyjyny  nola 
de digini görkezeli . Hakykatdan-da, 

zf
zgw 1  

funksiýany  grafigi z nokat  egri boýunça hereket 
edende 11w  tegelegede degi li bolan ýapyk 

egrini emele getirer Bu egri 0z nokady  da yndan 
aýlanmaýar. onu  üçin 

01arg
zf
zg

 bolar. Bu de ligi göz ö üne 

tutup (11.27)-den alarys: 

.arg
2
1arg

2
1

fF NzfzFN  

 Mysal 11. 5.     1z  tegelekde  

0136 49 zzz  
de lemäni  köklerini  sanyny tapy .  

 özüli i. 13,6 94 zzzgzzf  
belgilemeleri girizeli . Bu ýerde ,1: z  onda  
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,51313,66 994 zzzzzgzzf  

z  üçin .zgzf  

Ru e teoremasyna görä berlen de lemäni  
1z tegelekdäki köklerini  sany 064

zzf  
de lemäni  köklerini  sanyna de dir, ýagny 4 sany köki 
bardyr. Teorema 11.6. (Algebrany  esaslary 
teoremasy). Kompleks koeffisiýentli  n   derejeli 
köpagzany  nollaryny  sany n-e de dir.  

 Subudy. Goý,  

0... 01
1

10 aazazazazP nn
nn

n   
bolsun. 

nn
nn azazazgzazf 1

1
10 ...,  

belgilemeli 

girizeli . Onda  

FzgzfzPn bolar. 
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0
...

limlim
0

12
1

1
1

n

n
n

n
nn

zz za
z
a

z
a

az

zff
zg

 

bolýandygy üçin eýle bir 0R  tapylyp Rz  
de sizligi kanagatlandyrýan z  üçin  

1
zf
zg

 

de sizlik ýerine ýetýändir.  egrini  ornuna Rz  

töweregi alsak, onda nzazf 0  funksiýany  

Rz tegelekde n  sany noly bardyr. Diýmek  

.nNN
npF  

 
 

XII Bap. Analitik dowam etdirme 
§12.1. Gös-göni analitik dowam.  

         Derejeli hatarlary  kömegi bilen dowam.  
Riman üsti barada dü ünje. 

 
 Ilki bilen a akdaky mysala garaly : 

,)(
0

1
n

nzzf  
0

2 1)(
n

niziizf  
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funksiýalar degi lilikde 1:1 zzK  we 

1)1(:2 izzK  tegelekde  analitikdir. Bu 
tegelekleri  umumy 2112 KKK böleginde  

zizi
izf

z
zf

1
1

)1(1
)(,

1
1)( 21  

bolar. onu  üçin 21 KK oblastda kesgitlenen bir 
analitik funksiýa 
hakynda gürrü  
ederis. Ol funksiýa 

z1
1

dir. 

 
 
 
 
 
 

                      40-njy surat 
                                      
Kesgitleme 12.1. Eger : 
1) )(zf funksiýa D  oblastda kesgitlenen; 
2) )(zF funksiýa D  oblasty özünde saklaýan G  

oblastda analitik;  
3) Dz  üçin ),()( zFzf   
ertler ýerine ýetse, onda F  funksiýa f funksiýany  D  

oblastdan  G  oblastda analitik dowamy diýilýär. 

 
x 1 

i1  

2K  

0 

y 

K1 
12K  
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 Funksiýany  analitik dowamyny  ba gaça 
akdaky ýaly dü ündireli .  

Goý, ),(1 zf  )(2 zf funksiýalar degi lilikde 1D  we  2D  
oblastlarda analitik bolsunlar. Goý, 

2112 DDD ( 12D käbir oblast ýa-da egri) bolsun. 
Eger )(1 zf  we  )(2 zf  funksiýalar 12D  oblastda gabat 
gelseler, onda  

,),(

,),(
)( ''

22

11

Dzegerzf

Dzegerzf
zF  

funksiýa 21 DDD oblastda analitikdir. Bu oblastda 
)(zF  funksiýa )(1 zf  )(2 zf  funksiýany  D  oblast 

analitik dowamy diýilýär.  
 Ba gaça, )(2 zf )(1 zf  funksiýa )(1 zf )(2 zf  
funksiýany  12 DD  oblast analitik dowamy diýilýär.  
 )(1 zf )(2 zf  funksiýany  D  oblast analitik 

)(zF  dowamy ýeketäkdir. Hakykatdan-da, goý 1D  
oblastda )(1 zf  de  bolan iki analitik dowamy bar bolsun 
diýeli . Bu bolsa geçen mowzukdaky analitik 
funksiýany  ýeke-täklik teoremasyna gar y gelýär. 

eýlelikde analitik dowam ýeke-täkdir.  
 zzze z ln,cos,sin,  funksiýalar hakyky okda 

kesgitlenen, degi lilikde )0(ln,cos,sin, xxxxe x  
funksiýalary  kompleks tekizligine analitik dowamydyr.  
  
 

1nz   
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 Eger )(1 zf  we   )(2 zf  funksiýalar  degi lilikde 

1D , 2D  oblastlarda kesgitlenen bolup, 

2112 DDD oblastny  ähli nokatlarynda gabat 
gelmän, olary  böleginde gabat gelsinler. Bu oblastda 
analitik dowam dürli bolar. Mysal üçin, goý )(1 zf  we  

)(2 zf  funksiýalary  12'D  oblastda gabat gelip, 12''D  
oblastda dürli bahalary eýe bolsunlar.  

'
1212

''
12

''
1221 /,/ˆ DDDDDDD belgilemeleri 

girizeli . den belli bol y ýaly D̂ oblastda ''
121 / DD  

oblastda kesgitlenen )(1 zf funksiýany  zF̂  analitik 
dowamy bardyr, unlukda 121 '/ DDz  üçin 

zfzF 1
ˆ  we 122 '/ DDz  zfzF 2

ˆ  
zF̂ funksiýa a akdaky iki usul bilen D  oblast analitik 

dowam etdirilýär 
 

,),(
,ˆ),(ˆ

)(
11
121

1 Dzegerzf
DzegerzF

zF  

ýa-da 

''
122

11
2 ),(

,ˆ),(ˆ
)(

Dzegerzf
DzegerzF

zF  

 
 

                                          41-nji surat                            

D1 

D2 

  
D'12

  D"12 
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D oblastda  köpbahaly analitik F(z) funksiýa seretmeklik 
zerurlygy ýüze çykýar, ýagny DD ''

12   oblastny ol 
bir nokadynda dürli bahalara eýe bolýan funksiýa. Bu 
ýagdaýda ol bir ''

120 Dz  nokatda 1f (z0) we 2f  (z0) 
bahalara eýe bolýan ikibahaly )(zF funksiýa seretmeli.  
 onu  üçin 1D  we 2D  oblastlary  umumy 12'D  

oblastsyny ýelimläli . eýlelikde biz ''
12D oblast biri-

birini  üstünde ýerle en adaty däl oblast alarys. Alnan 
oblastda )(zF  funksiýa birbahaly funksiýadyr. Bular 
ýaly oblast Riman üsti diýilýär. eýlelikde )(zF  analitik 
funksiýa zfzf 21 )(  funksiýany  analitik dowamy 
bolar.  
 Goý, )(1 zf  funksiýa 1D  oblastda analitik bolsun. 

Bu funksiýany 10 Dz nokatda  
                   

n

n

n
n

n
n zz

n
zfzzCzf 0

0

0
)(

1
0

0
1 !

)()()(  (12.1)               

derejeli hatara dargadaly . Bu hatar üçin iki ýagdaýy  
bolmagy mümkin. Birinji ýagdaýda 0R  ýygnanma 
radiusy 0z  nokatdan D  oblastny  çägine çenli 
uzaklykdan kiçi, ýygnanma tegelegi D oblastny  bölek 
oblastsy.  
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42-nji surat 

 
Ikinji ýagdaý 0R  ýygnanma radiusy radiusy 0z  nokatdan 
D  oblastyñ çägine çenli uzaklykdan  uly. Bu ýagdaýda 

000 : RzzzK  oblastda D  oblastny  bölek 
oblastsy bolmaz  0K  tegelekde (1) hatar ýygnanyp, onu  

)(2 zf  jemi  bu  tegelekde  analitikdir  we  

0110 KDDz üçin ).()( 12 zfzf  

D1 

R0 

z0 
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                                            43-nji surat 
 Bu ýagdaýda )(2 zf funksiýa )(1 zf  funksiýany  10D  
oblastdan 0K  oblasta analitik dowamydyr. 

01 KDD oblastda a akdaky funksiýany kesgitläli : 

,),(
,),(

)(
02

11

Kzegerzf
Dzegerzf

zF
 

 

K0 

1K  
2R  1R  

2z  1z  

D10 

R0 

0z  

2K  
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So ra )(2 zf funksiýany 01 Kz  nokatda derejeli 
hatara ýokarky usuly ulansak 1K  tegelegi alarys. 
Bu usuly dowam etdirip, ,...,...,, 10 nKKK  zynjyr  
 

                   44-nji surat 
 
oblastlarda )(1 zf funksiýany  analitik dowamyny 
alarys. Eger )(zF  analitik dowam köpbahaly 
bolsa, ony Riman üstüni gurup, birbahaly edip 
bolýandygy bize aýdy dyr. 

 Mysala garaly : 
  
 
 
 

y 

x 

2z  

1z  

0z  

1 

 234 

    

0
1 )(

n

nzzf 1z  tegelekde ýygnanýar we 

z
zf

1
1)(1        (12.2) 

hatar boljakdygy aýdy dyr. 
1z  tegelegi  da ynda (16.2) hatar dargaýar, diýmek 

)(1 zf  funksizyany  1z  tegelegi  da ynda 

kesgitlenmedik. Goý, 0z  nokat 1z  tekizligi  käbir 
nokady bolsun we ol nokady  etrabynda )(1 zf  

funksiýany n

n
n zzC )( 0

0
 hatara dargadaly  bu ýerde 

)1(
1

!
)(

0

0
)(

1
zn

zf
C

n

n  de . Eger 0z  hakyky okda 

bolmasa 00 1 zzz  tegelekden çykýar.  
Diýmek  

0
1

0

0
2

1
)(

n n

n

z
zzzf  funksiýa )(1 zf  funksiýany  

00 1 zzz  oblasta dowamydyr. Alarys: 

.
1

1

1
1

1
1

1
11

1)(

0

000 0

0

0
2 z

z
zzzz

zz
z

zf
n

n
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)(2 zf funksiýany 00 1 zzz  tegelegi  

1z nokadyny  etrabynda dargadaly . eýlelikde 

0
1

1

1

1n n

n

z
zz

 hatary alarys we ýygnalma  

oblast   10 1 zzz  de  bolup 

0 1
1

1
3

)1(
)(

)(
n n

n

z
zzzf  

)(),(),( 123 zfzfzf funksiýalar 

0100 1,1,1 zzzzzzz  
tegelekleri  umumy nokatlarynda gabat gelýär. 

eýlelikde )(3 zf  funksiýany   11 1 zzz  
tegelekde analitik dowamydyr. Täze oblasta  z=1 
nokatdan geçýär. Bu usuly dowam etdirip )(1 zf  
funksiýany ähli kompleks tekizligine dowam etdirip 
bolýar. Ol tegelekleri  çägi  z=1 nokatdan geçýär. Ol 
tekizlikleri  çägi z=1 nokatdan geçýär. Diýmek 

z
zF

1
1)(  funksiýa )(zf  funksiýa z=1 nokatdan 

ba ga ähli nokatlarda kesgitlenen analitik dowamydyr. 
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XIII Bap. Bitin we meromorf funksiýalar 
§13.1.  Bitin we meromerf funksiýalar. 

 
 Kesgileme 13.1. Ähli kompleks tekizliginde 
birbahaly we analitik bolan funksiýa bütin funksiýa 
diýilýär. 

onuñ üçin bitin funksiýany kompleks tekizliginde 
derejeli hatara dargadyp bolýar, ýagny  

...10 zcczf   (1), 
bu ýerden Ko i-Adamar formulasyny ulanyp, 

0lim n
nn

c deñligi alarys. 

 Köpagza, ze  funksiýalar bitin funksiýalara mysal 
bolup biler. 
 Teorema13.1. Goý, )(),( zgzf bütin funksiýalar 
bolsunlar.Onda ))((),()(),()( zgfzgzfzgzf  
funksiýalar hem bitin funksiýalardyr. 
Bu teoremany  subudy bitin funksiýany  
kesgitlemesinden analitik funksiýalaryñ häsiýetlerinden 
gelip çykýar. 

chzshzzz ,,cos,sin funksiýalary  derejeli hatary  jemi 
görnü inde ýazaly : 

,
)!2(

)1(cos,
!12

1sin
0

2

0

12

n

nn

n

nn

n
zz

n
zz  

,
)!2(

,
!12 0

2

0

12

n

n

n

n

n
zchz

n
zshz  
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 Bu hatarlar islendik z  üçin ýygnanýar, onda 
chzshzzz ,,cos,sin  funksiýalar bütin funksiýalardyr. 

Mundan ba ga chzshzzz ,,cos,sin  funksiýalar 
degi lilikde chxshxxx ,,cos,sin  funksiýalary  hakyky 
okdan kompleks tekizligine analitik dowamydyr.  

Teorema 13.2. (Liuwill). Goý, bütin  
k

k
k zczf

0
)(  

unksiýa, ,Rz  oblastda 
nzzf  ( 0n -bütin san)   (13.1) 

de sizligi kanagatlandyrýan bolsun. Onda )(zf  
funksiýa tertibi  n–den ýokary bolmadyk köpagzadyr.  
 Subudy.    kc koeffisiýent üçin formulany ulanyp, 
alarys: 
  ...2,1,2

22
1)(

2
1

111
kMRR

R
RMdz

z

zM
dz

z
zf

i
c kn

Rz
k

n

k

n

Rz
kk

  (13.2)                               

bu ýerde .1RR  R   ýeterlik uly bolmanda, nk  
bolsa (13.2)-den 0kc boljakdygy gelip çykýar. 

eýlelikde ,0......21 nn cc  ýagny )(zf  funksiýa 
derejeli  n-den uly bolmadyk köpagza 
 Netije 13.1. Eger bütin )(zf  funksiýa ähli 
kompleks tekizliginde çäklenen bolsa, onda ol 
hemi elikdir. 
 Hakykatdan-da (13.1) de sizlikde )(zf  
funksiýany  çäklenen bolmagy üçin 0n  bolmaly. 

0R  bolanda 0kc  bolar, 00C  
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 Bu hatar tükeniksiz da la an nokatda Loran 
dargatmasyny emele getirýär. Eger z  nokat )(zf  
funksiýany  dogry nokady bolsa, onda  

0......21 nCCC  we  0)( Czf  bolar. 
Diýmek )(zf  funksiýa bütin kompleks tekizliginde 
çäklenen, Liuwill teoremasyna görä ähli kompleks 
tekizliginde .)( constzf  
 Eger z  nokat )(zf  funksiýany   m  tertipli 
polýusy bolsa, onda  

0...,0 21 mmm CCC  
bolar. Diýmek 

m
m zCzCzCCzf ...)( 2

210   bolar, ýagny 
mzf )(   tertipli köpagza. 

 Eger z  nokat )(zf  funksiýany  tüýs aýratyn 
nokady bolsa, onda hatary  noldan tapawutly tükeniksiz 
köp koeffisiýentli bolar. Bu ýagdaýda  )(zf  funksiýa 
bütin transsendent funksiýa diýilýär. Bular ýaly funksiýa 
mysal edip ,...cos,sin, zze z   funksiýalary görkezmek 
bolar.  
 Teorema 13.3. (algebrany  esasy teoremasy).  
 
Islendik

)1,0(...)( 2
210 nCzCzCzCCzP n

n
nn

 köpagzany  i  bolmanda bir noly bardyr. 
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 Subudy.   Tersine guman edeli , goý, )(zPn  

köpagzany  noly ýok bolsun. Onda 
)(

1)(
zP

zg
n

 bütin 

funksiýadyr. ,0)(lim zg
z

diýmek )(zg  funksiýa ähli 

kompleks tekizliginde çäklenendir. Netijede 13.1-den 
constzg )(  bolýandygy gelip çykýar. Bu bolsa )(zg  

funksiýany  kesgitlemesinde ters gelýär. eýlelikde 
)(zPn köpagzany  i  bolmanda bir noly bardyr.  

 Butin funksiýany  umumy haly bolan meromorf 
funksiýany kesgitläli   
 Kesgitleme 13.2. Eger )(zf  funksiýany  her bir 
çäklenen kompleks tekizliginiñ böleginde  analitik bolsa, 
tükenikli sany polýusy bolmagy mümkin, onda ol 
funksiýa meromorf funksiýa diýilýär.  
 Ahli kompleks tekizliginde meromorf funksiýany  
polýuslaryny  sany  
tükeniksiz sany bolmagy mümkin. Mu a 

1
1,

sin
1, zez

ctgz funksiýalar mysal bolup biler. Her bir 

rasional funksiýa memort funksiýa bolup onu  ähli 
kompleks tekizliginde tükenikli sany polýusy bardyr. 
Mu a ters tassyklama-da dargydyp, ýagny: 
 Teorema13.4 Ähli gi eldilen kompleks 
tekizliginde tükenikli sany  szzz ,...,, 21   ( z nokat 
polýus bolup bilýä) polýusy bolan   meromorf zf  
funksiýa rasional funksiýalardyr we 

 240 

zfzfAzf
s

k
k

1
0  (13.3)  

görnü de a ladyp bolýar, bu ýerde  )(),(0 zfzf k  
funksiýalar degi lilikde  )(zf funksiýany  z  we 

kz  nokatlary  etrabynda Loran hataryna dargatmasyny  
esasy bölegidir,  

.)()(lim 0 zfzfA
z

 

 Subudy.  Goý  
km

j k

k
k zz

A
zf

1 )(
)(  we m

m zAzAzf ...)( 10  

degi lilikde kz  we  z  nokatlarda )(zf funksiýany   
Loran hataryna dargatmasyny  esasy bölekleri bolsun. 

)()()()(
1

0 zfzfzfzg
s

k
k    (13.4)   

funksiýa ähli gi eldilen kompleks tekizliginde analitikdir. 
0)(lim zfkz

de ligi göz ö üne tutup (13.4)-den alarys: 

.)(lim 0 Azfzf
z

 

Bu de likden constAzg )(   gelip çykýar. 
Azg )( we (23.4) de lik gelip çykýar. 

 Bellik 13.1. (13.3) formula matematiki der ew 
dersinde rasional droblary ýönekeý droblara dargatmany 
ýatlatýar )(0 zfzfA rasional bölegi  bütin bölegi). 

Bellik 13.2. Islendik meromorf funksiýany  
gatna ygy görnü inde ýazyp bolýar.  
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§13.2. Weýer trass teoremasy 
 Algebrany  wajyp meselelerini  biri bitin rasional 
funksiýalary çyzykly köpelijilere dagytmakdyr. Erkin 
bitin funksiýany çyzykly köpeldijilere dargytsak, onda ol 
funksiýany  nullary anyklanar. Bu soragy  hususy 
halyna ilki Ko i seredipdir, ýöne ol soraga doly jogaby 
Weýer trass berýär. 
       Goý, 

 ,..,...,, 21 naaa                              (13.5) 
berlen täkeniksiz yzygiderlik bolsun. Berlen yzygiderlik 
moduly boýunça artýan tertipde ýerle dirilen bolsun, 

01lim
nn a

                                 (13.6) 

Eger (13.1) yzygiderligi  käbir agzalaryny  moduly de  
bolsalar, olar erkin tertipde ýerle dirilen bolup biler. 
(13.2)-den görnä i ýaly ýeterlik uly R san äçin (13.5) 
yzygiderligi  tükenikli na  agzalaryny  moduly R-den 
kiçi bolup bilýändir. Indi biz moduly R-den  kiçi bolan 

na -ler eýle bir funksiýany  nullary bolar ýaly (di e 

na -ler) )(zG  bitin funksiýany tapyp bolýandygyny 
görkezeli . 
 Eger na -leri  käbiri  özara  de  bolsalar  onda  ol  
kratnyý kök bolar. Ýokarky tassyklamany subut etmek 
üçin häzir biz na -leri  hiç biri nola de  däl diýip hasap 
ederis. 
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1

1
1...)(

2
1 2

1 a
z

a
z

a
z

e
a
zu             (13.7)               

 
latma garaly   

az  üçin alarys: 

,)(
1

1...)(
2
1)1ln(ln 12

a
z

a
z

a
z

a
zu

 

a
z1ln  funksiýa az  tegelekde analitik, we 

z=0 bolanda nola de dir. 
So ky de likden alarys: 

)(1)(
1

1...)(
2
1

...)(
1

1...)(
3
1)(

2
1ln

12

132

a
z

a
z

a
z

a
z

a
z

a
z

a
z

a
zu

  ...)(
1

1 1

a
z                (13.8)               

bu ýerden alarys: 

                  
...)(

1
1)(1 1

a
z

a
z

eu              (13.9)                                 
Indi  

                    uuu 21       (13.10)                         
köpeltmek hasylyny ähli kompleks tekizligini  az  
nokatlaryndan ba ga nokatlarynda ýygnalyp, nollary 
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leraaa n ,...,...,, 21  bolan   )(zG  funksiýany emele 
getirýändigini görkezeli . Ilki bilen islendik  üçin 

iazC :  tegelekde (13.5) köpeltmek hasyly käbir 
analitik funksiýany emele getirýändigini görkezeli  
(13.5) yzygiderlige goýan ertimize 

aa 1  
Nullary C  tegelekde bolan  121 ,...,, uuu  köpeltmek 
hasylyny ta lap, 1uu  köpeltmek hasylyna 
seredeli   

      

)11.13(,

...
...)(

1
1)(1

...)(
1

1
...)(

1
1

)(
1

1

1

1

1

aze

eeuu

n

n

n

n

n a
z

na
z

n

a
z

a
z

a
z

 
Ilki bilen az  tegelekde 

                  

)12.13(...)(
1

1)(1 1

n

n

n

n

n a
z

na
z

n
 

 
hatary  käbir garmoniki funksiýa ýygnanýandygyny 
görkezeli . 

...)(1...)(
1

1)(1 1 kn

n

n

n

n

n a
z

kna
z

na
z

n
 

 244 

 

n
nnkkn

n

kn

n
k

az
a
z

a
z

k
nk

k
nk

a
z

kn

a
z

kn
,1

)11(

)1(
lim

)(1

)(
1

1

lim

1

 
Diýmek (13.7) hatary  her bir go ulyjysy C  tegelekde 
analitik. 
 az )1(  tegelekde ol go ulyjylar 
de öçegli ýýgnalýandyr, ýagny (13.12) hatary  
go ulyjylaryny  jemi az )1(  tegelekde analiyik 

jemi  az )1(  tegelekde de öçegli 
ýygnalýandygyny görkezeli  

nn

nnn

a
z

na
z

na
z

na
z

n

n
n

nnn

n

n

n

n

n

n

n

n

)1(
11
1)1(1

...))1()1(1()1(1...)1(
1

1)1(1

...
1

11...)(
1

1)(1

21

1
1

 

Umumy agzasy 
n

n)1(
 san hatary ýygnalýar. 

Weýer trassy  teoremasyna görä az )1(  
tegelekde (13.7) hatar de ölçegli ýygnalýar, jemi ol 
tegelekde analitikdir. eýlelikde (13.5) köpeltmek hasyly  
C  tegelegi  içinde analitikdir we 121 ,...,, aaaz  
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nokatlar nollarydyr we ba ga nollary ýokdyr. u wagta, 
çenli biz (24.1) agzalary biri-birine de  däl diýipdik. Eger 
z=0 –lary  -sanysy gabat gelse, onda (13.5) köpeldijini 
z  köpeltmek ýeterlik. eýlelikde alarys: 

1 1

)(
1

1...)(
2
1 1

)1()(
n n

a
z

a
z

a
z

n
n

n

n

n

nne
a
zzUzzG  

Weýer trass formulasy. 
 

 
XIV Bap. Garmoniki funksiýalar 

§14.1. Garmoniki funksiýalar we olaryñ analitik  
funksiýalar bilen baglan ygy. 

 
Goý, yxiyxuzf ,,  funksiýa D oblastda 

analitik bolsun. Analitik funksiýanyñ tükeniksiz köp 
önüminiñ barlygy bize mälimdir. Bu ýerden analitik 
funksiýanyñ hakyky we hyýaly bölekleriniñ D oblastda 
tükeniksiz köp önüminiñ bardygy gelip çykýar. 
 eýle sorag ýüze çykýar: islendik tükeniksiz 
differensirlenýän hakyky iki üýtgeýänli hakyky funksiýa 
analitik funksiýanyñ hakyky (hyýaly) bölegi bolup 
bilermi? Umuman bolup bilmeýär. 

Eger iuzf funksiýa D oblastda analitik bolsa 
onda 
               

xy
u

yx
u ,                                     (14.1) 

Ko i-Riman erti ýerine ýetýär. Ýokarda aýdyly y ýaly 
u we funksiýalaryñ D oblastda tükeniksiz köp önümi 
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bardyr. Ikinji tertipli üznüksiz önümi bar bolanlygy we 

xy
u

yx
u 22

 deñligi göz öñünde tutup (14.1) deñlikden 

02

2

2

2

y
u

x
u  

deñlik gelip çykýar. Ýokardaky usul bilen  
 

02

2

2

2

yx  

 
deñligi alarys. 
 

02

2

2

2

yx  

ikinji tertipli hususy önümli differensial deñlemedir. Bu 
deñleme Lampas deñlemesi  diýilýär. 

Eger funksiýanyñ ikinji tertipli üznüksiz hususy 
önümleri bar bolup, Lampas deñlemesini 
kanagatlandyrýan bolsa, onda ol funksiýa garmoniki 
funksiýa diýilýär. 

Analitik funksiýanyñ hakyky we hyýaly bölekleri 
aýratynlykda garmoniki funksiýalardyr. 

Eger yx,  we yx,  hakyky funksiýalar 
garmoniki bolsalar, onda yxiyxzF ,, funksiýa  
umuman analitik däldir. Hakykyatdanda, Ko i-Riman 
ertleri analitik funksiýanyñ hakyky we hyýaly 

böleklerini berk baglany dyrýar. Käbir analitik 



 247 

funksiýanyñ hakyky we hyýaly bölekleri bolan garmoniki 
funksiýalara çatrymla an garmoniki funksiýalar diýilýär. 

D oblastda garmoniki yx, çatrymly bolan 
analitik yxiyx ,, funksiýanyñ yx,  bölegini 
tapmaklyk barada sorag ýüze çykýar. 

Teorema14.1. Birbagly oblastda garmoniki bolan 
islendik funksiýa bu oblastda analitik bolan käbir 
funksiýanyñ hakyky (hyýaly) bölegidir. 

Subudy. Goý, yx,  funksiýa birbagly D oblastda 
garmoniki bolsun. Eger analitik yxiyxuzf ,,  
funksiýnyñ hakyky bölegi yx, bolsa, bu funksiýa nähili 
tapylýandygyna seredeliñ. f(z) funksiýanyñ hyýaly 
bölegini tapmak üçin Ko i-Riman ertleri ulanylýar: 

,, yxP
y
u

x
 

x
u

y
 ., yxQ  

 
yxP ,  we yxQ , funksiýalar D oblastda üznüksiz we bu 

oblastda üznüksiz birinji tertipli önümleri bar. Bu Ko i-
Riman ertlerinden alarys: 

,2

2

2

2

x
Q

x
u

y
u

y
P  

bu deñlikden we matematiki analiz dersinden belli bol y 
ýaly 

yx

yx

QdyPdx
,

, 00
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egriçyzykly integral egriniñ ýolyna dälde ba langyç 
nokadyna 00 , yx we ahyrky yx,  nokadyna baglydyr. 

Goý, 
yx

yx

QdyPdxyx
,

, 00

, bolsun. 

Alarys: 

.,
y

Q
yx

P
x

 

Bu ýerden görnü i ýaly yx,  funksiýa yx,  
funksiýadan hemi lik bilen tapawutlanýar, 

yx

yx

CQdyPdxCyxyx
,

, 00

,, (bu ýerde C-hakyky 

san). 
Bu formuladan yx,  kesgitläp, iki sany D oblastda 
differensirlenýän funksiýa alarys: 

.,,, Cyxyxu  
Bu funksiýalar Ko i-Riman ertleri bilen baglan yklydyr. 
Bu ýerden D oblastda analitik bolan 

iCiyxiyxUzf ,, funksiýany alarys. 
 

XV Bap.  Analitik funksiýalary   
gidromehaniki dü ündirili i. 

 
 Biz gysylmaýan ideal tekiz suwuklygy  potensial 
durnukla an hereketine serederis. meden erkin bolan 

potensial hereketi  oblastynda ),( yxV  wektor tizlik 
üçin  
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)2.15(0

)1.15(,0

Vdiv

Vrot
 

de lemäni  ýerine ýetýändigi matematiki fizikany  
deñlemeleri dersinden bellidir. 
Hereketi  potensial bolanlygy üçin, potensial tizlik diýip 

atlandyrylýan u(x,y) skalýar funksiýa tapaly , ),( yxV  
wektor tizligi üçin 

                              ),,( yxgraduV  (15.3)                          
de ligi kanagatlandyrýar. (15.3)-den alarys: 

4.15,

,),(

y
uV

x
uV

j
y
ui

x
uyxgraduViVV

yx

yx

 

(15.4)-di (15.2)-de ornuna goýup alarys: 

)5.15(,0

,0

2

2

2

2

2

2

2

2

y
u

x
u

y
u

x
u

y
V

x
V

Vdiv yx

 

diýmek u(x,y)-potensial tizlik garmoniki funksiýadyr. 
 u(x,y) analitik funksiýany  hakyky bölegi bolanda 

),(),()( yxiyxuzf  analitik funksiýany guraly . 
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Eger constyxconstyxu ),(,),(   bolsa, onda 

0

))((

x
u

y
u

y
u

x
u

yy
u

xx
u

j
y

i
x

j
y
ui

x
ugradgradu

 

diýmek ,u funksiýalaryñ gradiýentleri ortogonal 
çyzyklar, bu ýerden constyxconstyxu ),(,),( - 
ortogonallyklary gelip çykýar. 

 C egri boýunça akym tizligi ),( yxV  wektor 
bolsun 

c
c dsnVN )6.15()(  

Egriçyzykly integrala C egri boýunça tizligi  normaly 
diýilýär. Bu integral C egriden birlik wagtda geçýän 
suwuklygy  mukdaryny kesgitleýär. (25.6) integraly 

akdaky görnü de ýazaly : 

c c

c c
yxyx

c
c

dy
x
udx

x
dx

y
udy

x
u

dxVdyVdxjdyiVjVindVN

)7.15(.

))((
 

C-egri boýunça aýlanma tizligi a akdaky 
de lemeden kesgitlenýär 

 
 

                         )8.15(
c

c sdV  
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ýa-da 

c c c
yx

c
c dy

x
dx

x
udy

y
udx

x
udyVdxVsdV )9.25(  

akdaky integrala garaly  
                

c c c
yx

c

dy
x
udx

x
idy

y
udx

x
udyVdxVdzzf )10.15()(  

(25.7), (25.8) göz ö ünde tutup (25.10)-dan alarys: 
                                           

)11.15()(
c

cc iNdzzf  

Bu furmula, aýlanma we akym wektor tizligini kompleks 
potensialy  önümini  üsti bilen a latmakdyr, unlukda 
bu formula gidrodinamikada köp ulanylýar. Seredýän 
hereketi  G oblasty birbagly bolsa, onda, ol oblastdaky 
islendik C ýapyk egri boýunça integraly Ko i 
teoremasyndan nola de digi gelip çykýar. Mundan 

akymy  her bir nokadyny  V  wektop tizligi 
constyx ),(  egrini ol nokatdaky galta ýanyny  

ugry boýunça ugrukdyrylandyr. ),( yx -funksiýa f(z) 
analitik funksiýany  akymy  diýilýär, f(z)-funksiýa 
akymy  potensiýaly diýilýär. 
 Akymy  oblasty iki akym 1),( cyx , 

2),( cyx  çyzygy bilen çäklenen bolsa, o a akym 
turbajygy  diýilýär. 
 Suwuklygy  her bir nokadyny  tizligi ýakym 
çyzygyny  galta masy bilen gabat gelmegi, onu  
gysylmaýan we mukdaryny  stasionar bolmagy 
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turbaçyny  islendik iki 21 SweS  kese kesiginde birlik 
wagtda geçýän suwuklygy  mukdary de dir. onu  üçin  

21 CweC  tapawudy turbajykdaky suwuklygy  sarp 
edilýän akymydyr. 
 (15.4) de lige Ko i-Piman ertini ulanyp alarys: 

              
xy

uV
yx

uV yx ,     (15.12)                                      

Alarys:  
   )(zf

x
i

x
u

y
ui

x
uiVV yx

   (15.12)           

Gidrodinamikada ýaýramak we akym wektoryny  tizligi 
esasy rol oýnaýar. 
Goý, C bölek – endigan (ýapyk ýa-da ýapyk däl) egri 
bilen bolsun, onda 

         dyjdxisd   - dugany  differensialy     (15.13)               

  dxjdyind   - normaly differensialy      (15.14)          
Mundan alarys: 

nddsn , n -birlik normal. 
 Eger G oblast köpbagly bolup, C egri öz içinde G 
degi li däl G  oblastda (15.1), (15.2) de likler ýerine 
ýetmez. Hususy ýagdaýda G  oblast f(z) funksiýany  
di e üz e aýratyn nokatlary durýandyr. 
 

akdaky mysallara garaly . 
a) Goý, f(z)=az  - kompleks potensiýal akym (15.15) 

bolsun, bu ýerde 21 iaaa  berlen kompleks san. 
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Onda 

.),(,),(
),())(()(

1221

122121

yaxayxyaxayxu
yaxaiyaxaiyxiaazf

 

cyx ),(  - akym çyzygy göni çyzyk emele getirip, 
onu  burç koeffisiýenti 

1

2

a
atg  

(15.7)-den alarys: 
aiaazfiVV yx 21)(  

bu ýerden görnü i ýaly akymy  tizligi hemi elikdir we 
wektor tizligi  ugry  

cyx,  göni bilen gabat gelýär. 
       Diýmek  (15.15) funksiýa tekiz parallel akymy 
kesgitleýär. 

b) Goý, zazf ln)(        (15.16)                              
Kompleks potensiýal akym bolsun, bu ýerde a-hakyky 
san. Derejeli görnü e geçip alarys: 

arraru
iarareazf i

),(,ln),(
,lnln)(
 

Bu ýerden görnü i ýaly akym çýzygy ar ),(  
koordinata ba langyjyndan çykýan öhlelerdir. Tizligi  
obsolýut ululygyny tapaly : 

                                       

,
r
a

z
azf         (15.17)  
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Emma tizligi  ugry const öhle bilen gabat gelýär. 
(15.17)-den görnü i ýaly koordinata ba langyjynda tizlik 
tükeniksizlige de  bolar. 
       z=0 nokat f(z) funksiýany  aýratyn nokadydyr we 
akymy  çe mesidir (položitel akym eger a>0 ugry 
koordinata ba langyjyndan çykýar, otrisatel akym. Eger 
a<0  koordinata ba langyjyna tarap ). Goý, C    z=0 
nokady özünde saklaýan erkin ýapyk egri, onda (15.14) 
formuladan alarys: 

c
cc

c

iNaidz
z
adzzf 2)(  

bu ýerde aNc 2 . Seredýän ýagdaýymyz üçin, islendik 
c ýapyk egri boýunça subuklygy akymyny  mukdary 
hemi elik we a2   de . 
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