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Giris

Hemiselik Bitaraplygyny alan Garagsyz yurdumyzyn bu
giinki vyaglary tize eyyamyn tidze ugurlary bilen Altyn
asyrymyzy has-da giilletmeli. Bu bolsa bizin gadymy ruhy
koklerimizden sapak alyp, sol mirasy o6sdiirip bilmek bagtyna
eye boldugymyzdyr.

“Ylym bilmekligin durmusy Ozgertmek, durmusy
kadmillesdirmek ukybyna yetmegidir. Sonuii iiginem bilimin
ylym vya-da déldigini bir zatdan anyklap bolar: ol durmusa tésir
edip, ony 6zgerdip, onuii hajatlaryny bitirip bilydrmi ya-da
yok? Eger bilyan bolsa, ol ylymdyr.”

In uly baylyk akyldyr. In uly gymmatlyk — ylymdyr.
Ylym — adamzada hemise gerek. Tiirkmeni maksat-myradyna,
altyn yasaysyna yetirjek ylymdyr. Ylym yok yerde akyl
bolmaz. In giliy¢li gujur adamzada berlen akyldyr. Ylym dinie
ilinkini almak dil, 6ztinkini hem ayan etmekdir. Hakyky ylym-
durmusy herekete getiriji giiyje dwriilip bilyan ylymdyr.

Ylym bilmek yolunun ¢iirbagydyr, kdmilligidir. Bilim-
ilden oziine almakdyr, sarp etmekdir. Ylym-6ziiden ile
bermekdir, doretmekdir. In onat ylym-jemgyyete peyda
getirydn ylymdyr. Jemgyyete peydasyz ylym bimanylykdyr.

Hormatly Prezidentimiz Gurbanguly

Berdimuhammedowyn ylym bilim taglymaty ordn gin we



cuniiur many-mazmuna eye. Ol tiirkmen jemgyyetini barha
yokary derejelere goteryar. Biz bu galkynysy ylym-bilim
ulgamynda gazanylyan iistiinliklerimizde hem goryaris.

Téze galkynyslar zamanasynda méhriban Prezidentimiz
Gurbanguly  Berdimuhammedowyn tagallalary  bilen
yurdumyzda ylym-bilime, dinyd ylmynyn i1 sonky
gazananlaryny 6zlesdirmége ayratyn dhmiyet berilyér.

Téze galkynys zamanasynyi ilkinji giinlerinden baslap
méhriban Prezidentimiz  Gurbanguly Berdimuhammedow
yaslara bilim terbiye bermekligi hiindr dwretmek isleri bilen
utgasykly alyp barmaklyga ayratyn uly iins berdi. Munda
Beyik Serdarymyz esasan Ozbasdak, Garassyz yurdymyzy
dolandyrmak tigin hézirki zaman 6sen tilsamatlaryndan onat
bas c¢ykaryp, Osen tehniki enjamlara erkedip, diinya
derejesinddki bésdeslige ukyply, yokary hilli Onlimleri
ondiirmegi basaryan her bir yas yigidin we gyzyn 6z kérini
yiirekden soyyan, ruhybelent, watansoyiiji, hemme taraplayyn
kdmil yaslar bolup yetismekleriniii zerurlygyny goz oiilinde
tutyar. Mununt seyledigini Hormatly Prezidentimiz &ziinin
¢ykyslarynda hem yzygiderli nygtap gelyar.

Hazirki zaman diinyédnin i wajyp meseleleriniii biri —
ol hem durmusy-ykdysady, tehnologiki we senagat taydan
Oslisi birmenzes derejede dowletlerin arasynda denihukukly,

hyzmatdaslykly we adalatly gatnasyklaryn yola goyulmagydyr.



Ondebaryjy tilsimatly prosesler ylmyi esasynda
kamillesydr. Tebigaty Owrenyan we takyk ylymlaryn -
fizikanyn,  himiyanyn,  biyologiyanyn,  matematikanyn
gazananlary tdze bilim gorniisinde tilsimatly ylymlara,
inZenergilik isine ornasyp, tilsimatly 0Oslis hokmiinde
oniimeiligi  6zgerdyidr. Oniimgilige elektron hasaplayys
magynlary (EHM) we awtomatlary ornasdyrmak, tehniki
manyda adamy dolandyrys wezipesinden bosatmaklygy
anladyar. Awtomatlasdyrylan dolandyrys enjamlary
ulanmaklygyn tehniki wezipesini ol masyna gecirmekligi
anladyar. Tehnologiya diyen diislinje bilen birmenzes bolup,
hizirki dowiirde adamyn oOnlinde duran gin gowriimli
meseleleri ¢cozmekde Osen tehnikany yzygiderli ulanmaklygy
afiladyar. Biz talyp yaslar, nesip bolsa yurdumyzda bina edilen
we edilydn senagat kdrhanalarynyn diinyéd ilniilerine layyk
gelydn, awtomatiki usulda isleydn, yokary tehniki-tilsimatly
enjamlarynyn kompyuterlesdirilmegine 0z mynasyp
gosandymyzy gosup, tdze galkynyslar zamanasynda gerekli,
Watanymyzy diinyd 6z hiindri, basarnygy bilen tanatjak yaslar
bolup, islejek, gurjak doretjekdigimize ynandyryarys.

Hormatly Prezidentimiz yokary okuw mekdeplerinde
yaslaryn owrenydn hiindrlerini durmus bilen gabat getirmegin
oran mohliimdigini belldp, ony durmusa gecirmeginni dogry

yollaryny hem salgy berdi. Sunlukda yokary okuw
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mekdeplerinde okayan talyplaryn nazary bilimler bilen
tejribani utgasdyryp éwrenmekleri doly yola goyuldy.
Talyplaryn okuwda o6wrenenlerini tejribede
berkitmeklerine miimkingilik doredilyar. Okuw dowiirlerinde
gecilyén tizniliksiz tejribeler talyplaryn onlimgilik hiindrlerini is

yiiziinde has gowy 6zlesdirmekligine miimkingilik beryar.
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1. Esasy maglumatlar

Analog hasaplayys masynlary- bu masynlar maglumatlary
lizniiksiz formada islip tayyarlayar. Ozgerdyir. AHM-ler
birnd¢e operasion bloklardan ybaratdyr. Her bir operasion
blok haysy hem bolsa belli bir matematiki operasiyany yerine-
yetirmek tgin niyetlenendir. AHM-ler kesgitli bir mesele
cozmek {i¢in, operasion bloklary 6z aralarynda analitiki
baglanysyk boyunga birini-beylekisi boyunca birikdirip
catmalydyr. Sol bir wagtyn 6ziinde basga bir meseldni ¢ozmek
talap edilse, onda, eyydm Onki ¢atylan bloklardan basga-da
gosmaga artykmag bloklar talap edilyar. AHM-ler Halk
Hojalygynynn diirli kiinjeklerinde mesele ¢6zmek {i¢in
ulanylyar. (mysal ii¢in, dinamiki sistemalaryii barlagynda,
differensial denlemeleri ¢6zmekde, ¢ylsyrymly awtomatiki
sazlayys sistemany we dolandyrmany modelirlemekde we
s.m. yerlerde giiden ulanylyar).

Analog hasaplayys magynlaryny San hasaplayys
masynlary bilen denesdireninide, san hasaplayys masynlary
analog hasaplayys magynlaryndan hemme taraplayyn
gowudyr. Sebébi, ¢oziilydn meseldni bir klasdan basga bir
klasa ge¢irmek 1licin operasion bloklaryn catylysyny,
birikdirilisini iiytgetmekden basga-da tdze blok girizmeli
bolyar. AHM-déki operasion bloklaryn sany ndce kop
boldugyc¢a songa-da diirli matematiki, ¢ylsyrymly meseleleri
¢oziip bolyar.

AHM-yn esasy elementi- uly giiy¢lendiriji koeffisientli
hemiselik togy giiy¢lendiriji-operasion giliyclendiriji hyzmat
edydr. AHM-yn &hli funksional bloklarynda hemiselik togy
giiyclendirijiler ulanylyar. Cyzykly elementli bloklar-ulanylsy
boyunga gurulyar, mysal ti¢in kondensatorlarda, rezistorlarda.
Bu bloklarynn {isti boyunca hemiselik koeffisientlerde
kopeltmek, jemlemek, integrirlemek we s.m. operasialaryn
funksional ¢atgylaryny diiziip bolyar.
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AHM-ler _fiziki _tebigaty _boyunca: - pnewmatiki,
gidrawliki, elektromehaniki we elektron diyen toparlara
boliinldr. Hazirki wagtda elektron AHM-ler ginden yayrandyr.
Sebdbi ony beylekiler bilen denesdireninde, ol has
yonekeydir, bloklar 06z aralarynda yonekey goOrniisde
catylandyr, hasaplama prosessinde uly takyklygy beryir,
formasy boyunca kompakt, beylekiler bilen denesdireninde
ulanmana amatly.

AHM-ler _strukturasy boyunca:- operasion bloklaryn
toplumynda  fiksirlenen ¢atgy we  programmalayyn
dolandyrysly diyen toparlara boliinydr. Fiksirlenen catgy
toplumly AHM-de mesele ¢6ziilmezinden Oningd, ilki bilen
¢ykys mesele, yagny talap edilydn mesele berilyir, sol sebapli
hem operasion bloklaryii 6z aralarynda biri-biri bilen catylys
yzygiderligininh ~ gorniisi  Uytgeyar. Programmalayyn
dolandyrysly AHM-de bolsa matematiki operasiyalaryn
yerine-yetirilis yzygiderligi meseldniii ¢oziilis prosessinde
berlen algoritm boyunga {iytgedilydr. Sonun iicin hem,
hasaplanyp alnan ululyklaryn netijelerini aralyklayyn yatda
saklamak ticin, AHM-yil diiziminde hys bolyar.

AHM-ler_belgilenisi_boyunca: umumy belgili AHM-ler
yorite ayratyn belgili AHM-ler diyen topara béliinyarler.
Umumy belgili  AHM-ler hususy Ontimli differensial
denllemeleri ¢6zmek {igin, ¢yzykly we ¢yzykly ddl adaty
differensial denlemeleri ¢6zmek {i¢in niyetlenip doredilendir.
Yorite ayratyn belgili AHM-lerde bolsa &niimgilikde,
transportda we s.m. kesgitli pudaklara degisli meseleleri
¢oziip bolyar.

Cylsyrymly kyn meseleleri yokary takyklyk boyunca
modelirlemek iicin analog san hasaplayys sistemalary
ulanylyar.
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Mesele ¢cozmek ukyplylygy boyunca. AHM-ler 2 - topara
boliinyarler: fiziki modelirleyji we matematiki  modelirleyji
masynlar diyen toparlara boliinyérler.

1-nji gorniisli AHM-lere analog modelirleyji masynlar
diyilip aydylyar;

2-nji gorniisli AHM —lere bolsa, strukturaly AHM-ler
diyilip aydylyar.

Analog - modelleri: Gegirilydn eksperimentin esasy
formasy-modelirleme  diyilip aydylyar.  Analogly -
modelirlemede eksperiment obyektiil 6ziinde gegirilméin, onun
analogly boleginde gecirilydr. Barlag gecirilydn obyektin
0ziine bolsa original diyilip aydylyar.

Yimy we tehniki go6zleglerde umuman matematiki
modelirleme  ulanylyar. Indi bolsa umumylygy berkitmek
ticin, asakdaky bir mysala seredip gecelin.

Goy, haysy hem bolsa kibir beyiklikden yokardan
asaklygyna tarap jisim zyiylyan bolsun. Bu jisime agyrlyk
giiyji bilen howa garsylygy tdsir edyan bolsun.

Onda Nyutonyn 2-nji kanuny esasynda;

bolar (bu yerde, F'-jisime tdsir edyédn giiyg, m -jisimii
agramy, v-hereket edyén jisimin tizligi, dv/dt-hereket edyan
jisimin tizlenmesi, t-bolsa wagtdyr).

Bize mélim bolsy yaly, bu F -giiyje mg = Q agyrlyk giiyji
(bu yerde, g =9,8) we (—R%) howa garsylygy degislidir, (bu
yerde, R -howa garsylygynyn koeffisientidir).

Onda,

d$y

m—=mg—RI=0—-RG 1
o8 0 1)

13



bolar.

Alnan bu (1) deiilemd 1-nji tertipli ¢yzykly differensial
denilleme diyilip aydylyar.

Gorstimiz yaly, diirli sreda-da yokardan asaklygyna
zyilylan ~ jisimiil  tizliginin  {ytgeysi barada  gozleg
gecirenimizde, tizligin tytgeysine kesgitli bir beyiklikden
jisimin zyiylmagy hokmany dildir. Sebébi, (1) deiilema hig-
hili kesgitli bir 7 -beyiklik gatnasyan déldir.

Asakdaky 1-nji suratda gorkezilen, induktiwligi L -e den
bolan, R -rezistordan ybarat bolan elektrik zynjyry berlen
bolsun. Bu RL -zynjyrda togun iiytgeysine seredip gegelin.

Goy, bu zynjyra hemiselik napryazeniya tdsir edyén
bolsun.

1-nji surat.
RL -zynjyryn catgysy.
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Onda Krihgofyn 2-nji kanunynyn esasynda;

E=U,+U, :Ri+L%
t
ya-da
kR @
dt

Bu (2) denleme hem, 1-nji tertipli, ¢yzykly differensial
denlemedir. (1) we (2) defileméani biri-birleri  bilen
deniesdirenimizde, (1)-nji denlemedédki m -koeffisiente derek,
(2)-nji denlemanin L -koeffisienti degislidir, seyle hem, (1)-nji
denileménin Q we R koeffisientlerine derek, degislilikde (2)-nji
defileménin £ we R ululyklary degislidir. 1-nji suratda
gorkezilen catgynyn iisti bilen orén kici yitgili, uly takyklykly
netijeleri alyp bolyar. Onui {igin bolsa, zynjyrdaky togy
6lgemeklik we rezistoryn garsylygyny iiytgetmeklik yeterlikdir.

Yokardaky seredilip gecilen mysallaryi 2-si  hem
matematiki modelirleménin goni analogly modelirleme klasyna
degislidir.

Strukturaly AHM-ler: Asakdaky 2-nji suratda strukturaly
AHM-yii umumylasdyrylan catgysy gorkezilendir. AHM-yn
diiziimindaki operasion bloklaryiisanyna goérd AHM-ler 2-
topara bolinyirler. Yagny: kici AHM-ler we uly AHM-ler
diyen toparlara boliinyérler.

1°. Eger AHM-yi diiziimindiki operasion bloklaryfi sany
20-den  gegmese (mysal iigin, 16, 19, 7 we s.m.) onda bu
AHM-lere kici AHM-ler diyilip aydylyar.

20, Eger AHM-yii diiziimindéki operasion bloklaryii sany
20+60 aralykda bolsa, onda bu gorniisli AHM-lere ortaca
AHM-ler diyilip aydylyar.
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3°. Eger AHM-yii diiziimindéki operasion bloklaryii sany
60-dan uly bolsa, onda bu gorniisli AHM-lere uly AHM-ler
diyilip aydylyar.

A

DG

IB* OGB D

A

\ 4

YM

2-nji surat.
Strukturaly AHM-yii umumylasdyrlan catgysy.

Bellik: DG- dolandyryjy gurlus.
HB we UBK-hemiselik bloklaryi we iiytgeyin bloklaryi
koeffisienti.

CDBE-cyzykly dél bloklaryn elementi.

I B-iymitlendiriji blok.

IB*-induksiya blogy.

OGB-operasion gliyclendiriji blok.

YM-yygnanma meydangasy.

CEB-¢yzykly elementler blogy.

Tipli diiziimi boyunca AHM-ler 2-topara boliinyarler: spes
AHM-ler we uniwersal AHM-ler diyen toparlara boliinyérler.
Uniwersal AHM-lerde gosmaga, artykmag¢ gurluslar bar.
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(mysal i¢in, awtomatik sanly programirleyji we awtomatik
barlag ediji gurluslar, awtomatik 6lgeyji sistemaly gurluslar we
s.m.).

Strukturaly AHM-ler ayratyn bloklardan ybaratdyr. Bu
bloklarynn her biri haysy hem bolsa belli bir matematiki
operasiyany yerine-yetirmek ii¢in niyetlenendir: gosmak (+),
kopeltmek (*), integrirlemek, differensirlemek, funksiyany
O0zgertmek we s.m. Coziilydn meseldnin gorniisine baglylykda
operasion bloklardan ybarat bolan AHM-yn ¢atgysy diiziilyar.

(2) detileméni 1-nji 6niime gord ¢ozelin.

@“_lp R,

dat L L

asakdaky belgilemeleri girizelin:

1 . R .
Z:al y z:az y
Onda
di .
E:alE—azl (3)

(3)-nji denlemeden gorniisi yaly, 1-nji 6nim aE we a,i
gosulyjylaryil algebraik jemine defidir. Sonuil ii¢in hem, bu
algebraik jem t¢in jemleyji gurlus (Z ) alsak, ¢,£ we a,i
kopeltmek hasyllary iicin, kopeldiji gurlus (x) alsak, seyle
hem, integrirleyji gurlus (I ) alsak, onda R -garsylyga
baglylykda i-togun bahasynyn iiytgeysini barlap, gozeggilik
gecirip bolyar.

Seylelikde bu yagdayda, i- liytgeydn togy modelirlemek
tigin, (3)-nji deiilemeden gorniisi yaly jemleyji, integrirleyji we
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kopeldiji bloklar hokmanydyr. Bu bloklaryn birlesdirilis
catgysy asakdaky 3-nji suratda gorkezilendir.

aE %

v

O > J ]

A 4

—a,l

T ~a,

3-nji surat. Goni dil analog usul boyunca RL-zynjyry
modelirlemek.

> Strukturaly _modelifi __analog  _modelinden __esasy
ayratynlygy: strukturaly modelin elementlerinii  biri-birine
bolan fiziki aragatnagygynyn arasynda Ozara goni analogly
baglanysyk bolmayar. Ayratyn matematiki operasiyalary
modelirleyji elementlerden diiziilen strukturaly model analog
modelinden has uniwersaldyr.

2. Passiw elementli AHM-yn gurlusy.

Analogly gurluslar-passiw  elementlerin  (mysal {i¢in,
rezistor, kondensator, potensiometr, transformator, diod.)
istiinde ya-da operasion giiyclendirijilerin tistiinde guralyp
bilner.
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Passiw elementli gurluslar has yonekeydir we ulanmana
amatlydyr. Olar hakyky vyaliyslygy berydr. Bu passiw
elementli gurluslary yzygider ¢atgy esasynda igleyin zynjyrlara
birikdirip bolmayar.

Potensiometrli gurluslar. Potensiometriii hasaplap-¢6ziiji
shemasynyn gurlusyna seredip gecelin.

Jemleyji catgy. Bu gatgynyn suraty asakdaky 4-nji suratda
gorkrzilendir.

oI .
L il il |,

s el M e

Fy

4-nji surat. Jemleyji ¢atgy (potensiometrli gurluslary
ulanylsynda).

4-nji surat.
Jemleyji catgy (potensiometrli gurluslaryi ulanylsynda).

Bu catgynyn isleyis prinsipi yapyk kontura tdsir edyin
napryazeniyanyn yerlesdirilsi esasynda isleyandir. Catgyda
jemleyji ululyklar x,y,zharplar bilen belgilenendir. Onda
jemleyji ¢ykys napryazeniya asakdaky gorniisde bolar.

:£x+£y+gz 4
e e e

U

cvk
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(bu yerde, e-maksimal ululyk)

— =k belgilemini girizelin
e

Onda, (4) formula asakdaky gorniise eye bolar.
Uy, =R(x+y+2)
Seylelikde, sonky gatnasykdan gorsiimiz yaly, ¢ykys

napryazeniya yerlesdirilyén ululyklaryn jemine
proporsionaldyr. Bu gatnasyk dine R, -ululyk jemleyji

catgynyi i¢ki garsylygyndan uly bolan yagdayy ti¢in dogrudyr.

Ayrylma catgy. Bu ¢atgy asakdaky 5(a)-nji suratda
gorkezilendir.

U U
< > k >
R R
& » Rl RZ
ol >
—
A Ugyk“ A} U]_ U2 A
Ugyk
a) D)
5-nji surat.

Ayrylma catgy (potensiometrli gurluslaryn ulanylsynda).
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5-nji(a)-njy suratda gorkezilen gatgy ligin:

U
Ui ZE(R1+R2)=R1(R1+R2) (%)
Ya-da, eger:
R
R =Rx, R :g’ R,=R,*y, R,=—
R e
bolsa, onda
Uy —RR(x—y)=R(x-y) (6)
Bolar.

Gorslimiz yaly, ¢ykysdaky napryaZzeniya x we
y ululyklarynl tapawudyna proporsionaldyr.

5(b)-nji suratda gorkezilen ¢atgy {igin
U
Ucyk =U,+U, = E(R1 +Rz) = R1(R1 +R2)

Eger: R =Rx, R,=R,y, belgilemeleri girizelin

Onda,

Ucyk:Rl*RZ(x+y):R(x+y) (7)

Bolar.
Kopeltme catgy. Bu catgy 6-njy suratda gorkezilen.
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I1
P}

>

A < A < A
1 R2 Or--mmmmm--
ry X r y
Ugn=R*X*y
Y Y Y Y Y Y Y
O_ __________
6-njy surat.

Kopeltme catgy (potensiometrli gurluslaryi ulanylsynda).

Bu catgyda x-ululygy R,-potensiometrin dwizogynyn
siiysiirme ululygyna proporsionaldyr, y-ululygy bolsa, R,-
potensiometrin dwizogynyn stiyslirme ululygyna
proporsionaldyr.

R, -potensiometriit dwiZogynyn siiysiirmesi boyunca alnan
napryazeniya:

R
U =LpYefi X g
R, R ¢ €
Seyle hem:

U R U X
U, =(UR)r, =—(2)y= —1)y=(U—)*l=ny 9
R, ¢, e

€ 1 6

Bu yerde
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R :L—belgileme girizilendir.

€6,
(9) formuladan gorniisi yaly, x «e, -yagday li¢in ¢ykysdaky
napryazeniya xy kopeltme ululygyna proporsionaldyr.

Eger, R, garsylyk R, garsylyk boyunca suntirlenyén bolsa,
onda ¢ykysdaky napryazeniyanyn formulasy ordn ¢ylsyrymly
gorniise eye bolar, yagny, c¢ylsyrymly formada bolyar.
Potensiometrler {iigin kopeltmek catgy difie, R,-garsylyk
yeterlik derejede gereginden kigi bolup, gilyje galyjy
garsylygyn hasabyna alnan yaliyslyklar iicin dogrudyr.

Kopriili catgylar. Potensiometrddki kopriili catgylar arkaly
has yokary takyklykda gosmagy, ayyrmagy, kopeltmegi we
bolmegi (5.m) operasiyalary yerine yetirip bolyar. Bu yagdayda
Olceg netijesi yiikiin garsylygyna bagly déldir.

Bu arifmetiki hasaplamalarynl yerine-yetirilisinden basgada
praktikada (tejribelikde) ¢ylsyrymly meseleleri ¢cozmeklige dus
gelinydar.  Seyle yagdayda ¢yzykly dil, funksional
potensiometrler  ulanylyar. Bu  gorniigli  funksional
potensiomertlerin dasky gatlagy (karkasy) goni ¢yzykly dil,
yagny onunt profili egri bolyar. Onun dasky gatlagyna, yagny
karkasyna uly udel garsylykly sim saralyar. Potensiometrin
¢ykysyna hemiselik napryazeniya berilyar, sol
napryazeniyanyn esasynda bolsa onun siiysiiriji guralyna
funksional bagly bolan napryazeniya alynyar. Héazirki wagtda,
esasan: sinus-kosinus, logarifmiki, parabolik baglanysykly
funksional potensiometrler ulanylyar.

Integrirleyji _diiwiin.  Kondensatordan hem-de (RC -
zynjyr) rezistordan diiziilen passiw dortpolyusnigi integrirleyji
diiwlin gornlisinde gorkezmek bolar. (Bu dortpolyusnigin
catgysy asakdaky 7-nji suratda gorkezilendir).
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t
a) b)
7-nji surat. a)-njy catgyda integrirleyji diiwiinii ¢aygysy, b)-
nji catgyda bolsa onuii isinin diagrammasy gorkezilendir.

Hakykatdan-da, eger, bu dortpolyusnik hi¢ hili yiiklenmedik
bolsa, onda 7,=0 bolar we bu yagdayda /, =, bolar.

U

gir

ayyralyn:

-giris napryazeniyadan U, -¢ykys napryazeniyany bolip

. dU,,
Uyy=Ups =RC*d—2% (10)

U,,.»U,,-bolan yagdayynda:

1 t
Ucyk = E Ugir dt (11)

0

Sonky (11)-formuladan gorniisi yaly, 7-nji suratda gorkezilen
dortpolyusnik (integrirleyji diiwiin), yagny RC -zynjyr bu,
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Ugir

U,, -funksiyadan ¢-wagt boyunga alnan integralyfi masstabyny

gorkezyiar. 7 = RC kopeltmek  hasylyna  integrirlemegin
hemiselik wagty diyip aydylyar.

Differensirleyji diiwiin. Eger, passiw dortpolyusnigii
rezistoryny we kondensatoryny 8-nji suratda gorkezilen gatgy
boyunca birikdirsek, onda bu yagdayda passiw dortpolyusnigi
differensirleyji  diiwiin  gornlisinde  gorkezmek  bolar.
Differensirleyji diiwiine mysal edip RC -zynjyry gorkezmek
bolar.

Ugyk

Ur=Ugyx

<&
<«

a) b)
8-nji surat.

a) Differensirleyji diiwiinin catgysy,
b) onui isinin wagtlayyn diagrammasy.

Catgydan gorniisi yaly:
Ucyk = Uc + UR (12)

Bu zynjyrdan gecyén tok (yiiklenme toguny (moka Harpysku)
hasaba almasak):
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r=c%U (13
ar

Milim bolsy yaly, aktiw garsylykda napryazeniyanyn asak,
pese gagmasy:

Ug=IR=U,,

Onda, (13)-nji gatnasyk asakdaky gérniise eye bolar:

U, -U dU . dUu U
[:Cd( gir cyk):C( glr)_C( cyk): cyk (14)
dt dt R

dt

(14)-nji gatnasygy Ozgerdelin (proporsiya esasynda):

dUc k dU ir
RC—4U_, =RC—= (15)
dt 7 dt

RC -kopeltmek  hasylyny (bu kopeltmek hasyly U, r

funksiyanyn differensirleme masstabyny gorkezyir) T -

hemiselik wagt bilen ¢alysalyi.
Onda:

T(%) +U = T(_gf") (16)
dt e dt

Adatca, differensirleyji diiwiin 7 -wagta gord Ordn az, yeterlik
derejede kigi liytgeyar. Sonui iicin hem, eger 7 - wagt yeterlik
derejede Orén kigi bolsa, onda:

dU
PN (A7)

T
(dt

cvk



Diymek, bu yagdayda differensirleyji diiwiinini defilemesi:

U

cvk

dU._,
7= ()

Passiw elementlerden diiziilen ¢6ziiji zynjyr acyk gorniisli
zynjyrlaryil (3BeHbsiMu pazoMmkHyToro) klasyna degislidir. Bu
diiwilinler  berlen  matematiki  operasiyany  ¢ykysdaky
napryazeniyanyn girisddki napryazeniya bolan gatnasygy bilen
deniesdireninde has takyk jogaby beryir. Bu sertlerde ¢oziiji
zynjyryn yzygider birikdirilmegi bu, girisdidki napryazeniyanyn
has yokarlandyrylmagyny talap edyir. Bulardan basga-da,
¢Oziiji elemente nagruzka berilse, ol yerine Vetirilydn
matematiki operasiyanyii kanunyny iiytgetmegi miimkin. Bu
hadysalary ortadan yok etmek iicin, her bir ¢dziiji passiw
elementin ¢ykysyna 9-njy suratda gorkezilen agyk gorniisli
(pazomknytoro tuna) elektron gliy¢lendiriji goyulyar.

R,
Ugifa‘ - / >—<> Ui R

gir cyk

9-njy surat. Elektron giiyclendirijili, passiw
10-njy surat.Operasion giiy¢lendirijiniii ¢atylma Sshemasy.

Eger girisdiki tok yeterlik derejede kici bolsa, onda:
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Ucyk — U

R
ir( 1)+R2
K “R

Umuman, R, « R,-bolsa, onda bu diiwiinde:

(19)

gir

R
Ucyk = K(R_;)U

diyip kabul etmek bolar. (bu yerde, R,, R,- garsylyklar; K -
giyclendirijinin  gliy¢lendiriji ~ koeffisiyenti).  (19)-njy
gatnagykdan  gOrniisi  yaly, passiw, ¢Oziji diiwlinin
cykysyndaky  napryazeniyanyn  isti  bilen,  girisddki
napryazeniya, zynjyryi elementlerininn parametrleri, seyle hem,
giiyclendirijinin K -gliyclendiriji  koeffisiyentini  kesgitldp
bolyar. Sonuii iigin hem, bu ¢atgyda giiyclendiriji koeffisiyent
has yokary bir-sydyrgynlygy (crabmibHocT) talap edyér, ony
praktikada bu yagday bilen berjay etmek ordn kyn. Hatda
berjay edilende-de, bu yagdayda yaliyslyk (morpermHocts)

yitip gitmeyir, sebébi ol % -gatnasykdan baglydyr.
2

Yalityslygy kiceltmek {icin, bu catga otrisatel ters
aragatnasyk girizilydr. Bu yagdayda, diiwiin-bu, otrisatel ters
aragatnasykly yapyk gorniisli diiwiine 6zgerdilyar. Rezistorly
ters aragatnasykly zynjyrdaky hemiselik togy giliyclendirija we
zynjyrynl girisine operasion giiy¢lendirijiler diyilip aydylyar
(10-njy surat).

3. Operasion giiyclendirijiler

Hemiselik togun operasion giliyclendirijileri-bu ¢yzykly
matematiki operasiyalary yerine-yetirmek {i¢in niyetlenen
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gurlugdyr. (mysal {¢in, funksiyalary gosmak, kopeltmek,
differensirlemek, integrirlemek we s.m.). Ol Ky -geciriji
koeffisientli aktiw dortpolyusnikden rezistordan we gegciriji
zynjyrdan ybaratdyr. Operasion giliy¢lendirijiler su asakdaky
tertipde yerine-yetirilydr: yagny, onun isinin takyklygy aktiw
dortpolyusnigin parametrlerinin liytgeysinden bagly bolmaly
déldir; ol ters aragatnasyk zynjyrynyn we giri§ zynjyrynyi
parametrleri arkaly hem-de ol parametrlerii birdurklylygy
bilen kesgitlenmelidir. Operasion giiyclendirijinin  esasy
diiwiini hokmiinde durmusda esasan hemiselik togun elektron
giiyclendirijisi ~ ulanylyar. Operasion giiyclendirijiler
yarymgeciriji enjamlarda we integral shemalarda Verine
yetirilydr. Hazirki wagtda integral shemalarynda yygnalan
operasion giliyclendirijileri has giniden yayrap, olar kici
gowrilimliligi, yokary ykjamlylygy we tiz hereketliligi bilen
tapawutlanyar.

Operasion giiy¢lendirijinini ¢ykysyndaky napryazeniyanyn
alamaty girisddki napryaZeniyanyn alamatynyil ters alamaty
goyulyar. Temperaturanyn {ytgemegi bilen iymitlendiriji
napryazeniyada nol dreyf yiize ¢ykyar. (peyda bolyar). Alnyp
barylyan isi birdurkly alyp barmak ii¢in we nol dreyfin tisirini
kiceltmek iicin operasion giiyclendirijilerde otrisatel ters
aragatnasyk ulanylyar. Bu yagdayda giiy¢lendiriji koeffisiyent
kigeldilyar. Operasion giiy¢lendirijinifi gatylma shemasy 10-njy
suratda gorkezilendir. R, we R, rezistorlar arkaly gecyén tok:

()

I = cyk

_Ul) — (Ul _Ugir)

(20)
Bu yerden:

(Ul - Ug[r) (2 1)

29



Soriky gatnasykdan: U, =—KU, -deilligi géz onitinde tutsak

(bu yerde: K -operasion giiyclendirijinin  giiy¢lendiriji
koeffisiyentidir), onda:

1+ 1;2) R
U, = v, --2U,, (22)
vk K vk Ie1 4

Goy, % = K’ -belgilemini girizelit. Onda (22)-deiilik:

1

1+ K’ ,
Ucyk = K Ucyk -K Ugir
Gorniisinde bolar. Bu yerden:
1+ K’
(1 - T)Ucyk = _K/Ugir
Ya-da:
K'U,,
UCyk = —l_lﬁ (23)
K

Eger-de, operasion giiy¢lendirijinin K -giiy¢lendiriji tigin:
K»l; K»K'- densizliklerin ters aragatnagyksyz yerine —
yetyandigini gbdz oOnilinde tutsak, onda ters aragatnasykly
operasion giiyclendirijininn K o-gliy¢lendirijisi {i¢in su asakdaky
gatnasyga eye bolarys:
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K = cvk __ K/ :_K/:_& (24)
" U, 1+ K R,

gir 1
K

Gorstimiz  yaly, otrisatel ters aragatnasykly operasion

giiyclendirijinin ~ giiy¢lendiriji  koeffisiyenti esasan: &

1
gatnasykdan baglydyr. Operasion giiy¢lendirijinin rugsat
berilydn yiliklenmesiniii ¢ykysyna c¢atylmagy giris we ¢ykys
napryazeniyalarynyn arasyndaky pasgelgilikleri doretmeyér, bu
bolsa onuil esasy ayratyn artykmaclygydyr. Operasion
giiyclendirijinit esasy &hmiyetli tarapy — onun, fiksirlenen
giiyclendirijili  koeffisiyentli we yeterlik takyklykdaky
sintezirlenen geciriji funksiyalaryn (catgylarynyn)
shemalarynyi gurulmagyndadyr.

Operasion giivclendirijileri esasan:
stabilizatorlardaky napryazeniyany gurmak ticin;
generatorlarda signallary; aktiw filtirleri; masstab gurujy;
logarifmirleyji; differensirleyji; integrirleyji we s.m. beyleki
giiyclendirijileri gurmak {i¢in ulanylyar.

Cylsyrymlylygyna bagly dallikde operasion
gliyclendirijinin prinsipial gatgysy 3-sany kaskaddan ybaratdyr:
girigde differensial giiyclendirijiler; napryazeniyany
gliyclendirijiler;  ¢ykysdaky  giiyglendirijiler —  diyen
kaskadlardan ybaratdyr.

Operasion giiyglendirijinin  1-nji  kaskady differensial
giiyclendirijinin shemasy boyunca yerine yetirilyédr. Operasion
giyclendirijilerin =~ dhli  girisddki  parametrleri  girigdiki
differensial kaskadlaryn hésiyetleri boyunca kesgitlenyar. 2-nji
kaskadda ~umumy emmitorly ¢atma  catgysy  bar.
Giiyglendirijinin koeffisiyentini giiy¢lendirmeden basga-da, ol
girisddki garsylyk bilen ahyrky kaskadlary 6z aralarynda biri-
biri bilen ylalasdyryar. Operasion giiy¢lendirijinii ¢ykys
kaskady-giiyclendiriji kaskadlaryi pes omly yiiklenmelerin uly
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cykys garsylyklary bilen ylalasdyrmak iicin ulanylyar. Basgaca
aydylanda girisde az, pes garsylygy almaga miimkingilik
doredyar. Hazirki  wagtda iki  kaskadly  operasion
giiyclendirijileri taslanylyar. Olardaky 2-nji we 3-nji kaskadlar
0z aralarynda biri-birleri bilen utgasdyrylyar.

(bu yerde, U, -napryaZeniyany olceyji enjam)
11-nji surat. Simmetriki differensial giiy¢lendiriji kaskadyn
shemasy.

Bu kaskad U

girl
napryazZeniya boyunca yokary napryazeniyany doredyir, hem-
de, girigde tésir edydn (AU, we AU,, - sinfazaly
napryazeniyalary) pésgelcilikleri yokarlandyryar. Girigdaki
napryazeniya cesmesi zeminlenmedikdir (ne 3azemien), bu
tranzistorlaryn  ikisinde = hem  2-sany giris  bolyar.

we U,,, — signallaryn tapawudy Ugin
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Giyglendirijinit U, -giris napryazeniyasy diirlipolyarly U

girl
we U,
tranzistoryn bazasyna gelydn napryazeniya bagga tranzistoryn
bazasyna berilydn napryazeniyadan emmitora gord has
yokarydyr. Sagdaky tranzistoryn {isti bilen akyp gecyidn

kollektrddki tokdan uludyr we degislilikde, R,,-rezistordaky

, napryazeniyalaryi tapawudyna dendir. Netijede bir

napryazeniyanyn  asak = gagmasy , R, -rezistordaky
napryazeniyanyn asak ga¢masyndan uludyr. Cykysdaky:
U, =U 4, —U,, napryaZeniya girisdéki napryaZeniyalaryi
tapawudyna proporsionaldyr.

Girisde bolsa, iki kollektordaky tranzistorlarda doreyan
napryazeniya pasgelciligi birmenzesdir, sebébi,
kollektorlardaky tok dendir. Edil, suna menzeslikde ¢ykysda
hem, napryazeniya pésgelciligi birmenzesdir.

Umumy emmitor R, -garsylygy nige uly boldugyca, songa-
da differensial giiy¢lendiriji kaskadlar gowy isleyédr; yone,
umumy emmitor R, -garsylygyny yokarlandyrmak {i¢in
iymitlendiriji napryazeniyany hem yokarlandyrmalydyr. Bu
hadysany ortadan ayyrmak T{g¢in, koOpleng emmitor
garsylygynyn ornuna derek, asakdaky 12-nji  suratda
gorkezilen, iiytgedilmeydn togun shemasy boyunca catylan
tranzistor ulanylyar.

Cyzykly integral shemalar, kdpleng, asakdaky 13-nji
suratda gorkezilen V72 we VT3 -tranzistorlaryn kaskadly
catylysy boyunga yerine-yetirilyar. V72 we VT3-
kaskadlardaky napryaZeniyalaryn geciriji koeffisiyentleri bire
golaydyr. Sebébi, kaskad munuii 6zi emmitor gaytalandyryjysy
bolup hyzmat edydar (V73 -tranzistory ¢ykysdaky R ;-

garsylyk rezistorynl R, -garsylygyndan has uludyr).
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4

12-nji surat. Uytgeyinli toguii 13-nji surat.

boyunca ¢atylan, Potensial derilemeli kaskadyn
tranzistorly differensial shemasy.
giiyclendiriji kaskadyn
catgysy.

(bu yerde: U e- napryazeniyany olgeyji emmitor).

Asakdaky 14-nji suratda 13-nji suratda gorkezilen shema
boyunca isleydn emmitor gaytalandyryjysynyn (3MMUTTEpHOTO
noBtopuTtess) shemasy gorkezilendir.

Bu shemada R, -rezistoryn iisti bilen ¢un bolmadyk ters
aragatnagyk alynyar; ol 13-nji suratda gorkezilen kaskadyn
giiyclendiriji  koeffisiyentini 1,5-esse artyk yokarlandyryar
(ulaldyar).

Asakdaky 15-nji suratda bolsa, 1YT401b gorniisli
operasion giiyclendiriji gorkezilendir.
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14-nji surat. Emmitor 15-nji surat. 1 YT401b —
gaytalandyryjy shema. gorniisli operasion giiyclendirijinin
shemasy.

Operasion giiy¢lendirijinin 1-nji iki kaskady differensial
shema boyunca gurlandyr. Bu kaskadlaryn birinjisi birsyhly tok
ondiirydn generatorlardan 771 we VT2-tranzistorlar arkaly
iymitlendirilydr. V73we VT8 -tranzistorlaryn bazasyndan
garysdyrylyp alnan napryazeniya R6—VT6— R7-zynjyra
berilyar (VT 6-tranzistor diod tertibinde ¢atylandyr). Netijede
bolsa, ¥T3 we VT8 -tranzistorlarda temperaturanyn iytgeme
tertibini kompensirldp bolyar. V77 we VT9-tranzistorlar
bolsa, potensial denlemeli kaskadlary 913-nji surat) we
cykysdaky kaskadlary (14-nji surat) sekillendiryérler. Seredilip
gecilen  operasion  giiyclendirijiler  yygylygyn  yokary
diapazonynda igleyir.

Operasion giiy¢lendirijiler adatca, biri-birine simmetrik
bolan 2-sany ¢esmelerden iymitlenyérler.

Operasion giiyclendirijiler, onun &hli kaskadlarynyn
giiyclendiriji  koeffisiyentlerinin  kopeltmek hasyly arkaly
hisiyetlendirilyar:
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Ku(w) = ﬁKn (25)

(bu  yerde, Ku(w)-ters  aragatnasyksyz  operasion
giiyclendirijinin napryazeniyasy  boyunga  giliyclendiriji
koeffisiyentidir, =~ Kn-elementar kaskadlaryn giliyclendiriji
koeffisiyentleri, wgiris signallaryin yygylygy, N -kaskadlaryn
sany).

Kébir operasion giiy¢lendirijilerin (hemiselik tok boyunca)
giiyclendiriji koeffisiyentleri integral shemalarda 5*10°-baha
cenli yetip bilydr, yone ol, girisddki signalyn yygylygynyi
artmagy bilen asak, pese gagyar.

4. Elektronly analogly gurluslar.

Operasion giiy¢lendiriji  gurluslar: Strukturaly AHM-
lerde matematiki operasiyalary yerine-yetirmek ili¢in operasion
giiyclendirijilerin diirli gérniisde catylys shemalary ulanylyar:

19, Jemleyji tertipde catylan operasion giivclendirijileriii
shemasy (1-nji tablisada gérkezilen summatoryii prinsipial

shemasy):

R -rezistordan_akyp gecyin I -tok, R, R,,..R, -rezistorlardan

akyp gecyin, 1,, 1,,...1, -toklaryii jemine deridir:

=1y + 1+ ls+ +1 (26)

Bize milim bolsy yaly:
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Ucyk - Ul — Ul _Ugirl + Ul _UgirZ + Ul _Ugir3 +
R R, R, R,
U, -napryazeniyany beyleki napryazeniyalar bilen

deniesdireninde onun yeterlik derejede kicidigi sebépli, ony bu
sonky gatnagykda U, ~ 0 diyip kabul etmek bolar. Onda:

R R R
U.,~=—

cvk E girl _RTZ gir2 _E gir3 T
Eger:
R=R =R, =..=R, —bolsa, onda:

Ugyk:'(Ugirl"'Ugir2+Ugir3---+Ugirn) (27)

Alnan soiikky gatnasykdan gorsiimiz yaly operasion
giiyclendirijininn ¢ykysyndaky napryazeniya talap edilydn jeme
dendir. (yagny girisddki napryaZeniyalaryn jemine dendir). Bu
gatnasyk, kébir nagruskada c¢ykysdaky napryaZeniyalaryn
catylysy li¢in hem dogrudyr.

20, Differensirleyiji tertipde catylan operasion giiyclendirijinii
shemasy. (1-nji tablisa):

R -rezistoryn iistiinden gecyén tok.

I_M_Ci(y ~U,) (28)
R e
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U, -napryazeniyany U,, we U, -napryaZeniyalar bilen
denesdireninde U, -napryazeniya yeterlik derejede kici (ol nola
golay), sonun {li¢in hem:

U

cvk

dU .
~—RC 28 (29)
dt

Gorstimiz yaly, ¢ykysdaky ululyk girisddki ululygyn ontimine
proporsionaldyr.

30, Integrirleme tertipde catylan operasion giivclendirijiniii
shemasy. (1-nji tablisa):

R -rezistoryn iistiinden gecyén tok:

dU, -U) _U,-U,, (30)
d R

I1=C

Milim bolsy yaly: U, -napryazeniya yeterlik derejede kigi (ol
takmynan nola golay), sonui ii¢in hem:

du, 1
dtyk :_EUgir (31)
Bu yerden:
1 t
cyk = _E Ugirdt (32)

0
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Gorstimiz yaly, ¢ykysdaky napryazeniya ululygy girisddki
napryazeniyanyn ululygyndan alnan integrala proporsionaldyr
we RC zynjyryn parametrinden baglydyr. 1-nji tablisada
basgada birndne operasion giiy¢clendirijilerin catylys shemasy
gorkezilendir.

Diodly funksional ozgerdijiler. Berlen funksional baglansygy
almak {igin strukturaly AHM-lerde diodly funksional
Ozgerdijileri ulanylyar. (bu ozgerdijilerini isleyis prinsipinde,
diodyn hisiyetinde belli bir ugur boyunca ugrukdyrylan tok
boyunca isleyér).

Bolekleyin-¢yzykly approksimasiva usulyndan peydalanyp
berlen ¢yzykly funksiyany approksimirldp bolyar. Bu yagdayda
berlen  funksiya  bdlekleyin-dowik  egri  boyunca
approksimirlenyédr. Seyle yagdayda, o-takyklyk viize ¢ykyar,
0zi hem, berlen bolek kesimlerii ordinatalary bilen
approksimirlenen funksiyanyni arasyndaky tapawut +5-dan
geemez yaly edip bu bolek kesimde gurulmalydyr. Mysal iigin,
asakdaky 16-njy(a)-suratda, y = f(x) funksiya 0' -1,

1'—2/,2" —3/-kesimlerde dowiik egriler boyunga
approksimirlenyar.
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Bu egriler 3(ii¢) — sany tok gorniisinde (16-njy (b), (g)
suratlarda) hésiyetlendirilydr. Hokmany jemleyji tokly
hdsiyetnama-bu tokly héasiyetnamalaryin superpazisiya yoly
boyunca hisiyetlendirilydr. Ol, 16-njy (e)-suratda gorkezilen,
operasion giiyclendirijinini girisindédki Ui-napryazeniya catylan
iic sany shema arkaly alynyar. Bu shemalaryil 1-njisi ¢yzykly
R,,-rezistordan ybaratdyr; 2-njisi R,,, R,,,-rezistorlardan we
VD1-dioddan ybaratdyr; 3-njisi bolsa, R;, R,;-rezistorlardan

we VD2 -dioddan ybaratdyr.
njy (d)-surat) vyerine vetiriji funksiya (BOCIpPOH3BOANMOMN
¢bynkun) proporsionaldyr.

Diodly funksional ozgerdijiler iicin yokarda seredilip
gecilen usul: sinusly elektron gurluslarda, kosinusly elektron
gurluglarda, bolekleyin-kopeldiji gurluslarda we s.m. beyleki
funksional gurluslarda ulanylyar.

Kopeldijili gurluslar. Diodly 6zgerdijilerde ulanylyan
kopeldiji shemalary is yiiziinde gecirmek {i¢in, su asakdaky
matematiki baglanysyk ulanylyar:

sy =(CN - @)

gorstimiz yaly, (33)-nji gatnasykda, kopeltmek operasiyasy,
gosmak operasiyasy we kwadrata géterme operasiyasy bilen
calsyrylyar. Gosmak operasiyasy operasion giiyclendiriji arkaly
yerine-yetirilyédr; kwadrata géterme operasiyasy bolsa, diodly
funksional ozgerdiji arkaly (y=x’funksiya — bolekleyin
dowiik egri boyunga approksimirlenyir) yerine-yetirilyar.
Kwadrata  goteriji  operasiyany  yerine-yetiriji ~ gurlusa
kwadrator diyilip aydylyar.
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Asakdaky 17-nji suratda (33)-nji formulany is yiiziine
geciriji kopeldiji gurlusyn shemasy gorkezilendir.

(xty)2)  (x+y)2)

=Xy

-((x-y)/2)* I

-((x-y)/2) ((x-y)2y

17-nji surat. (Kopeldiji gurlysyi shemasy).

Shemadan gorsiimiz yaly, gosmak we ayyrmak kwadratlary

operasion giiy¢lendirijide sekillendirilyar. (Z;zy)_ yarymjem

K,,-kwadratora berilyir, (@) — yarymtapawut bolsa K, -
kwadratora berilydr. Giris ululyklarynyil kwadratlarynyn jemi
we tawawudy operasion giiyclendirijide jemlenyidr, kopeldiji
gurlusyn ¢ykysynda bolsa, z=xykopeltmek hasyly
sekillendirilyér.

Boliiji_gurluslar. Yokarda seredilip gecilen kopeldiji
gurluslarda ulanylan usullary tersine gaytalap, yagny ters
gatnasyk prinsipini ulanyp kopeldiji gurlusyn komegi bilen
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z =xy— boliiji gurlusy yerine-yetirip bolyar. Goy, umumylygy
kiceltmezden, z -ululygyn bahasy belli bolsun. Onda, kopeldiji
gurlusyn girisine: z we y-kopeldiji ululyklary berelin. Alnan
yz-kopeltme hasylyny x-ululyk bilen denesdirelin (18-nji
surat). Bu ululyklaryn tapawudy, yagny, A =x-— )z tapawut
operasion  giiyclendirijide  giiy¢lendirilydr. ~ Operasion
giiyclendirijinin  uly, yokary giiy¢lendiriji koeffisiyentinin
bardygyny g6z oniinde tutup, A =x—yz =0-diyip kabul etmek

bolar. Seylelikde, goérsiimiz yaly, onun ¢ykysynda z=2.
y

ululyk alynyar.

s i z=xfy

18-nji surat. (Boliiji gurlysyn shemasy).
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Wagt boyunca funksivany islip tayyarlayjy gurluslar.
Berlen U, = f(¢) wagt funksiyany almak ii¢in, integral

giiyclendirijini we funksional 6zgerdijini peydalanmalydyr.
P1-kontaktly reldni zamykat etdirdip, (19-nji (a)-surat),
integral gliy¢lendirijinin girisinddki napryazeniyany
basgangaklayyn (bowiismeleyin) liytgedip bolyar.
Giiy¢lendirijinini ¢ykysyndaky bu bowiisméni integrirldp seyle

U, =fWU,)=f(Kt)-bolar.
Kébir wagt funksiyalary koplen¢ komekei denilemelerin
¢oziilisinin netijesi arkaly ¢oziilyar. Mysal iicin, U = Ee ™™ —

funksiyany kesgitlemeli. Onun ii¢in bu funksiyanyi énlimini
tapalyil.

‘il—(t] =—KEe™ =—KU  (34)

(34)-nji denlemd, ¢=0- baslangy¢ wagta berip, U(0)=E —
baslangy¢ serte eye bolup bolyar.
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P — F —
R P
DI
0B O (O

19-njy surat. (wagt funksiyany islip tayyarlamagyn
shemasy).
a) berlen funksiya.
b) funksiyanyn oniimi.

Bu funksiyanyn Oniimini tapmak tgin, 19-njy (b)-suratda
gorkezilen shemadan peydalanyarys. Defilemédni ¢6zmekden
onincd, integral giiyclendirijinin ¢ykysynda E-napryazeniyany
(mélim bolsy yaly, E -napryaZeniya bu yere baslangyc¢ sertdir)
dikeldelin. Onuii esasynda bolsa, shemanyn c¢ykysynda
woltmetr birikdirilyar we RI -rezistor arkaly U = E dikeldilyar.
Integral  giliyclendirijinin  geciriji  koeffisiyenti K -den

bolmalydyr. K :$ Pl-rele tdzeden c¢atylandan sofira,

shemanyn c¢ykysyndaky napryazeniya eksponensial kanun
boyunca tliytgeyar.
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I BAP
1. San matritsalary we olaryi iistiindiki amallar.

1. esasy diisiinjeler we kesgitlemeler.
m-sany setirden we n-sany siitiinden ybarat bolan tablisa
goniiburgly goniliburcly matritsa diyip aydylyar. Matritsalar,
umuman bas latyn harplary bilen belgilenyar. Mysal ti¢in, A, B,
C we s.m. harplar bilen belgilenyir.

aa,,...a,,

A= aydy,...a,, _ [aij] (1)

Bu tablisada indeksleriii 1-njisi setirii nomerini gorkenyar;
indekslerin 2-njisi bolsa, sol elementinyerlesyin siitiininin
nomerini gorkenyir. Mysal {igin, ajj-element, tablisanyn i-nji
setirinini~ j-nji ~ siitlininde  yerlesydndir. ~ Matritsanyn
a;(i=1,m, j =,ln)—elementleri hakyky ya-da kompleks sanlar
sanlar bolup bilerler.

Eger, matritsada m=n bolsa, yagny, matritsanyn setirlerinif
sany bilen siitiinlerinin sany den bolsa, onda bu matritsa
kwadrat matritsa diyilip aydylyar. Bu matritsa asakdaky
gorniisde berilyér.
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Eger, 6l¢cegleri deni bolan 2-sany A we B - matritsalarda A-
matritsanyn degisli elementi B-matritsanyn degisli elementine
deni bolsa, onda bu matritsalara 6zara den matritsalar diylip
aydylyar. Yagny, eger, A=[ajj], B=[bjj]-matritsalar iigin,

a, =b,,(i=m;j=1,n)

i T

bolsa, ona
A=B
bolar.
Eger, A-laijJ- matritsanynl ~ setirlerinin  orny bilen,
degislilikde siitiinlerininn ornuny c¢alyssak, yagny, [aijJ bolsa,
onda alnan AT-]a,| matritta A -[a,] matritsanyn

transponirlenen matritsasy diylip aydylyar.
Kesgitlemeden gorniisi yaly, (1)-matritsanynl transponirlenen
matritsasy.

gorniise eye bolar.
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(3)-nji matritsadan gdrniisi yaly, AT-matritsanyfi 6lcegi
(n*m)-e dendir.

Matritsalaryn istlinddki algebraik operasiyalara seredip
gecelin.

19 Goy olgegleri den bolan A -[aij]we B -[aij]
(i=m;j=1n) - matritsalar berlen bolsun. Onda bu
matritsalaryn jemi, ya-da tapawudy:

a,;,a,,...a,, b,,b,,..b,,

C=A+B= a21a22“'a2n + b21b22"'b2n

amlamZ "'amn bmlme “'mn (4)
a,th,a,th,..a, th,
a’21 i b21a’22 i b22"'a2n i b2n

= = [aij + by

20, A=[ajj]-matritsany A-sana kopeltmek igin, onufi her bir
elementini kopeltmelidir. Yagny:

Aa, Aay,.. Aa,,

Aa,Aa,y,..Aa,, :[/ta] 5)
i

C=A%4=

47



(4)-we (5)-nji formulalardan gorsiimiz yaly, matritsany
hemiselik sana kopeldenimizde matritsalary biri-birinifi {istiine
gosanymyzdaya-da ayyranymyzda, alnan C-matritsanyn 6l¢egi
uytgemeyir, yagny sol (m*n)-clgegliligine galyar.

3. Iki sany matritsany biri-birine kopeltmek ii¢in, kdpeldilyin
matritsalarynl 1-njisinift siitiinlerinin sany bilen kopeldilyan
matritsalaryn 2-njisinin setirleriniii sany deni bolmaly.

Yagny, eger A= [ay. l i=1m;j=1n)we
B= [bij],(i —1,m,; j=1,n,) matritsalar berlen bolsa, onda bu
matritsalary biri-birine kopeltmek ti¢in

n=m,=n
bolmaklygy hokmanydyr.
(n, #m,-bolan yagdayynda bu matritsalary biri-birine
kopeldip bolmayar).

Onda:
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a;18y,--484, b11b12"'b1n2
C _ A*B a'21a'22"'a2n b21b22"' 2n, _
amllamlz"'amln bn1bn2"'a‘nn2
n n n
ay bkl Z ay bk2 . z a bkn2
k=1 k=1 k=1

Sl

n

n
a2kbkl a2kbk2"'z azkbkn2
=| k=1 k=1 k=1

.............................................. ©)

n n
a'ml bkl amlk bk2 Z a'mlk bkn2
k=1

k=1

(6)-njy formuladan gdrniisi yaly, C=l|c,}i=Lm;j=1n)
matritsanyn  Cijj-elementler1 asakdaky gatnasyk boyunca
kesgitlenyar:

Cij = Zaikb]g‘a(i = M,] = 1,_}’12) (7)
=1

Yokardaky aydylanlardan seyle netiji gelip bolyar.
(m1/n)-6lgegli  A-matritsany  (n*n2)-6lgegli ~ B-matritsa
kopeldenimizde, alnan C-matritsanyn 6lgegi (m1*Nnz)-dendir.

Umumylygy berkitmek iicin asakdaky bir mysala seredip
gecelin.

Mysal 1.
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Goy asakdaky:

2 3 1 2 1
A= we B =
5 1 3 4 2
Matritsalar berlen bolsun.

Bu matritsalary C=A*B-kopeltmek hasylyny tapmak talap
edilyan bolsun. Onda (6)-njy formula esasynda:

c=[2 3)(1 2 1J=[2-1+3~3 2.2+3.4 2-1+3~2j=

5 1)3 4 2) |51+41:3 52414 5.1+1.2
2+9 4+12 2+6) (11 16 8

=(5+3 10+ 4 5+2j=(8 14 7}

Seylelikde:
11 16 8
C:
(8 14 7)

Kébir halatlarda matritsalaryin kopeltmek hasylyndan alnan
matritsanyn transponirlenen matritsasyny tapmak talap edilyar.
Asakdaky denligin dogrudygyny subut edip gorkezelin:

(4-B)" =B"- A" (8)

Goy, A -[aij] B -[aij]bolsun. Onda (7)-nji formula esasynda:

A-B:{Za[k-bkj}
k=1

Bolar. Onda (3)-formula esasynda:

(A'B)T :|:i_ajk 'bki:| *)
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A we B-matritsalaryn transponirlenen matritsasy:
B = [b_,.l.] we A" = [aﬁ]-bolar.

Bu transponirlenen matritsalar ti¢in (7)-nji formulany ulanarys:

BT A" = Zb,d ca, (*%)
k=

Gorstimiz yaly, (*) we (**)-formulalaryn sag taraplary dendir.
Sonun {i¢in hem:

(4 -B)Y =B"-4"

2. Matritsalaryn hésiyetleri.
Matritsalaryn kibir hasiyetlerine seredip gegeliii:

1° Matritsalary gosmak operasiyasy kommutatiw hisiyete
eyedir:

A-B =B -4 9)
20, Matritsalary gosmak operasiyasy assosiatiw hisiyete eyedir:

A+(B -C)= (4 -B)+C (10)
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Su yokardaky seredilip gecilen matritsalaryn 1-nji we 2-nji
hisiyetlerinden seyle netija gelip bolar:

Eger birinji n-sany matritsa berlen bolsa, onda bu
matritsalary islendik tertipde, yagny tertibini liytgedip, yayyn
ornuny Uytgedip gosup bolyar.

3% A=[ajj]-matritsa iigin seyle bir yeketik X-matritsa bar
bolsun:

A+X=4 (11)
Gatnasyk yerine yetyéndir.

Bu matritsa nol matritsa diyilip aydylyar we onun dhli
elementleri nola dendir.

40, Kibir A-matritsa iigin, seyle bir yeketik Y-matritsa bar
bolsun:

A+Y =0 (13)
Gatnasyk yerine yetyandir.
Bu Y-matritsanynn her bir elementi A-matritsanyil ters

alamatly elementine defidir. Yagny:

Y=|- aijJ-boIar.
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Kesqgitlemeden:

a)ayy..ay, ay —dp...—4ay,
a,.a a a a a
21722 2 21 22 2
+Y = " " :[al]+[—a ]zO
y )
amlamZ amn - aml - am2 - amn

Bu yagdayda Y-matritsa A bilen bilelikde we A-matritsanyn ters
matritsa diyilip aydylyar.

Gorsiimiz yaly:
a;—4ap a,
a a a
21 22 2n
A= ~[-4,] 14)
- aml - amZ see T amn

Olgegleri dent bolan 2-sany A we B — matritsalaryh tapawudy:
A-B-diyip:

B+C=A gatnagygy kanagatlandyryan C-[cjj]-matritsa
aydylyar. Tki matritsanyn tapawudy A we (-B)-matritsalaryn
jemine defidir. Yagny:

C=A+(-B)

Hakykatdanda:

B+[A+(-B)|=B+[(-B)+ A]=[B+(-B)|+ 4=0+ 4= 4
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Seylelikde:
B+C=4
Bu bolsa talap edilydn gatnasykdyr.

50, a we b hemiselik sanlar hem-de A-matritsa ii¢in, asakdaky
gatnasyk adalatladyr:

a(b-A)=(a-b)-A=b(a-A) (15)
6°. Olgegleri deft bolan A we B matritsalar hem-de a-hemiselik
san licin asakdaky gatnagyk adalatlydyr:
a(A+B)=a-A+a-B (16)

7°%. a we b — hemiselik sanlar hem-de A-matritsa ii¢in asakdaky
gatnasyk adalatlydyr:

(a+b)=a-A+b-4 (17)

8. islendik matritsany 1-e kopeltmek ol yene-de sol 6nki
matritsany beryar. Yagny:

1-A=A4 (18)

99, (m1*n) — olgegli A-matritsa we (n*n2)-6lgegli B-matritsa
hem-de a-hemiselik san iigin asakdaky gatnagyk adalatlydyr:

a-(A-B)=(a-A)-B (19)



10°. Matritsalary kopeltmek operasiyasy assosiatiw hisiyete
eyedir (matritsalary kopeldeninde yayyn ornuny erkin tiytgedip
bolyar). Yagny:

ABC)=(4B)C  (20)

(bu hésiyeti yerine-yetirmek iicin A-matritsanyn 6l¢egi: mi*ng;
B-matritsanyn 6lgegi n2*ns-e den bolmalydyr).

11% n"n-olgegli islendik kwadrat matritsalar {icin yeketik E-
matritsa bar bolsun, ol asakdaky gatnasygy
kanagatlandyryandyr:

AE=EA (21)
Bu yokardaky (21)-nji denligi kanagatlandyryan E- matritsanyn

bas diagonalynda yerlesyidn elementleriii dhlisi 1-e deni bolup,
galan dhli elementleri nola dendir. Yagny:

100
0 1

E= (22)
00 0. 01

(22)-gatnagyk boyunca berlen E-matritsa birlik matritsa
diyilip aydylyar.

E-birlik matritsanyn skalyar matritsasy diyip, onuil esasy
bas diagonalynda yerlesydn elementlerii dhlisi birmenzes
elemente dent bolup, galan &@hli elementleri nola deni bolan
matritsa aydylyar. Yagny, asakdaky gorniisde berlen matritsa
E-birlik matritsanyinl skalyar matritsasy diyilip aydylyar:
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120, Matritsalary kopeltmek operasiyasy: matritsalary gosmak
operasiyasyna goré distributiwlik hésiyetine eyedir. Yagny:

(A+B)-C=AC+BC (24)
C(A+B)=CA+CB (25)

Matritsalaryi  hésiyetinin ~ 4%njisinden  peydalanyp,
kopeltmek operasiyasy matritsalaryil ayyrmak operasiyasyna
gord hem distributiwlik hésiyetini saklayandyr. Yagny:

(A-B)C=AC—-BC (26)
C(A-B)=cA—cB (27)

13° (m1*n1)-olgegli A-matritsa we (n1*n2) — dlgegli B-matritsa
hem-de /-hemiselik san {igin, asakdaky gatnasyk verine-
yetyandir:

a(4B) = (ad)B = A(aB) (28)

Sy yokardaky aydylanlardan seyle bir sorag yiize ¢ykyar,
“yagny matritsalary  kopeltmekoperasiyasy  kommutatiw
hisiyete mahsusmy?” diyen soragpeyda bolyar. Yok ol
kommutatiw hisiyete eye déldir.
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Hakykatdan-da, goy, asakdaky matritsalar berlen bolsun:

SOER

1-2+2-3 1-1+2-2 8 5
A*B: =
3-2+4-3 3-1+4-2 18 11
2-1+1-3 2-2+1-4 5 8
B*A: =
3-1+2-3 3:2+2-4 9 14

Gorstimiz yaly:

Onda

A*B#B*A

Goy, asakdaky n*1-6lgegli X-matritsa berlen bolsun:

xX=|"|(29

X

n

Onda bu X-matritsanyi transponirlenen X'=-matritsasynyi
Olgegi (1*n)-e den bolar we ol asakdaky gorniise eye bolar:
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X" =(xx,..x,) (30)
Seylelikde, bir siitlinli matritsany transponirldp bir setirli

matritsany alarys. Bu gornlisddki matritsalara arifmetiki
wektor diyilip aydylyar.

3. n-nji tertipli kesgitleyjiler.

(n*n)-6l¢cegli kwadrat matritsa seredelin:

Sy M

Gorsiimiz yaly, bu matritsa n>-sany elementlerden ybaratdyr.
Kesgitleyji ticin asakdaky belgileyji girizelin:

a, a,.. a, a, a,.. a,
a . a a,, Q... a
21 22 2 21 22 2
det A = det "= "1(2)
a, a,.... a,, a,a,.... a,

Onda kesgitleyji asakdaky formula boyunca tapylyar:
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a, Q.. q

n

a,, a a
21 22 2n | _ _1\sH
= 2 (-D"a,a,,..q, ()
................. s
JiJa--Jn
a, a,.... a,,
Bu yerde: S-san i1, I2,..., In-indekslerinkiden diiziilip orun

uytgetmelerin  inwersiyalarynn  sany, t-bolsa j1, j2,...,jn-
indekslerin {istiinde gecirilen inwersiyalaryn sany. Yagny:

S =iiypenri, ]
t=Uis o]

Kabir mysallara seredip gecelini:

MysalNol

Asakdaky 2-nji tertipli kesgitleyjini hasaplalyn:

a ap 0+0 0+1
=(-)"ayay, +(-1)"a,a,, =a,,-a,,~a,-a,, (4)

ay 4y

MysalNe2.

Asakdaky 3-nji tertipli kesgitleyjini hasaplalyi:
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a'11 a'12 alS

Ay 8y Ayl=(-1) o0 2,853, +(-1) o2 a;,85384; +(-1) 20

87183813+
83, 8 8y

+(=1) o Q385,85 + (_1)o+1 81,851853 -1 e Ap383,8y; =

= 8,185,833 + 81,8383, +8,,83,8)3 — 838,585 —

a1,0,1033 —dy3033 — dy3U3H0;,

Diymek:

all a12 a13
aZl a22 a‘23 = a11a22a33 + a12a23a'3l + a21a32a13 -

(5)

A3 a3, dg
- a3lazza31 - a12a21a33 - a23a32a11

4. Kesgitleyjilerin hisiyetleri

19, Eger, kwadrat matritsanyfi setirleri bilen siitiinlerinif
ornuny c¢alyssak, onda bu matritsalaryn kesgitleyjileri
dendirler. Yagny, basga sozler bilen aydanymyzda, kwadrat
matritsanyn  kesgitleyjisi ~ bilen, ona degisli  bolan
transponirlenen matritsanyn kesgitleyjisi dendir:
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Kesgitleyjiler dendirler:

D=A
20. Eger, kesgitleyjinii haysy hem bolsa bir setirinifi
elementleriniii &hlisi nola deii bolsa, onda ol kesgitleyjinin 6zi
hem nola den.

3. Eger kesgitleyjiniti islendik 2-sany setirinifi ornuny
calyssak, onda alnan bu kesgitleyji bilen basdaky berlen
kesgitleyji bilen absalyut ululygy boyunca dendirler, alamaty
boyunga biri-birine tersdir. Yagny, asakdaky matritsalar berlen
bolsa

a; a4y a, a, ap a,
a, dap a, apy Ay ay,
D=\l A=
Ap Q. Ay a, dp. 4,
anl anZ ann anl an2 ann

Onda, bu kesgitleyjiler licin

40 Eger, kiibir matritsanyi haysy hem bolsa 2-sany setirlerini
elementleri 6z aralarynda biri-birleri bilen degislilikde den
bolsalar, onda bu kesgitleyji nola den.

61



59, Eger-de, kesgitleyjinii haysy hem bolsa bir setiriniii
elementlerinin umumy kopeldijisi bar bolsa, onda bu umumy
kopeldijini kesgitleyjinin 6niine ¢ykaryp bolyar.

Hakykatdanda,

D=lma, ma,.. ma, = > (-1)'a;a,.ma,..a, =
Jilz-Jn

t
=m* . Z'(—l) & a,; .-May .8, =MmMa, mMa,.. Ma,
hlzIn

yee e

6°. Eger, kesgitleyjinifi haysy hem bolsa, 2-sany setiri
Ozaralarynda biri-birleri bilen proporsional bolsalar, onda, bu
kesgitleyji nola defidir. Bu hisiyet, 4° we 5%-nji hisiyetlerden
gelip ¢ykyar.

yoe .

bir elementi 2-sany gosulyjy elementler gorniisinde berlen
bolsalar, onda bu kesgitleyjini sol bir Olgegli 2-sany
kesgitleyjinin  jemi  gorniisinde  ozgerdip bolyar. Bu
kesgitleyjilerin 1-njisinin i-nji setirinde gosulyjylaryn 1-nji
elementi, 2-nji kesgitleyjinin i-nji setirinde bolsa, gosulyjylaryn
2-nji elementi yerlesdirilendir. Galan setirlerinin elementleri

yee e

Hakykatdanda:
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8, @, A [a, 8, a,
t
= _Z_(—l) 3,8, ...(0, G )--a, =
Jil2)n
= Z_(‘l)t (8,8, Dy, By, +8,8y,..Cy, By ) =
JiJ2-)n
t t
= Z(—l) (8,8, B, -8y + Z.(—l) (3,8, -0, -
Jula-wn JilaIn

yee e

oo o

Hakykatdan-da, goy, D-kesgitleyjinin k-nji setirini m-
hemiselik sana kdpeldip i-nji setirinin {istline gosalyi:
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2 PR - VT a,,
a,; +ma, a;, +ma,.. a, +ma,
A = =
A Bpoerrerrni e a,,
] Bpeeeerrr e a,,
a'l 1 al 2 a'1n al 1 a‘l 2 aln
all a|2 aln akl ak2 akn
e F Ml =
akl a'k2 akn akl a'k2 akn
anl an2 ann anl anz ann
=D +mD,

Kesgitleyjilerin 6°-njy hisiyetine gord Di1=0 (sebibi onufi 2-
sany setirinin elementleri 6zaralarynda dendirler).
Seylelikde:

A=D1
8%.-nji hisiyetden seyle netije gelip c¢ykyar: Vagny,

kesgitleyjinin haysy hem bolsa bir setiri basga bir setirinifi
cyzykly kombinasiyasy bolsa, onda ol kesgitleyji nola denidir.
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6. Minorlar we algebraik doldurgyglar.

Asakdaky berlen n-nji tertipli kwadrat kesgitleyja seredelin:

Bu kesgitleyjide erkin k-njy setiri we k-njy siitiini
(I<k<n)-alalyii. Bu setirler bilen siitlinlerin kesismesinden
emele gelen elementlerden k-njy tertipli kesgitleyji diiziip
bolyar. Omna A-kesgitleyjinin k-njy tertipli minory diyilip
aydylyar we ol M-harpy bilen belgilenyir. Galan beyleki
elementlerinden (n-k)-tertipli kesgitleyjini diiziip bolyar. Ona
A-kesgitleyjiniii doldurgy¢ minory diyilip aydylyar we ol M
harp bilen belgilenilyar.

Umumylygy berkitmek iicin, asakdaky bir mysala seredip
gecelin:

oo .

oo o
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Onda kesgitlemé gord, bu yagdayda 2-4-nji setirler we 1-3-nji
stitlinler iicin A-kesgitleyjinini minory we doldurgy¢c minory
asakdaky gorniise eye bolar.

yoee .

oo o

yee e

doldurgy¢ minoryna seredelii. Eger-de bu doldurgy¢ minory (-
1)")-hemiselik sana kopeltsek,
Onda:

A, =(-1)""M  bolar.

Ajj-ululyga kesgitleyjinin  algebraik  doldurgyjy diyilip
aydylyar.
Umumylygy berkitmek {i¢in bir mysala seredip gegelin:

Mysal: asakdaky kesgitleyjiniti Aci-algebraik doldurgyjyny
tapmak talap edilyin bolsun:

a4y 4
D=la, ay ay;
a3 43y di;
Onda kesgitleyjd gora:

ap, 4

A21 = (_1)2+1

=—(ay, 33— a3, a,3)

a3, Q33
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oo o

setiriniil ya-da siitlininin elementlerini ona degisli bolan
algebraik doldurgyjyna képeldip jemlesek ol basdaky
kesgitleyja dendir. Yagny, eger

Kesgitleyji berlen bolsa, onda:

in“"in

D=a,A,+a,A,+..+a,A,= Z%Ag,' (6)
Jj=1
D=a, A, +a, A, +..+a,4,=> a,A4, (7)
a=1

Teorema: eger n-nji tertipli kesgitleyjiniii islendik setirinin
elementlerini  degislilikde basga bir setirinin algebraik
doldurgyjyna kopeldip jemlesek, ol nola dendir. Yagny:

a4, +a,A4,+..+a,4,=0 @#=j) (8)

in“" jn
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Hakykatdan-da:
Asakdaky kesgitleyja seredelin:

ay ap a,
all ai2 ajn
D=\,
aj-l aj2 ajn
anl anz... ann

Bu A-kesgitleyjiden basga-da, asakdaky A-kesgitleyja
seredelif:

ay, Qe 4y,
all ai2 ajn
D=\,
azl ai2 ain
anl an2 b ann

Gorsiimiz yaly A-kesgitleyjinin j-nji setiri i-nji setiri bilen
gabat gelyar.

Sonuti iicin hem, kesgitleyjileriii 4°-nji hisiyetine gori
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A=0
A-kesgitleyjinin i-nji setirinini algebraik doldurgyjyny Bij-bilen
belgildlin;  A-kesgitleyjinin  i-nji ~ setirinin  algebraik
doldurgyjyny bolsa Ajj-bilen belgilélin.
A-kesgitleyji iicin (6)-njy formulany ulanalyn:

A=a,B,+a,B,+..+a,B,=0

in" jn
A we A kesgitleyjiler 6zaralarynda biri-birleri bilen dinie j-nji
setiri boyunga tapawutlanyarlar. Sonun ticin hem,
Ay =B;,4;,=B),.... 4, = B,

Seylelikde:

a, A, +a,A4;,+..+a,A4, =0

in“~"jn
Yokarda aydylanlardan basga-da, asakdaky gatnasyk
dogrudyr:

a,A,+a, A, +...+a,4,=0 (9)
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ree o

peydalanyp hasaplanysy
Kesgitleyjini haysy hem bolsa bir setirinii ya-da siitlininii

elementleri boyunga dargadyp, kesgitleyjinin tertibini kemeldip
bolyar. Kadbir mysallara seredip gegelin:

1-nji mysal.

0
4
0
1

N = = W

2
2
4
3

o W = =

bu kesgitleyjini 1-nji setir boyunca dargadalyn:

2 4 1 141 1
D=1-(-0)"4 0 1+2-(-)*23 0 1/+0-(-D)™*3 4 1|+
31 2 2 1 2 2

12 4
+3-(-D™[3 4 0/=(12+4-2-32)-2-(8+3-1-24)-
2 31

~3.(4+36-32-6)=-18+28-6=4

Bu kesgitleyjini  3-nji  siitiin  boyunca dargatsak
hasaplama prosesi has yonekeylesyar. Sebabi, onun 1-nji we 3-
nji elementleri nola den. Bu yagny:
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121 1 2
D=0-(-)"¥3 4 1/+4-(-)%°]3 4 1|+
2 3 2 2 3
1 2 3 123
+0-(-D*%1 2 1f+1-(-D**L 2 1=
2 3 2 3 41

=—48+4+27-24-3-12)-(2+6+12-18-4-2)=4

D=4
Indi bolsa kesgitleyjini tligburcluk goérnilise getirip (¢ozelin)
hasaplalayn:

Eger kesgitleyjinin bas diagonalynyn haysy hem Dbir
tarapyndaky elementler (diagonalyn asak ya-da yokary yiiziinji
elementler) nola denl bolsa, onda bu kesgitleyjini ansatlyk bilen
hasaplap bolyar. Bu kesgitleyjd ii¢cburcluk formadaky
kesgitleyji diyilip aydylyar.

Bu yagdayda kesgitleyji: bas diagonaldaky elementlerii
kopeltmek hasylyna dendir.

2-nji mysal. Asakdaky kesgitleyjini hasaplalyn:
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Onda kesgitleyjiler 7%-hisiyetine gord, bu D-kesgitleyjini
asakdaky gorniisde 6zgerdip bolyar:

I+a 1 1 1 0 0 0

a
I 1+6 1 1 1 1+ 1
+
1
1

D= Formula

1 I 1+c 1 1 1+c
1 1 1 1+d 1 1 1+d

Bu kesgitleyjilerifi 1-njisi iigin: kesgitleyjilerini 8%-hiisiyetinden
peydalanarys, yagny, 2-3-4-nji hisiyetlerinden 1-nji setiri
ayyryp yazarys;

Kesgitleyjilerii 2-njisi ii¢in bolsa, yene-de 7°-hisiyetden
peydalanarys:

1 11 1f ja 0 O 0 a 0 0 0

0 b 0 O I 1T 1 1 0 b 0 0
D= + +

0 0 ¢ O |1 1 1+c 1 I T l+c¢ 1

0004 I 1 1 144 |1 1 1 1+d

Bu yokardaky kesgitleyjilerin 2-njisinitt 1-nji setirinden
umumy kopeldijisi a-y dasyna ¢ykaralyn; kesgitleyjilerin 3-
njisinden bolsa, 1-nji setirinden umumy kopeldiji a-y we 2-nji
setirinden umumy kopeldiji b-i dagyna ¢ykaryp bolyar.

Onda:
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1 0 O 0 1 0 O 0

1 1 1 1 01 O 0
D=bcd +a +ab

1 1 1+¢ 1 1 1 l+c¢ 1

1 1 1 1+d 1 1 1 1+d

Bu kesgitleyjilerin 3-nji we 4-nji siitiinlerinden 2-nji siitiini
ayyryp alarys:

1 0 0 O 1 00 O 1 00

11 0 0 010 O 010
D=bcd +a +ab +

11 ¢ 0 1 1 ¢ O 1 1 1

11 0 d 1 1 1 1+d 1 1 1 1+d

Bu kesgitleyjilerin ilkinji 2-sanysyny kesgitleyjilerin ticburgluk
formasyndan peydalanyp, sonky 3-njisinden bolsa 4-nji
siitlininden 3-nji siitlinini ayyryp alarys:

D =bcd +acd +abc-(1+d)+ab

_ = O -
L =)
 —, O O
QO O O o

=bcd + acd + abc +abcd +abd =
=bcd + acd + abc + abd + abcd
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7. Rekurent gatnasyklaryn iisti bilen kesgitleyjilerin
hasaplanysy

Kébir halatlarda kesgitleyjileri rekurent formulalaryn iisti bilen
ansat hasaplap bolyar. Mysal {i¢i asakdaky kesgitleyjini
hasaplalayn:

2 n-1
1 a a .. aq
1 a a.. a
_ 2 20 2 *
V,= *)
2 n-1
1 a, a,. a,

Bu kesgitleyja Wandermondyn kesgitleyjisi diyilydr. Bu
kesgitleyjinin 1-nji siitiinini (-a1)-e kopeldip 2-nji siitiininin
iistiine gosalyn.

Onda

2 -1
1 a,—a, a,. a,

n

Indi bolsa (*) Wandermondyn kesgitleyjisinini 2-nji siitlinini (-
a1)-kopeldip 3-nji siitiininin istiine gosalyn. Onda
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-1
1 0 0... a, 1 0 0... a,
1 _ 2 _ n-1 1 _ 2 _ n—1
y a,—a, a—aa.. a, | |1 a,—a a(a,—-a).. a
= =
1 _ 2 _ n—1 1 _ _ n-1
a,—a, a,—aa.. a, a,—a, a/(a,—a). a,

Indi bolsa (*)-Wandermondyn kesgitleyjisinini 3-nji siitiinini (-
a1)-e kopeldip 4-nji siitlininin iistiine gosalyn:

1 0 0 Do, at
3 2 -1
vV 1 a,-a a, (az al)' a —a,a a; —
3 -1
1 a,—a 4, (an al) a, (an a‘l) a:
O o OO a’t

Bu prosessi (n-1) —nji siitiine ¢enli dowam etdirip, alarys:
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Gysgaca aydylanda (*)-Wandermondyn 1-nji siitiinini (-a1)-e
kopeldip 2-nji siitiininin istiine gosup; 2-nji siitiinini (-ai)-e
kopeldip 3-nji siitiininin istiine gosup; 3-nji siitiinini (-a1)-e
kopeldip 4-nji siitiininin  istine gosup we s.m. (n-1)-nji
stitlinini (-a1)-e¢ kopeldip n-nji siitiininin istiine gosup (**)-
kesgitleyjini alarys.

Bu Vn-kesgitleyjini 1-nji setiri boyunga dargadyp (yagny
tertibini kemeldip), alarys:

-2
a, -8 a2(a2_a1)"' azn (az_a1)
-2
a,—a; a;(a;—a).. ag (a; —a)

(an _al)"' a, ) (an _al)

-a, a

n

= (az _al)(a3 _al)"'(an _a1) 'Vn—l

(bu yerde Vn.i-kesgitleyji Wandermondyn ap, as, as,...,an-
elementlerden diiziilen (n-1)-nji tertipli kesgitleyjisidir.

Vhn-kesgitleyji licin yerine yetirilen prosessi Vn.1-kesgitleyji
ticin hem gaytalap:

V. =(a;—a,)a,—a,)as—a,)..(a,—a)*V,_,
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Bu prosessi analitik usulda dowam etdirip; netijede
Wandermondyn kesgitleyjisi:

V. =(a,—a)a,—a)..(a,—a)..(a;—a,)a,—a,)..(a,—a,)
Ya-da

v,= T1@-a)

n2iyk>1

8. Matritsanyn rangy. Ters matritsa we onui hésiyeti

Goy, n-6l¢egli kwadrat A-matritsa berlen bolsun. Bu
matritsanyn k-sany setirinden we k-sany siitiininden diiziilen k-
nji tertipli minoryna seredelin.

Eger A-matritsanyn haysy hem bolsa bir r-nji tertipli minory
nola dei bolman, galan (r+1)-nji tertipden baslan &hli
minorlary nola den bolsa, onda bu r-sana A-matritsanyil rangy
diyilip aydylyar we ol

r=rangA
matritsanyn &hli elementleri nola den bolan yagdayynda rang
nola den bolup bilydr, galan yagdaylarda ol noldan
tapawutlydyr. Gorsiimiz yaly, kesgitleyjisi nola deii bolmadyk
kwadrat matritsanyn rangy onun 6l¢egine dendir. Yagny:

r=n

Teorema: eger A-matritsada nola den bolmadyk r-sany minory
bar bolup, bu minory gursap alan &hli (r+1)-nji tertipli
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minorlary nola deti bolsa, onda bu matritsanyii rangy nola
dendir.

Matritsanyil rangyny hasaplamak {i¢in, “gursap alma”
usulyndan peydalanmak amatlydyr:

IIki bilen nola den bolmadyk r-nji tertipli minory tapmaly.
Sonira bolsa, sol minora birikdirip, gursap alan (k+1)-nji tertipli
minorlary hasaplalayn. Sonra gursap alan ahli (k+2)-nji tertipli
minorlary hasaplamaly. Bu prosessi nola defi bolmadyk r-nji
tertipli minor tapylyanca dowam etdirmelidir, ony ony gursap
(r+1)-nji tertipli minorlaryn &hlisi bolsa nola dendir. Nola den
bolmadyk soniky minoryil r-nji tertibi bolsa, bu matritsanyn
rangy bolar.

Asakdaky bir mysala seredip gecelin:

Mysal: asakdaky matritsanyn rangyny hasaplamak talap
edilydn bolsun:

11 2 -1
A=|2 2 1 2
-1 -1 4 7

1-nji tertipli minor nola den dél. Sebébi /#0
Ony gursap alan 2-nji tertipli minor (A-matritsanyn ¢ep
tarapynda yerlesen) bolsa nola deni. Sebibi

Bu yokarda gorkezilen 1-nji tertipli minory 2-nji setiri we 3-
nji siitiini gosalyn. Onda gursap alan minor:
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1 2
=1-4=-3%#0
2 1

Indi bolsa gursap alan 3-nji tertipli minory hasaplalayn:

1 1 2 1 2 -1
2 2 1=0 |2 1 2]=0
-1 -1 4 -1 4 7

Gorslimiz yaly A-matritsanyn 2-nji tertipli minory nola den dal.
Ony gursap alan @hli 3-nji tertipli minorlar bolsa nola den.
Sonuii ligin hem bu matritsanyn rangy:

112 -1
r=rangA=rang|2 2 1 2 =2
-1 -1 4 7

Kesqgitleme:
(n*n)-6l¢egli A-kwadrat matritsa tigin:

A-A"'=4"-A=E (10)

Gatnasygy kanagatlandyryan A™l-matritsa A-matritsanyii ters
matritsasy diyilip aydylyar. (bu yagdayda Al-matritsanyn
6l¢egi hem n*n-dendir)

Kesqgitleme:
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Transponirlenen AT-matritsanyfi algebraik doldurgyjyndan
diiziilen A-matritsa, basdaky berlen A-matritsa 6zara otnositel
birikdirlen matritsa diyilip aydylyar: yagny, eger

a 4ap a,, 4, A, A4,
a ay,... A A,. A
21 Gy 2 21 22 2
A= " \bolsa,ondaA = "
anl anZ ann Anl AnZ . Ann

Teorema: eger, berlen n*n-6lgegli A-kwadrat matritsanyn ters
matritsasy bar bolsa, onda ol yeke-takdir.

Hakykatdan-da. (subudy)
Goy, A-matritsa iicin 2-sany Al we Aj-ters matritsalar bar
bolsun. Onda ters matritsanyn kesgitlemesinden.

AA" =A"A=E; AA =A A=E;

Sofiky gatnasygy cep tarapdan iki gapdalyny hem Al-e
kopeldelin:

A'(A44, )= A" =E;
Ya-da
A'(44, )=A4" (*1)
Matritsalaryn hésiyetlerinden peydalanyp:
A (A4, )=(A"A)A =EA =4, (*2)

(*1) we (*2)-formulalary 6zara denesdirip, alarys:
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At=4

Kesgitleme:

Eger, kwadrat matritsanyn kesgitleyjisi nola deni bolsa, onda
bu matritsa ayratyn matritsa diyilip aydylyar. Tersine yagdayda
bu matritsa ayratyn dil matritsa diyilip aydylyar.

Teorema. (n*n)-Glcegli A we B-kwadrat matritsalaryn
kopeltmek  hasylynyn  kesgitleyjisi bu  matritsalaryn
kesgitleyjilerinin kdpeltmek hasylyna dendir. Yagny:

|4B|=|4|B| (12)
Subudy.
Goy, (n*n)-6lcegli A we B-matritsalar berlen bolsunlar:
a,, a,.. a, b, b, .
e ay, Qy... a,, B b,, b,, -
.6.1;1.1 ..... c.l. nz ....... ann bnleann

Bu yerde:
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;=2 ayby (i, J :11_’7) (13)

k=1

Bu matritsalaryn  kopeltmek hasylynyn kesgitleyjisine
seredelin.

n n n
Zalkbkl Zalkka"' Zalkbkn
=1 =1 =1
¢ O Cia ; ; ;
AB = G Gy Con | ZaZkbkl Zazkbkz ZaZkbkn
= == =1 =1
Cnl cn2" Cnn n n n
a,.by, a,;bi, a,.by,
k=1 k=1 =1

oo o

peydalanyp hem-de her bir setirin umumy kopeldijisini
kesgitleyjinin 6niine gecirip alarys:

ayy, bk11 Ay, bk12 e Ay b
a2k1bk21 azkzbk22"' aZkzb

8= ¥

= Z‘,alk1 Ayy, By

KyKo oo Ky [reoeesesemennnn kiky .. K,
anknbknl anknbknz ankn knn
ki1 k2 bk1n
L bkzl kp2* kon
by B, by,
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oo .

bl 1 bl 2 b

.. b
|AB| z( 1) alk a2k — b21 b22 2n

Kok, e,
bnl an bnn
Bu yerde: ¢ = [kk,..k, |
Asakdaky /B/-kesgitleyjini, yagny:
bl 1 bl 2 bln
B — b21 b22 . b2n
bnl bn2 bnn

Kesgitleyjini jem belgisinini 6niine gecirip we (3)-formuladan
peydalanyp alarys:

|[4B|=|B| > (-V'a,ay,..a, =|B|4=|4|5
ky ky. ke,
Teorema: (*).

Berlen (n*n)-6lgegli A-kwadrat matritsa dine azan dal
matritsa (adaty) bolan Yyagdayynda bu matritsanyn ters
matritsasy (A™)-bardyr.

Subudy:
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IIki bilen A-matritsa bagly bolan A-matritsany dnzelin, hem-
de ikisinin kopeltmek hasylyny

AA=|b,|,((G, ) =1.2,...n)  (14)

Matritsalary biri-birine kopeltmek hasylynyn kesgitlemesinden
peydalanalyn.
b, =a, A, +a,4,+..+a,4, (15)

in*~"jn

(6) we (8)-gatnasyklardan:

|A ,hacandai = j

i {0, hacandai # j

|4 0. 0
0 |4.. 0
AA =|4|E
0 0.. |4 (16)
Su usuly peydalanyp:
AA=|AE

Bolyandygyny subut edip gorkezip bolyar.
Serte gora:

|4]=0

Sonun {i¢in hem, soniky iki denligin iki tarapyny hem



kopeldip, alarys:

1 1

M(AA)—A(MA)—E
1 1
0=y =E

Bu alnan soniky gatnagyklar, berlen azan dél (adaty) A-matritsa
licin oia ters bolan Al-matritsanyn bardygyny gorkezyir:

A =14 arn

oA

Goy, onda (n*)-6lgegli A-matritsa azan (adaty dil) matritsa
bolsun. Yagny /A/=0 bolsun. Bu yagdayda, A-matritsanyii A-
ters matritsasy bar diyip kabul edelin. Onda kesgitleme
esasynda

AA" = E

Bolmaly. Yone, bilsimiz yaly: /E/#0 yagny E-matritsa azan dil
(adaty) matritsadyr.

Yokarda subut edilen (*)-teorema esasynda soiiky gatnasyk
difie, A we Al-matritsalar azan dil (adaty) matritsalar bolan
yagdayy ti¢in dogrudyr. Emma, mélim bolsy yaly, biz bagda A-
matritsany azan (adaty dal) matritsa diyip kabul edip aldyk. Bu
alnan gapma — garsylyk, azan amatritsanyn (adaty dil) ters
matritsasynyn yokdugyny subut edip gorkezyar.

Indi bolsa,
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(A4B)"'=B'4" (18)

Gatnasygyn dogrudygyny subut edip gorkezelin. (bu yerde A
we  B-matritsalar denn  Olgegli, (n*n)-6lgegli  kwadrat
matritsalardyr.

Onun {i¢in bolsa,

(B'A"YA4B)B'A)=E

Gatnasygy subut edip gérkezmeli bolyarys:
Matritsalary kopeltmek hasylynyn assosistiw hédsiyetinden
peydalanyp alarys:

(B'A"'YAB)=B'(A'A)B=B'EB=B'B=E
(ABYB'A"Y—A(BB)A'=AEA"' =447 =E

Gorslimiz yaly, (18)-gatnasyk adalatlydyr.

Kesgitleme:

(n*n)-6l¢egli A-kwadrat matritsanyn biitin-otrisatel (-k)-
derejesi  diyip Al-ters matritsanyii  Oziine  k-gezek
kopeldilmegine aydylyar: yagny

AtAt. A
k

A =
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